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13.

Uber eine besondere Curve dritter Klasse

(und vierten Grades).
(Yon Herrn J. Steiner.)

(Vorgetragen in der physikalisch-nathematischen Klasse der Akademie zu Berlin am 7. Januar 1856 )

Die Curve tritt schon beim geradlinigen Dreieck ein. Féllet man aus
jedem Punkte in der dem Dreieck umschriebenen Kreislinie auf die Seiten
Perpendikel, so liegen die je drei Fufspunkie allemal in irgend einer
Geraden G, und die Enveloppe aller dieser Geraden ist eine Curve
dritter Klasse, G*, und vierten Grades, welche die im Unendlichen lie-
gende Gerade, G, , 2ur ideellen Doppeltangente hat; ferner hat sie drei
Ruckkehrpunkte und die drei Rickkehrtangenten schneiden sich in einem
und demselben Punkt. Die Curve berihrt namentlich auch die Seiten des
Dreiecks, so wie dessen drei Hohen, d. h. die aus den Ecken auf die Gegen-
seiten gefillten Lothe.

Sei abc das gegebene Dreieck; J der Mittelpunkt des ihm umschrie-
benen Kreises 0%; ferner aa, bb, cc seine drei Hohen und d der gemein-
same Schnittpunkt derselben; seien ferner «, 3, y die Mitten der Seiten und
m der Mittelpunkt des durch diese Mitten und zugleich auch durch die Fufs-
punkte a, b, ¢ der Hohen gehenden Kreises m*; endlich sei » der Radius
dieses Kreises, derselbe ist halb so grofs als der Radius des Kreises J%. Da
der Punkt e in der Mitte zwischen d und & liegt, so ist d der &ufsere Ahn-
lichkeitspunkt beider Kreise. Wird von den uber den Seiten des Dreiecks
liegenden Bogen des Kreises m*, aa, [3b, y¢, von den Mitten der Seiten
aus, wmittels der Punkte u, v, w, je ein Drittel abgeschnitten, so dafs Bo-
gen au=}aqa, fo=131pb, yw=141yc, so theilen diese Punkte die ganze
Kreislinie in drei gleiche Theile, so dafs sie die Ecken eines gleichseiti-
gen Dreiecks uvow sind.

Ist p ein beliebiger Punkt in der Kreislinie d* und & die ihn zuge-
horige Fufspunkien- Linie, so hat der aus dem Hchenschnilt d nach p ge-
zogene Strahl dp seine Mitte, etwa w, allemal in G und zugyleich auch
im Kreise m*; dieser Kreis werde von G zum zweiten Mal in s geschnitten;
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232 13. J. Steiner, uber eine Curve dritter Klasse.

der Punkt u wird Mittelpunkt und s Scheitel der Fufspunkten-Linie G' ge-
nannt. Im Kreise J% sei p, der Gegetipunkt von p, so steht dessen Fufs-
punkten- Linie G, jedesmal auf G senkrecht, und zwar haben beide den
Scheitel s gémeln und ihte Mittelpinkte « uid w, sind gleicherweise Gegen-
punkte im Kreise 2’ und die Durchmesser pp, und uy, sind parallel. Dem-
nach sind die Fufspunkten- Linien, oder die Tangenten der Curve G°,
paarweise zu einander rechtwinklig, auf jeder steht eine — aber nur
eine einzige — bestimmie andere rechtwinklig, und der Ort der Scheitel s
aller dieser rechten Winkel ist die Kreislinie m*. Diese Eigenschaft hat
also die Curve mit den Kegelschnitten gemein. Solche rechtwinklige Tan-
genten —Paare sind namentlich auch die Seiten und zugehorigen Hohen des
gegebenen Dreiecks. Jede zwei zu einander rechiwinklige Fufspunkten-Linien
heifsen schlechthin ein Paar.

Jede Fufspunkten-Linie G, (= G) wird von jedem Paar in zwei
solchen Punkten geschnitten, welche gleich weit von ihrem Mittelpunkte u,
abstehen, eine Folge davon ist: dufs G, von der Curve G* in demjenigen
Punkte t, beriuhrt wird, welcher von ihrem Mitlelpunkt eben so weit ab-
steht, als ihr Scheitel s,, also u,t, — u,s,. Es folgen ferner nachstehende
interessante Eigenschaften. Die Gerade, welche durch die Berihrungs-
punkie t, t, irgend eines Paars GG, geht, ist stels auch eine Fufspunk-
ten-Linie G,, und diejenige, die mit ihr ein Paar bildet, geht jedesmal
durch den Scheitel jenes Paars; zudem hat die Beruhrungs- Sehne (¢,
constante Ldnge, ndmlich sie ist dem vierfachen Radius des Kreises m’
gleich, tt, = 4r. Oder umgekehrt: die Curve G° schneidet jede ihrer
Tangenten G, in zwei solchen Punkten ( und t,, deren Abstand von
einander constant, und zwar dem Durchmesser des Kreises 0°, oder
dem doppelten Durchmesser des Kreises m* gleick ist; und die Tangen-
ten in solchen zwei Schnittpunkten sind je ein Paar GG,. Die in den
Schnitten t, t, und in dem Berikrungspunkte i, jeder Tangente G,
auf die Curve G* errichteten drei Normalen (reffen sich allemal in
irgend einem Punkte q und der Ort dieses Punktes ist ein Kreis [m],
der mit dem Kreise m* concentrisch ist, und einen dreimal so grofsen
Radius hat, als dieser. Die Curve G° berihrt den Kreis m* in den
oben genannten drei Punkten u, v, w und hat dieselben zu Scheiteln.
In diesen Punkten bilden die zugehirigen Tangenten, etwa U, V, W,
und die Kreisdurchmesser U,, V,, W, mit einander Puaare; jene sind
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die einzigen drei Fufspunkten-Linien, bei welchen der Scheitel (s), Mittel-
punkt (u) und Berihrungspunkt (¢) vereint sind, die anderen haben die
Punkte u, v, w zu Scheiteln, deren Gegenpunkte u,, v,, w, (im Kreise m*)
zu Mittelpunkten, und uwm die Linge des Durchmessers iiber diese hinaus
thre Beruhrungspunkte u,, v,, w,. Diese lelztern Punkte sind die drei
Rackkehrpunkte der Curve G° und U,, V,, W, sind die Ruckkehr-
tangenien, die also alle drei durch den Miltelpunkt m des Kreises ge-
hen, gleich lang sind, nimlich mu, = mv,=— mw,=—=3r, und mit einander
gleiche Winkel (= 120") bilden, so dafs die drei Buckkehrpunkte u,, v,, w,
im oben genannten Kreise [m]* liegen und die Ecken.eines gleichseitigen
Dreiecks sind, das m zum Schwerpunkt hat; auch sind die drei Ruck-
kehrtangenten zugleich Normalen der Curve in ihren Scheiteln u, v, w
und es ist uu,=—vv,—ww,=—4r. Der reelle Theil der Curve G* be-
steht nur aus einem regelmifsigen Curvendreieck w,v,w,, das innerhalb des
geradlinigen Dreiecks w,v,w, liegt, aber den Kreis m* umschliefst; seine drei
gleichen Seilen u,wv,, v,uw,, w,vu, sind nach Innen convex und berithren
den Kreis mit ihren Mitten (Scheiteln) u, v, w; die Linge jeder Seite
ist =054r, somit der ganze Umfang — 16r; der Inhalt des Curven-
dreiecks ist =—2nr*, also gerade zweimal so grofs, als die Kreisfliche m?,
so dafs jeder der drei gleichen, zwischen dem Kreise und der Curve
liegenden Arbelen, = Lnr® ist. Jede Tangente der Curve G* berihrt
je einen ihrer drei Zweige und schneidet die beiden andern; ein Paar
GG, d. h. die Schenkel eines ihr umschriebenen rechten Winkels be-
rithren immer verschiedene Zweige.

Sind GG, und HH, irgend zwei Paare, wird & von H und H, be-
ziehlich in a@,, d, und G, von denselben in &,, ¢, geschnitten, so sind die
Geraden «a,c¢,, b, d, allemal ein drittes Paar, etwa JJ,, d. h. sie sind auch zu
einander rechtwinklige Fufspunkten-Linien oder Tangenten der Curve G°. Ein
eben solches Trippel von drei Paaren GG, HH,, JJ, mit einem Quadrupel
von vier Schnittpunkten @, &, ¢, d bilden auch die Seiten und zugehorigen
Hohen des gegebenen Dreiecks; beiderseits hat man ein vollstindiges Viereck.
(a,b,¢,d, oder abcd), dessen drei Paar Gegenseiten zn einander senkrecht
sind, oder vier solche Punkte, von denen jeder der Hohenschnitt des durch
die drei ibrigen bestimmten Dreiecks ist. Bei allen diesen Vierecken ist
die Summe der Quadrate der Gegenseiten constant, und swar = 161*;
also ad*+bc*=ac*+bd*=ab’+tcd*=16r*. Alle Quadrupel abcd,

30*
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deren vier Punkte simmtlich reell sind, liegen innerhalb des Curven-
dreiecks G*; und umgekehrt, durch jeden innerhalb dieses Dreiecks liegen—
den Punkt d ist ein reelles Quadrupel bestimmt, denn es gehen immer drei
reelle Tangenten &,, H,, I, durch denselben, und die zu diesen senkrechien
Tangenten &, H, I, sind ihre Gegenseiten in einem vollstindigen Viereck
abed. Liegt hingegen der gegebene Punkt d ausserhalb des Curvendrei-
ecks G°, so geht nur eine reelle Tangente, etwa G, durch ihn, und als-
dann ist von den andern drei Punklen nur einer, etwa a, reell, der
gleichfalls in G und auf der andern Seite aufserhalb der Curve liegt;
die conjugirte Tangente G, ist auch reell und enthdilt die 2wei imagindren
Punkte b und c; die beiden andern Paure HH, und 11, sind imagindr.
Die den vier Dreiecken abe, abd, acd, bed umschriebenen Kreise, deren
Mittelpunkte beziehlich O, y, (3, o heifsen sollen, sind gleich, und bei
allen Quadrupeln von gleicher Grifse, ndmlich der Radius eines jeden
ist dem Durchmesser des Kreises m* gleich, also = 2r. Das Viereck
of3yd ist dem Viereck abced gleich und liegt so, dafs die vier Geraden
ac, bf3, ¢y, do alle durch den Mittelpunkt m gehen und durch ihn ge-
hilftet werden; daher haben umgekehrt die den vier Dreiecken of3y, of30,
ayd, 3yd ‘umschricbenen Kreise ihre Mittelpunkte in d, ¢, b, a, und ihre
Radien sind ebenfalls = 2r; und ferner sind die Gegenseilen o0 und 3y,
ay und 39, o¢f und yo zu einander rechtwinklig, oder bilden drei Paare
&G, 99,y 331, deren Scheitel im ndmlichen Kreise m* liegen, und
deren Hnveloppe eine der vorigen, G*, gleiche Curve & ist, aber wum
den Mittelpunkt m um 180° herumbewegt, so dafs sie den Kreis in den
oben erwdihnten Punkten u,, v,, w, berihrt. Alle reellen Quadrupel ofyd
liegen innerhalb des Curvendreiecks &°. Enthdlt das Quadrupel abcd
zwei imagindre Punkte b und c, so sind die den Dreiecken adc und adb
umschriebenen Kreise 3* und i, so wie ihre Mittelpunkte 3 und y ima-
gindr, wogegen die den Dreiecken abc und bcd umschriebenen Kreise 0*
und o® sammt ihren Miltelpunkten & und o reell bleiben, diese letztern
Jedoch jelzt aufserhalb des Curvendreiecks &° liegen.

Durch jedes Quadrupel «bed geht ein Biischel gleichseitige Hyperbeln,
B (H*); die verschiedenen Paare Asymploten dersellben bestehen aus den
gesammten vorgenannten Paaren GG, und sind somit Tangenten der ndim-
lichen Curve G*°. Oder in Bezug auf das Dreieck abc kann man sagen:
jede Fufspunkten-Linie G sei Asymplote einer ihmn wmschriebenen gleich-
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seitigen Hyperbel H?, welche nothwendig auch durch den Hohenschnitt d
geht und den Scheitel s von G zum Mittelpunkt hat. 1In Betracht aller
Quadrupel @bcd hat man auf diese Weise eine Schaar-Schaar gleichseitige
Hyperbeln, SS(H?). Denkt man sich in Bezug auf jedes Paar G@, alle
Hyperbeln, welche dasselbe zu Asymptoten habén, so hat man die namliche
SS(H?). Je zwei dieser Hyperbeln schneiden sich in irgend einem Qua-
drupel, also nur innerhalb des Curvendreiecks G*, wofern ihre Schnitt-
punkte alle vier reell sind; berithren sich dieselben, indem etwa a und d
sich vereinen, so berithren sie zugleich auch die Gerade ad — G in deren
Mittelpunkt w, und alsdann liegen die beiden andern Schnitte b und ¢
in der Curve G° selbst und sind die Berihrungspunkte eines Paars HH,,
dessen Scheitel in jenem Punkte u liegt. Je zwei Quadrupel liegen in
einer und derselben Hyperbel H?, oder insbesondere in einemn und dem-
selben Paar GG,. Die Rechtecke unter den je zwei Perpendikeln, welche
aus den einzelpen Punkten irgend eines Quadrupels auf ein beliebiges Paar
GG, gefillet werden, haben jedesmal unter sich gleichen Inhalt. Sind in
einer Ebene 2wei rechie Winkel GG, und HH, gegyeben, und sollen zwei
Hyperbeln die Schenkel derselben beziehlich zu Asymploten haben und
einander beriuhren, so ist der Ort ihres Beruhrungspunktes w ein be-
stimmter Kreis m*, welcher durch die Scheitel der Winkel und durch
die Mitten der Strecken geht, welche auf den Schenkeln jedes Winkels
durch die Schenkel des andern begrenzt werden.

Das System Paare GG, kann insbesondere auch wie folgt bestimmt
werden. Wird in der Kreislinie m® irgend ein Punkt p und nebstdem eine
beliebige Gerade . angenommen, und werden sodann aus jedem Punkte s
des Kreises zwei unbegrenzte Gerade P und Q beziehlich durch p und parallel
£ gezogen und die von denselben gebildeten Nebenwinkel mittels zweier
Geraden G und &, gehilftet, so sind alle diese Geraden-Paare GG, ein
dem obigen gleiches System, so dafs sie eine gleiche Curve G* wmhillen.

In dem Kreise m® ziehe man eine forllaufende Reihe Sehnen unter
folgender Bedingung. Aus dem Anfangspunkt s ziehe man die erste Sehne ss,
willkiihrlich; sodann aus s, die zweite Sehne s,s, senkrecht auf den durch s
gehenden Durchmesser; ferner aus s, die driite Sehne s,s; senkrecht zu dem
durch s, gehenden Durchmesser, und so durch jeden neuen Punkt diejenige
Sehne, welche zu dem durch den vorhergehenden Punkt gezogenen Durch-
messer senkrecht ist, so entsteht — wenn nicht zufillig der dber der ersten
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Sehne liegende Bogen mit dem Kreisumfange commensurabel ist — eine un-
begrenzte Reihe von Sehnen, welche simmtlich eine der obigen gleiche Curve
G* berihren. Wird auf jede Sehne in ihrem zweiten Endpunkte eine Senk-
rechte errichtet, so beriihren auch diese Senkrechten alle die namliche Curve
und bilden mit den respecliven Sehnen die obigen Paare G'G,. Ist dagegen
der Bogen iiber der ersten Sehne mit dem Kreisumfange commensurabel, ver-
halt er sich zu diesem, wie m:m, wo n und m ganze und relative Primzahlen
sind, so schliefst sich die Reihe Sehnen jedesmal, so dafs ein geschlossenes
Polygon entsteht; jedoch kehrt die Reihe nicht immer in den Anfangspunkt
s zuriick, sondern sie kann auch in s, s,, ... zurickkebren, je nachdem die
Zahl mn beschaffen ist. Ferner sind in diesem Falle die Endpunkte s,s,,s,,...
der Sehnen immer Ecken eines regelmiéfsigen mEcks, und die Sehnen selbst
sind Seiten verschiedener Ordnung desselben (oder Seiten und Diagonalen).
Das Sehnen - Polygon nimmt nur dann alle Ecken des m Ecks in An-
spruch und ist selbst ein mHEck, wenn m eine Potenz der Zahl 3 ist;
seine Seiten sind alsdann 2u drei und drei einander gleich, und war
sind sie Seiten des regelmdfsigen vollstindigen m Ecks von allen denjeni-
gen Ordnungen, welche nicht durch 3 theilbar sind. Niamlich bei einem
regelmifsigen vollstandigen (2w 1)Eck hat man (nach Grofse) Seiten von
1ster, 2ter, 3ter, ... bis (u—1)ter Ordnung zu unterscheiden. — Hierbe:
berithren alle Sehnen gleicherweise eine Curve G°, so dafs das Sehnen-
Polygon dieser Curve um- und zugleich dem Kreise eingeschrieben ist.
Es folgen daraus noch mehrere specielle Sitze, die hier ibergangen werden.
In Bezug auf das Obige ist die Curve G°, unter andern, auch noch
wie folgt bestimmt. Denkt man sich ricksichtlich irgend eines der oben be-
schriebenen Quadrupel abcd die Schaar Kegelschnitte, welche durch einen der
vier Punkte, elwa durch d, gehen und dem durch die drei ibrigen bestimmten
Dreieck abc eingeschrieben sind, ferner in jedem Kegelschnitt den durch den
Punkt d gehenden Durchmesser dd, und in dessen anderem Endpunkte 4, die
Tangente &' des Kegelschnilts, so ist die Enveloppe aller dieser Tangenten
die dort betrachtete Curve G°, und swar fiir alle unzdhligen Quadrupel
stets die ndmliche Curve. Auf diese Eigenschaft wurde der Verfasser durch
seinen Freund, den Professor Schldfli in Bern, aufmerksam gemacht. — Die
Curve &* wird ferner auch durch rollende Bewegung erzeugt.
Analogerweise gelangt man zu etwas allgemeineren Satzen, wobei der
obige Kreis m* durch einen beliebigen Kegelschnitt vertreten wird, und wobei
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die Gegenseiten der vollstandigen Vierecke abcd nicht mehr zu einander recht-
winklig sind. Folgendes Beispiel moge hier geniigen.

Sind ms und my zwei beliebige Halbmesser einer gegebenen Ellipse
und bewegen sich dieselben gleichzeitig wmn den Mittelpunkt m nach ent-
gegengeselzten Richtungen so, dafs der vom Halbmesser ms beschriebene
Sektor in jedem Moment doppelt so grofs ist, als der vom andern, mu,
beschriebene Sektor, so ist die Enveloppe der durch die Endpunkte der
Halbmesser gehenden Geraden, su— G, eine Curve dritter Klasse G°
und vierten Grades, welche die Gerade G, zur ideellen Doppeltangente
hat, und deren reeller Theil nur aus einem krummlinigen Dreieck u,v,w,
besteht, welches die Ellipse umschliefst und sie mit seinen drei Seiten
(Bogen) in drei solchen Punkten u, v, w berikrt, welche die Ecken eines
der KEllipse eingeschriebenen grifsten Dreiecks sind; die Hcken jenes
Dreiecks u,v,w, sind Rickkehrpunkte der Curve G°, die Rickkehrtan-
genten gehen alle drei durch den Mittelpunkt der Ellipse und respective
durch die genannten Beruhrungspunkte u, v, w; bis zu diesen Punkten
genommen sind sie gerade doppelt so grofs, als die auf ihnen liegenden
Durchmesser der Ellipse. Der Inhalt des Curvendreiecks ist zweimal so
grofs, als die Flicke der Kllipse, und jeder der drei Arbelen zwischen
beiden Curven ist einem Driltheil der Hllipsen-Fldiche gleich.




