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14.

Einige Satze aus der Theorie der quadratischen
Formen.
(Yon Herrn R. Lipschitz zu Konigsberg in Pr.)

§. 1.

Gaufs hat in seinen ,,Disquisitiones arithmeticae” den Zusammenhang
untersucht, welcher zwischen der Anzahl der bindren quadratischen Formen
einer gegebenen Determinante, und der Anzahl der Formen einer andern be-
steht, die aus der ersten durch Multiplication mit dem Quadrat einer ganzen
Zahl gebildet ist, und zwar durch Anwendung der Composition der Formen
(S. art. 2563 — 256). Nachdem Gaufs bewiesen hat, dafs die eine Anzahl zur
andern in einem rationalen Verhiltniss steht, bestimmt er dasselbe fiir den Fall
negativer Determinanten, fir den Fall positiver Determinanten aber nicht.
Als darauf Dirichlet die Anzahl der quadratischen Formen fir eine gegebene
Determinante durch Bildung unendlicher Reihen ermittelte, ergab sich jene von
Gaufs gegebene Relalion, und die entsprechende fiir positive Determinanten
sehr einfach aus der Betrachtung der Reihen (S. Applications de I'analyse in-
finitésimale a la théorie des nombres, Band XXI. dieses Journals). Indem ich
mir nun die Aufgabe stellte, diese Sitze, sowohl fir negative als fir positive
Determinanten, rein arithmetisch aus einer und derselben Quelle abzuleiten,
wurde ich auf die Betrachtung der linearen Substitutionen gefiihri, deren sich
Gaufs bedient hat, um entscheiden zu lehren, ob eine gegebene quadratische
Form unter einer andern Form von verschiedener Determinante enthalten sei
(S. Disq. arith. art. 213, 214), und ich gelangte so zur Losung derselben.
Da diese Anwendung der Gaufsischen Untersuchung, so viel mir bekannt,
noch nicht gemacht worden, so theile ich sie im Folgenden mit.

Es ist vortheilhaft, den besondern Fall zu untersuchen, in welchem der
Quotient der verglichenen Determinanlen das Quadrat einer Primzahl isi;
denn wihrend dadurch die Behandlung sehr vereinfacht wird, sind die Resul-
tate so beschaffen, dafs die Sitze fir den allgemeinen Fall sich sofort aus
demselben ableiten lassen. Ich beginne daher mit der Betrachtung der speciellen
Galtung linearer Substitutionen, welche diesem Falle entsprechen.
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Es sei p eine Primzahl, und die ganzen Zahlen o, 3, y, & mogen der
Gleichung

(1) ad—py =p
geniigen. Bedient man sich derselben, um zwei Variabeln @, y durch zwei
neue Variabeln z’, y’' mittelst der Gleichungen
@ = '+ fy,
y = yx'+dy’
auszudriicken, so werden sie bekanntlich Substitutionscoefficienten genannt, ihr
Complex heifst eine Substitution, und wird durch das Symbol (';:g) bezeich-

net. Aus diesem Gesichispunkt betrachte man die Losungen der Gleichung (1.),
und nenne jede Losung eine Swubstitution.

Es seien ¢, (', 4/, 0' ganze Zahlen, die der Gleichung
(2.) 05’()\'— 3’7' — 1
geniigen. Bildel man aus denselben, und den Coefficienten der Substitution

(‘;‘g) die Gleichungen
3) %aa'—k{)’y' = A, o+ [3()" = B,
yo' + 0y = T, yf3' 4 00" = 4,
so erfillen .4, B, I', 4 die Gleichung (1.), und wir sagen: Die Substitution
g
‘;’5) ist der Substitution (';’ 6) aequivalent.

Es ist oft wichtig, wenn zwei Substitutionen (}{:5) und ‘;’,g) gegeben
sind, zu beurtheilen, ob sie wequivalent sind, oder nicht. Um ein Criterium
zu finden, bemerke man, dafs die Aequivalenz derselben die Existenz von
4 ganzen Zahlen o', /3, »', 0’ voraussetzt, welche den Gleichungen (2.) und
(3.) geniigen. Aus den Gleichungen (3.) erhilt man fir dieselben die Werthe

of e 24— ET B = B84
(4 ) p 2 7) B
. 7' f==’ —-———-—--—yA+aT ()" =] -———-7B+—ad
,’ > p 2

an denen leicht zu sehen ist, dafs sie die Gleichung (2.) befriedigen. Es sind
daher die gegebenen Substitutionen wequivalent oder nicht, je nachdem jene
Werthe sammtlich ganze Zahlen werden, oder nicht.
Wir machen jetzt die specielle Annahme, dafs in jeder der beiden
gegebenen Substitutionen der erste und dritte Coefficient ohne gemeinschaft-
Journal f. d. M. Bd. LIII. Heft3 31
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lichen Theiler seien. Dann lifst sich beweisen, dafs, wenn der Werth von o'
eine ganze Zahl ist> oder die Congruenz
%) of'—yd = 0 (mod. p)
befriedigt wird, auch die Werthe von o', 8, d' ganze Zahlen sein miissen.
Denn, verbindet man diese Congruenz mit der, aus der Beschaffenheit obiger
Substitulionen folgenden '
ad —yB = 0 (mod. p),
so folgt
’ w(0Ad—pI') =0, y04—pT)Y=0 (mod. p),
und da o und y nicht beide dureh p aufgehn dirfen, so mufs
0d—pBI' = 0 (mod. p),

das heifst, o' eine ganze Zahl sein. Ebenso schliefst man aus der Voraus-
setzung, dafs -/ und /' keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, dafs die Werthe
von /3’ und " gunze Zahlen werden. Es entscheidet daher die Congruenz (5.)
iiber die Aequivalenz der gegebenen Substitulionen, und man kann hievon
sogleich die Anwendung machen, dafs dieselben stets aequivalent sind, wenn
A=wqa, I'=y ist, was auch (3, J, B, 4 sein mogen. Doch ist nicht zu ver-
gessen, dals o und y ohne gemeinschaftlichen Theiler vorausgesetzt sind.

Denkt man sich die sammilichen Substitutionen, die der Gleichung (1.)
geniigen, in Classen getheilt, so dafs zwei Substilutionen in dieselbe Classe
kommen, oder in verschiedene, je nachdem sie aequivalent sind, oder nicht,
und wéhlt man aus jeder Classe ein Individuum, so hat man ein System von
Substitutionen, das die doppelle Eigenschaft besitzi, immer eine und nur eine
Substitution zu enthalten, die irgend einer gegebenen aequivalent ist. Nun
enthilt jede Classe Substitutionen, deren erster und dritter Coefficient ohne

gemeinschaftlichen Theiler sind. Denn es sei (:”g) eine Substitution, in wel~

cher ¢ und y einen gemcinschaftlichen Theiler haben, so kann derselbe nur
die Primzahl p sein, weil er vermoge der Gleichung ad — 3y =p in p auf-
gehn mufs. Dann aber missen 3 und J ohne gemeinschaftlichen Theiler sein,

da %0—-/3—;}::1 ist. Nun zeigen die Gleichungen (4.), dafs die Substitution
(‘3’ ::) der Substitulion (‘;’ g) aequivalent ist; also ist die obige Behauptung

erwiesen. Aus diesem Grunde ist es gestailet, bei der Eintheilung der simmi-
lichen Substitutionen in Classen, die Betrachiung auf diejenigen zu beschranken,
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in welchen der erste und dritte Coefficient keinen gem\einschaftlichen Theiler
haben. Da ferner unter dieser Voraussetzung alle Substitutionen, die densel-
ben ersten und dritten Coefficienten haben, nach einer oben gemachien Be-
merkung, aequivalent sind, was auch der zweile und vierle Coefficient sein
mogen, so ist es ausreichend, jetzt nur den ersfem und dritten Coefficienten
der Substitulionen zu betrachten. Man darf endlich fordern, dafs der erste
und dritte Coefficient der reprisentirenden Substitution einer Classe nick! ne-

. . . . - a, 3 —a,—f .
gativ sei, da ganz allgemein die Substitutionen (y’a) und (—-y:—5) aequi-

valent sind. Man erhalt daher fir irgend eine Classe einen ganz bestimmten
Reprisentanten, wenn man, mit Ausschliefsung der Substitutionen, deren ersler
und dritter Coefficient einen gemeinschaftlichen Theiler haben, untersucht, fiir
welche Individuen derselben der dritte Coefficient den kleinsten nicht negativen
Werth hat, und aus diesen diejenige wihlt, in welcher der erste Coefficient
den kleinsten nicht negativen Werth hat.

Die Losung dieser Aufgabe erfordert nur eine sehr einfache Discussion
der Congruenz (5.); dieselbe zeigt, dafs p-}1 Classen existiren, und giebt
folgendes System reprisentirender Substitutionen:

G G0 G G D

§ 2.

Die Transformation der biniren quadratischen Formen durch lineare
Substitution hat bekanntlich zu der Bemerkung gefihrt, dafs die Determinante
der enthaltenen Form gleich dem Product der Determinante der enthaltenden
Form in ein Quadrat ist. Es gehe die Form (a, b, ¢), deren Determinante

b — ac =D ist, durch die Substitution ('Z‘g) in die Form (o, ¥, ¢") iber,
so hat man fir die Coefficienten die Gleichungen
(a ac? -+ bay -+ ¢y,
(1) (0 = aof+bied+Bp)+od,
¢ af3* - 2630 + ¢d?,

[

und es wird die Determinante
D' = b"—dc = D(ed—fy).
Man nehme nun an, dafs ad — 3y =p, eine Primzahl sei und setze
ferner voraus, dafs die ganzen Zahlen a, 6, ¢, wie auch a, 2, ¢ keinen ge-

meinschaftlichen Theiler haben, so dafs die. Form (a, b, ¢) nach der von
31*
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Dirichlet eingefihrien Benennung eine Form der ersten Art ist*). Dann
lafst sich zeigen, dafs der grofste Theiler der Form (d, &', ¢') entweder die
Einheit, oder p, oder p* sein mufs. Denn bildet man aus den Gleichungen (1.)
die folgenden '

pa = a'd0*—2'dy+ 'y,

) ph — d'dp4b'(da+tyB3)— cya,

pc ap—2bpa4c'o?,
so zeigen dieselben, dafs der grofste gemeinschafiliche Theiler von o', ¥', ¢
in p’a, p°b, p’c, mithin in p* aufgehen mufs. Es hat aber p* nur die Theiler
1, p, p’; also ist die obige Behauptung erwiesen.

Die Substitution (‘;’g), mittelst deren die Form (a, b, ¢) in die Form

(«, b, ¢') transformirt wird, gehort unter diejenigen, mit welchen wir uns oben
beschaftigten, und es ist leicht zu beweisen, dafs aequivalente Substitutionen,
auf die Form (4, b, ¢) angewandt, aequivalente Formen erzeugen.

M0

!

Man denke sich nun die simmtlichen Substitutionen (a’ g), fir die
0d — By =p ist, aof die Form (a, b, ¢) angewandt, und die l’lervorgehen-—
den Formen in Classen geordnet. Dann ist es ausreichend, das System re-
préasentirender Substitutionen zu benutzen, um fir jede Classe mindestens einen
Reprisentanten zu erhalten. Die so entstehenden Formen sollen zunéchst unter-
sucht werdes; und zwar wird gefragt, welche derselben den Theiler p haben.

Um dies zu entscheiden, stelle man die p |1 Formen wie folgt auf:

1) Durch (g’ g) 5 d=ua, b =0bp, ¢=c¢p

2) Durch (‘:,’ _(')') ), d' = ao’+ 2bo ¢,
b'= — (ac--b)p,
¢ =ap?,
wo o der Reihe nach =0, 1, 2, ... p—1 zu setzen ist.

Man stelle sich die Form (a, &, ¢) so eingerichtet vor, dafs ibr erster
Coefficient durch p nicht theilbar sei, was immer maoglich ist. Dann kann die
erste Form (a, bp, cp®) nicht den Theiler p haben. Um die andern p Formen
zu beurtheilen, erwige man, dafs &' und ¢’ durch p aufgehn, mithin alles da-
von abhiingt, ob @' durch p theilbar ist oder nicht. Statt &' zu untersuchen,

*) oder nach Gaufs eine forma proprie primitiva (S. Dirichlet applications etc.
Bd. XXI p. 2 dieses Journals und disq. arith. art. 226).
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betrachte man, da @ relative Primzahl zu p ist, ad’. Es wird also eine
Form (a, ¥/, ¢') nur dann den Theiler p haben, wenn ad’ durch p aufgeht,
oder wenn

qa’ = (ac+ b — D =0 (mod. p)
ist. Da @« relative Primzahl zu p ist, so reproducirt der Ausdruck ac -},

wenn man ¢ der Reihe nach =0, 1,... p—1 setzt, das System der Reste
nach dem Modul p. Um also die quadratische Congruenz

(ae+ b6 — D=0 (mod. p)
zu untersuchen, ist es zweckmifsig, zu unterscheiden, ob p eine ungerade
Primzahl, oder die Zahl Zwei ist.

Ist p eine ungerade Primzahl, so zeigen die Gleichungen (2.), dafs
der grofste gemeinschaftliche Theiler von @', 2b', ¢' auch in p* aufgehen mufs,
dafs mithin die'Form (&', ¥', ¢') nur von der ersfen Art, oder aus einer Form
der ersten Art abgeleitet sein kann. Es sind ibrigens hier wieder drei Fille
zu sondern.

Geht die ungerade Primzahl p in D auf, so giebt die Congruenz (3.)
fir « einen Werth, der durch

ac+b = 0 (mod. p)
bestimmt wird. Geht p® in D auf, so ist leicht zu sehen, dafs &', wenn es
durch p aufgehen soll, auch durch p* theilbar sein mufs. Dann wird gleichfalls
b = —(ac4-b)p =0 (mod. p?),
¢ = ap’= 0 (mod. p*),
mithin hat die Form (a/, ¥, ¢') den grofsten gemeinsamen Theiler p°.
Ist D durch p nicht theilbar, und quadratischer Rest davon, so hat
die Congruenz (3.) zwei Wurzeln, welche, wenn man
=D (mod p)
setzt, sich so definiren lassen:
aoe,;+b—C =0 (mod. p),
ac,+b+4 =0 (mod. p).
Es ist ibrigens klar, dafs die beiden Formen, welche diesen Werthen von o
entsprechen, den Theiler p* nicht haben konnen, da Dp® nicht durch p* aufgeht.

Ist D durch p nmicht theilbar, und quadratischer Nichtrest von p, so

hat die Congruenz (38.) keine Wurzel; sie ist unmoglich.
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Beachtet man jetzt, dafs jede Form (a', b, ¢'), die nicht den Theiler
p hat, ohne Theiler ist, so lafst sich folgendes fiir Formen der ersten Art
giiltige Resultat aussprechen:

Wenn die ungerade Primzahl p in D aufgeht, so giebt das System
der p 41 Substitutionen p Formen ohne Theiler, und eine Form, deren
grofster gemeinschaftlicher Theiler p* oder p ist, je nachdem p* in D auf-
gehl, oder nicht.

Wenn I} durch p nicht theilbar und quadralischer Best von p ist,
so giebt das System p—1 Formen ohne Theiler, und zwei Formen,
deren grofster gemeinschaftlicher Theiler p ist. ‘

Wenn D) durch p nicht theilbar und quadratischer Nichtrest von p
ist, so giebt das Syslem p--1 Formen ohne Theiler.

Wir kommen jetzt zu dem Fall, wo p =2 ist.
Da hier der erste Coefficient der Form («, b, ¢) ungerade angenommen
. . T 1,0 .
wird, so ist die Form (@, 20, 4¢), welche der Substitution (O’ 2) entspricht,
| ]

von der ersten Art. Diese Bezeichnung soll namlich schon ausdriicken, dafs
die betreffende Form ohne Theiler ist. Um ferner zu untersuchen, wann o'
gerade ist, bedient man sich wie oben der Congruenz
4) «d = (ac+4b}—D = 0 (mod. 2).

Denn ist @' ungerade, so ist die Form (', ', ¢') nothwendig von der ersten Art.

Es sind hier wieder zwei Fille zu unterscheiden. Ist D gerade, so
giebt die Congruenz (4.) fir ihre Wurzel die Beslimmung

ac+ 6= 0 (mod. 2),

und es ist leicht zu sehen, dafs die enisprechende Form (@', ¥, ¢') aus einer
Form der ersten Art durch Multiplication mit dem Factor 2 oder 4 abgeleitet
ist, je nachdem D=2, oder D =0 (mod. 4) ist. Ist D ungerade, so hat
die Congruenz (4.) auch nur eine Wurzel, die durch

ac+b =1 (mod. 2)

bestimmt wird. Erwigt man jetzt, dafs das Quadrat einer ungeraden Zahl, durch
4 getheilt, den Rest 1 lafst, so folgt fir D=3 (mod. 4): ' =2, V' =2,
¢ =0 (mod. 4), also (&, &, ¢') aus einer Form von der ersten Art durch
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Multiplication mit dem Faclor 2 abgeleitet; dagegen fir D=1 (mod. 4):
d=0, '=2, ¢ =0 (mod. 4), also (', ¥, ¢') aus einer Form von der
zweiten Art durch Mulliplication mit dem Factor 2 abgeleitet. Es ergiebt sich
also folgendes fiar Formen der ersten Arl und p =2 giltige Resullat:

Ist D=2, oder =0 (mod. 4), so giebt das hier aus dreien be-
stehende Syslem der Substitutionen zwei Formen der ersten Art von der
Determinante 4 1), und eine Form, die respective aus einer Form der er-
sten Art von der Determinante ) durch Multiplication mit 2, oder aus
einer Form der ersten Art von der Determinante } ) durch Multiplication
mit 4 abgeleitet isl.

Ist D=3, oder =1 (mod. 4), so giebt das System zwei Formen
der ersten Arl von der Determinante 4D, und eine Form, die respective
aus einer Form der ersten oder zweiten Art von der Delerminante D)
durch” Multiplicalion mit dem Factor 2 abgeleitet ist.

Die far eine Form der ersten Art durchgefihrte Untersuchung konnte
man auch auf Formen der zweiten Art*) ausdehnen. Es ist aber hier nur
von Interesse, den Fall zu betrachten, wo (a, b, ¢) eine Form der zweiten Art,
und ad — By =2 ist.

Es sei diese Form, deren Determinante £)==1 (mod. 4) sein mufs *¥*),
so eingerichtet, dafs « das Doppelte einer ungeraden Zahl wird. Eine Form,

die durch Anwendung der Substitution (':/’ g) aus der gegebenen abgeleitet

wird, gehort zur Delerminante 41). Der grofste gemeinschaftliche Theiler,
den ', b, ¢’ haben konnen, ist 2; der grofste gemeinschaftliche Theiler, den
a', 2b', ¢’ haben konnen, ist 4. Das System, welches hier aus drei Substi-
tutionen besteht, giebt

1) far ((1):(2) " W =ua, V=20 c=4dc

2) fir (P75°),  d=daitbate b'=—2@ntd), =4,
wo =0, 1 zu setzen ist.

Man sieht, dafs die erste Form das Doppelte einer Form der ersten Art
wird, da 1« ungerade ist. Um zu beurtheilen, ob in den andern beiden Formen

*¥) d. h. Formen, in welchen die Zahl 2 der grofste gemeinschaftliche Theiler von
a, 2b, c ist; nach Gaufs formae improprie primitivae (disq. arith. art. 226).
*%) Siehe ebendaselbst.
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a', welches immer gerade ist, durch 4 aufgehi oder nicht, untersuche man, ob
aa’ nach dem Modul 8 den Rest O oder 4 lafst.

Da b ungerade, a gerade ist, so ist auch aa-}b ungerade, folglich
(ae+-by =1 (mod. 8); mithin ist,

fir D==5 (mod. 8), ad = (ac--b— D=4 (mod. 8),

fir D=1 (mod. 8), ad = (ae+6}— D=0 (mod. 8).
Hieraus sieht man, dafs die beiden Formen, welche den Werthen =0, a=1
entsprechen, sich gleich verhalten.

Ist D=5 (mod. 8), so wird

a = 2 (mod. 4)
also jede das Doppelte einer Form der ersten Art; ist D=1 (mod. 8), so wird
=0 (mod. 4), b'=2 (mod.4), ¢ =0 (mod. 4),

also jede das Doppelte einer Form der zweiten Art. — Man hat demnach
folgendes fir Formen der zweiten Art und p =2 giltige Resultat:

Ist D =15 (mod. 8), so giebt das aus dreien besiehende System der
Substitutionen drei Formen, die aus Formen der ersten Art von der De-
terminante D durch Multiplication mit dem Factor 2 abgeleitet sind.

Ist D =1 (mod. 8), so giebt das System eine Form, die aus einer
Form der ersten Art von der Delerminante I), und zwei Formen, die
aus Formen der zweiten Art von der Determinante D), durch Multiplication
mit dem Factor 2 abgeleitet sind.

S. 3.

Nach diesen Vorbereitungen kann man den folgenden Satz beweisen:
Es sei (a',b,c') eine Form der ersten Art von der Determinante
D'= Dp*, wo D eine ganze Zahl, p irgend eine Primzahl bedeutet.
Dann lafst sich immer eine Form der ersten Art von der Determinante DD
angeben, unter welcher die Form (d/, ¥, ¢') eigentlich enthalten ist. Es
sei (a, b, ¢) eine solche Form, so geniigt jede Form derselben Classe
der gestellten Forderung, jedoch keine Form einer anderen Classe.
Denn es sei die Substitution, vermoge deren die Form (&', %', ¢') unter

der Form (a, b, ¢) enthalten ist, (‘:; g), so hat man
a ac’ 4 2bay + ¢y,

(1) (¥ = aof+b(ad+By)+eyd,
¢ = af+26p30+ ¢,

I
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und hieraus leilet man ab
}ap2 = a'0*—2b'0y 4 'y,
(2) lbﬂz = &'+ b'(«d+ By)— ey,
cp* = a'ff —2'Po- ¢’
Wenn also eine Form (a, b, ¢) existirt, aus welcher mittelst einer Subslitution

(';: ‘g), wo ad — 8y =p, die gegebene Form (a', &', ¢') hergeleitet werden

kann, so mufs aus der Form (a’, &', ¢') mittelst der Substitution <_(_y,7 ;‘8) die
Form (ap? bp?, cp*) hergeleitet werden konnen. ,

Nun ist oben gezeigt worden, dafs das System der p-|-1 Substitutionen,
auf eine Form der ersten Art von der Determinante D)'= Dp* angewandt,
p Formen ohne Theiler, und eine Form vom grofsten Theiler p* giebt. Da
aber eine Form ohne Theiler einer Form vom Theiler p* nie aequivalent wer-

den kann, so ist klar, dafs die sidmmtlichen Substitutionen (‘;’ ‘g), auf die ge-

nannte Form angewandt, immer eine und nur eine Classe von Formen erzeu-
gen, die den Theiler p* haben. Es sei also (4, B, C) eine Form, die den
Theiler p* hat, und sie sei aus der Form (&, §', ¢') durch die Subslitution

5. —
( ’ ﬂ) erzeugt worden. Dann setze man
-7 @

B C

"";E'? ¢ = ’p—za

so ist (a, b, c) eine Form, unter welcher (&', &', ¢’) enthalten ist. Denn nach
der Herleitung gelten die Gleichungen (2.), von welchen die Gleichungen (1.)
eine Folge sind.

Man sieht leicht, dafs jede der Form (a, b, ¢) aequivalente Form der-
selben Forderung geniigt. Und umgekehrt, soll eine Form (4, ¢, k) jener For-
derung geniigen, so mufs sie mit (a, b, ¢) in dieselbe Classe gehoren. Denn
es folgt aus den Gleichungen (2.), dafs die Form (&p? ép* kp*) zu der ein-
fach bestimmten Classe von Formen gehort, welche aus der Form (o', &', ¢')
erzeugt werden, und den Theiler p* haben, mithin der Form (ap®, bp?* cp*)
aequivalent ist. Es ist daher auch (4, ¢, k) aequivalent (a, b, ¢). Ganz auf
dieselbe Weise beweist man den folgenden Satz:

Es sei (d', ¥/, ¢') eine Form der ersten Art von der Determinante D,
die = 1 (mod. 4) ist; so lafst sich immer eine Form der zweiten Art
von der Determinante D) angeben, unter welcher die Form (24, 2¥', 2¢')
eigentlich enthalten ist. Es sei (a, b, ¢) eine solche Form, so geniigt der

Journal f. d. M. Bd. LIIL. Heft 3. - 32
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gestellilen Forderung jede Form derselben Classe, jedoch keine Form
einer anderen.
Denn es sei die Substitution, vermoge deren die Form (24', 20, 2¢') unter
der Form (a, 0, ¢) enthalten ist, (Zi g), wo ad — By =2 ist, so hat man

2d' = ao’+ 2boy + ¢y,
B) {2 = aopt-b(ad+py)+ oy,
¢ = a4 2650 -+ ¢d?,
woraus die Gleichungen
Ra a'd* —2b'0y+c'y?,

) 20 = —d'dp+b'(ad+ fBy)— 'y,
126 = dp—=2paHco

folgen. Es ist jetzt nur von dem Satze Gebrauch zu machen ¥*), dafs sammt-
liche Substitutionen (';’ §>° wo ad — 3y =2 ist, auf eine Form der ersten
Art, deren Determinan,te D =1 (mod. 4) ist, angewendet, immer eine und
nur eine Classe von Formen geben, die aus einer Form der zweiten Art von
der Determinante D), durch Multiplication mit dem Factor 2 abgeleitet sind.
Dann folgt Alles, wie vorhin.

§. 4.

Es sei ¢, ¢;, ... ¢, das vollstindige System der Formen erster Art
von der Determinante I); es sei p irgend eine Primzahl; man wende auf die
Form ¢, die siammtlichen Substitutionen (‘;’ g) an, wo ad—jy = p ist,
und unlerwerfe die daraus hervorgehender’l Formen der Bedingung, ohne
Theiler zu sein. Diese Formen, zur Determinante D' = Dp* gehorig,
und von der ersten Art, ordne man in Classen, und wihle fir jede Classe
einen Reprisentanten; ebenso verfahre man der Reihe nach mit den For-
men ¢,, ¢s, ... @3 so behaupte ich, dafs die resprisentirenden Formen
ein vollstindiges System der Formen erster Art, von der Determinante D',
bilden. _

Denn wollie man annehmen, dafs dieselbe Form awei Mal erscheint,
so mifste sie unter zwei verschiedenen Formen des Systems ¢, ¢, ... ¢,
enthalten sein, was nach dem ersten.in §. 3 aufgestellten Satz unmoglich ist.

*) Derselbe bildet einen Theil des zweilen in §. 2 ausgesprochenen Resultats.
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Oder wollte man annehmen, dafs eine Form fehlt, so miifste diese Form nach
demselben Salz dennoch unter einer ganz bestimmten Form des Systems ¢,
@y . .. @), enthalten sein; was einen Widerspruch giebt.
Auf ganz analogen Griinden beruht der folgende Satz:
Es sei ¢,, ¢, ... ¢ das vollstindige System der Formen zweiter
Arl von der Determinante ). Man wende auf die Form ¢, die sammt-

lichen Substitutionen (‘;’ g) an, wo ad — 3y = 2 ist, und unterwerfe die

daraus hervorgehenden Formen der Bedingung, aus Formen der ersten
Art durch Multiplication mit dem Factor 2 abgeleitet zu sein. Diese For-
men, zur Determinante 40 gehorig, ordne man in Classen, und wibhle
fir jede Classe einen Reprisentanten; ebenso verfahre man der Reihe
nach mit den Formen ¢,, ¢, ... ¢.: so behaupte ich, dafs die reprisen-
tirenden Formen ein vollstindiges System der Formen erster Art von der
Determinante D bilden, jede Form mit dem Factor 2 multiplicirt.

§. 5.

Um aus den Sitzen des vorigen Paragraphen weitere Schliisse zu ziehen,
ist es nothig, folgende Aufgabe zu losen:

Es sei ¢ = (a, b, ¢) eine Form der ersten Art von der Determinante D :
man soll die siammtlichen Formen (&', b', ¢'), die aus derselben durch alle

Substitutionen (c;,’ g), wo ad— 3y =p, abgeleitet werden konnen und die
ohne Theiler sind, in Classen ordnen, und die Anzahl der Classen angeben.

Wie oben bemerkt, ist es nur nothig das System der p-}-1 Substitu-
tionen*) anzuwenden, um sicher zu sein, dafs keine Classe unvertreten bleibe;
auch hat sich gezeigt, dafs unter diesen p-}1 Formen diejenigen, welche ohne
Theiler sind, Formen der ersten Art werden, d. h. dafs sobald a', &', ¢’ ohne
gemeinschaftlichen Theiler sind, dasselbe auch fir @', 28, ¢’ der Fall ist. Die
Substitutionen, welche solche Formen geben, sind in §. 2 bestimmt worden

und das fir ihre Anzahl A& daselbst gefundene Ergebnifs kann wie folgt in
Zeichen zusammengefafst werden:

Wenn p eine ungerade Primzahl ist, die in D nicht aufgeht, und das

Zeichen <%') die positive oder negative Einheit bedeutet, je nachdem 1)

*) Siehe §.1 zu Ende.
32 *
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quadraticher Rest oder Nichtrest von p ist, so erhilt man

D
k = p-— (7)
Ist dagegen p eine ungerade Primzahl, die in [) aufgeht, oder die Zahl 2,

so ist
k = p.

Es sei nun aus der gegebenen Form ¢ = (4, b,¢) die Reihe der &
Formen ohne Theiler, von der Determinante D'= Dp* abgeleitet:

Ay fi, foo oo [

so bedarf es eines Mittels zu beurtheilen, welche von diesen Formen einer
bestimmten Form [ unter denselben aequivalent sind.
Gesetzt es sei die Form fl der Form f aequivalent, so dafs f; durch

die Substitution ( ; 6') wo o'd'— 'y’ =1, in f iibergeht; es sei ferner [ aus

¢ durch die zu dem oben aufgestellten System gehorige Substltutlon ( 6)
[\ aus ¢ durch die ebenfalls zum oben aufgesiellien System gehorige Sub-

stitution < "ﬂ‘> entstanden. Da durch die Substilution < "ﬂ‘) die Form ¢

l’l

in die Form f;, durch die Substitution ( , 5,) die Form f; in f transformirt
wird, so bilde man die Ausdriicke:

o By = 4, o3+ p,0" = B,
nd+dy =1, pf4d0d =4,

und die Substitution (J;,’ 5) transformirt die Form ¢ in die Form f. Diese

Substitution ist aequivalent der Substitution ( v b ‘) durch welche die Form ¢

715 1
in f; ibergeht. Denkt man sich also die simmtlichen Substitutionen aufgestellt,

durch welche die Form @ in fu“bel'geht, so mufs sich die Substitution (l" A)’
’
1 151

5) aequivalent ist, unter denselben befinden.
17 71

Diese Betrachtung fithrt zu folgendem Verfahren:

welche der Substitution (

Es ist gezeigt worden, dafs aus einer gegebenen Substltuhon ( 6 )

dle von der Form ¢ zur Foem f fihrt, die simmilichen &hnlichen Subshtutlo-
nen abgeleitet werden konnen (Gaufs disq. arith. art. 162). Nachdem die-
selben aufgestellt worden, ordne man sie in Classen, und wahle die Repri-
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sentanten aus dem System der p-+-1 Substitutionen. Es sei z. B. der Repra-
sentant einer dieser Classen (‘;i’ ?111)’ so ist leicht zu sehen, dafs die Form f;

der Form [ aequivalent ist; und so ergiebt jede Substitutions-Classe eine
Form aus der Reihe

. fis [os -+ f
mil der die betrachtete Form f aequivalent ist. Nédhme man an, dafs aufser
den so gefundenen Formen noch eine Form der Form f aequivalent werde,
so wiirde ein Widerspruch entstehen. Denn es sei diese Form f;, so ist oben
gezeigt worden, dafs unter den simmtlichen Substitutionen, die ¢ in f trans-

formiren, eine Substitution <’/11,’ Z) sich finden mufs, deren aus dem System

der p-+1 Substitutionen genommener Reprisentant ';"g‘) ist.
12

Es ist jetzt zunichst folgende Untersuchung anzustellen:
Die Form ¢ = (@, b, c) gehe durch die Substitution unseres Systems
(‘:” g) in die Form f= (&, ¥, ¢') iber, welche zur Determinante D' = Dp*
’
gehort, ohne Theiler und von der ersten Art ist. Dann erhélt man die simmt-
lichen &hnlichen Substitutionen durch die Ausdricke *)

‘ A = at— (eb+yc)u,
@) B = pt— (Bb-}-dc)u,
' I' = yt+ (ca-t+yb)u,

4 = Jt+(Ba+ Ib)u,
wo f, u alle ganzen Zahlen sind, die der unbestimmten Gleichung
B) ¢*—Duw =1

geniigen. Diese Substitutionen (114,’ 5) sollen in Classen geordnet, und die An-

zahl der Classen soll angegeben werden.

Um jetzt fir die Aequivalenz zweier Substitutionen das Criterium ("))
des §. 1 anwenden zu konnen, ist es nothig zu zeigen, dafs im gegen--
wirtigen Falle der erste und dritte Substitulionscoefficient nicht gleichzeitig
durch p aufgehen. Es ist aber in unserm System von Substitutionen 3 =0,
d = 0 (mod. p), folglich vermoge der Gleichungen (2.), auch B =0,

#*) Sie sind in den von Gaufs (disq. arith. art. 162 pag. 181) gegebenen als spe-
cieller Fall enthalten, da hier der grofste gemeinschafiliche Theiler von ', 2V, ¢', also
nach Gaufs die mit m bezeichnete Zahl, =1 ist.
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4 == 0 (mod. p). Daher hat man die Gleichung
ad By,
p y
so dafs 4 und 7' ohne gemeinschaftlichen Theiler sein miissen.

4 !
Es seien nun (fig) und (;{,’5,) Substitutionen, die respective den

Losungen ¢, u und ¢, u' der unbestimmten Gleichung (3.) enisprechen. Die-
selben werden (nach §.1 Gl (5.)) aequivalent sein, oder nicht, je nachdem
die Congruenz

Al"— A'1'= 0 (mod. p)
befriedigt wird, oder nicht. Setzt man fir 4, I, 4, 1" ihre Werthe aus den
Gleichungen (2.), so geht dieselbe in

d(tu —t'v) =0 (mod. p)
iber, und, da die Form (&', &', ¢') so beschaffen ist, dafs &' durch p nicht auf-
gehlt *), so lifst sich die Congruenz erseizen durch
4) W —t'u=0 (mod. p).

Man sieht sogleich, dafs entgegengesetzte Losungen, wie #, u und
— !, — u aequivalente Substitutionen geben. Fir das Weitere ist es aber
nothig zu unterscheiden, ob die Determinante negativ oder positiv ist.

I. Die Determinante D) sei negativ, und ihr absoluter Werth grofser
als die Einheit; dann hat die Gleichung (3.) nur die beiden Losungen ¢= +1,
u =0, welche eine Classe von Substitutionen geben.

Ist die Determinante D) = — 1, so hat die unbeslimmte Gleichung

r’+u =1, .
aufser den Losungen {= +1, u=0, welche eine Classe von Substitutionen
geben, die beiden ¢=0, = 11, welche auch nur eine Classe geben. Die
entscheidende Congruenz (4.) zeigt aber, dafs diese beiden Classen von einander
verschieden sind.

II. Die Determinante D sei positiv, so sind die simmtlichen Losun-
gen der Gleichung (8.) in der Formel

t,+u,yD = +(T+UyDy

*) Es hat sich niamlich (§. 2, zu Anfang) gezeigt, dafs simmtliche aus der Anwen-
dung des Systems der p--1 Substilutionen hergeleiteten Werthe von &', ¢' durch p theil-
bar sind, sodafs, in den hier betrachteten &k Formen ohne Theiler, &' zu p relative
Primzahl sein mufs.
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enthalten, wo 7', U die kleinsten positiven Werthe sind, welche derselben
geniigen, n aber alle ganzen Zahlen von — oo bis - oo bedeutet. Zu Folge
einer oben gemachten Bemerkung geniigt es fir den gegenwirtigen Zweck
diejenigen Losungen zu betrachten, fir welche in dieser Gleichung das Plus-
zeichen zu nehmen ist.

Die Determinante der Form f=(a',¥',¢') ist D' = Dp*. Bezeichnet
man die kleinsten positiven Werthe, die der unbestimmten Gleichung

t’2‘___Dlu'2 e 1
genigen, durch 1", U’, so sind 1", pU' Losungen der unbeslimmten Glei-
chung (3.); und da pU’ posiliv ist, so mufs ein posiliver Index ¢ existiren,
fir welchen
(I'+UyDy} = T'+ Uy

ist. Man sieht leicht, dafs ¢ der kleinste positive Exponent ist, fiir welchen
der Werth % durch p theilbar wird, und dafs, wenn mg irgend ein Vielfaches
von ¢ bedeutet,

t"'e+l‘mey/0 —_— (1V+ U]/D)'"e P (Tl_l_ UI,'/DI)m7
mithin %, auch durch p theilbar ist.
Ich behaupte jetzt, dafs wenn man in der Formel

t+u, YD = (T+TUyDY
der Reihe nach 4 =20,1,2,...0—1 setzt, die daraus entstehenden ¢ Losun-
gen der unbestimmten Gleichung (3.) die doppelte Eigenschaft haben, dafs
nicht zwei verschiedene unter ihnen vorkommen, fir welche

tw'—t'u=0 (mod. p)

wiirde, und dafs fir jede beliebige Losung ., w, eine Losung ¢,, u
jener Reihe der ¢ Losungen angegeben werden kann, so dafs

t,u,—t.u, =0 (mod. p)

u aus

ist.

Um den zweilen Punct zuerst zu erledigen, nehme man fir das ge-
gebene g/ den Werth w als seinen Rest nach dem Modul ¢, aus dem System
0,1,2,...0—1. Dannist also u'—u ein Vielfaches von ¢, und »,._,=0
(mod. p). Bildet man nun die Ausdriicke:

byt Wy D = (T+UYDY T+ UVD)""

= (Letu. YD) @, —w. VD)
tul,— D, (b0, — t,u,) YD,

I
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so erhilt man
Uy = Lt —1,u, =0 (mod. p);
was gezeigt werden sollte.

Wollte man aber annehmen, dafs es unter den aufgestellten ¢ Losungen
zwei gabe, die der Congruenz (4.) geniigen, und es seien die beiden Indices
derselben ¢’ und u, wo u' = u, so wirde man zu dem Schlufs gelangen, dafs

u,_, =0 (mod. p)
sein mufs. Da aber der Annahme gemifs ¢ der kleinste positive Index ist,
fir welchen =0 (mod. p)* wird, und sowohl &’ als u positiv und < ¢ sein
sollen, so mufs u'— w==0 sein, d. h. die beiden Losungen sind identisch.

Man hat demnach das Resultat, dafs die aufgestellten ¢ Losungen ¢ von
einander verschiedene Substitutionen der Form ¢ in die Form f geben, welche
die sammtlichen Subslitutionen dieser Art représentiren; oder, die Anzahl der
Classen von Substitutionen, welche man erhilt, ist

- log(T’+U’;/l)').
 log(T+UyD)

Man sieht, dafs die Anzahl der Classen, in welche die sammtlichen
Substitutionen (‘I{: 5), vermoge deren eine Form ¢ in eine Form f iibergeht,

zerfallen, nur von der Determinante D und der Primzahl p abhingt. Diese
Anzahl bestimmt aber, wieviel Formen aus der Reihe

fis fos s - oo fi

einer derselben f aequivalent sind. Es missen also, da 1) und p in allen
dieselben Werthe haben, jeder Form gleichviel Formen aequivalent sein, oder:
die oben bestimmte Anzahl der aequivalenten Formen mufs in % aufgehn. Es
lifst sich daher die Anzahl der wesentlich verschiedenen Formen aus jener

Reihe, die mit { bezeichnet werden moge, angeben.
I. Wenn die Determinante D) negativ ist, so wird, wenn sie nume-
risch grofser als 1 ist,

| = k;
fur den besondern Fall D = —1,
k

| = +-.

2
1. Wenn die Determinante D positiv ist, so wird

_ _log(T+UYD) .
— log(T'+UYD)
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Um diese Silze mit dem ersten Satze in diesem §. verbinden zu
konnen, bemerke man, dafs der Werth & auch nur von der Determinante D)
und der Primzahl p abhéngt, und nicht individuell von der Form ¢ = (q, b, ¢).
Es wird also aus jeder der Formen ¢,, ¢,, ... ¢, dieselbe Anzahl von For-
men ohne Theiler von der Determinante D' = Dp* erzeugt. Ist daher £ die
Anzahl der Formen erster Art von der Determinante D), &' die Anzahl der
Formen erster Art von der Determinante 1)’ — Dp?, so ergiebt sich die
Beziehung, dafs % und % in einem angebbaren Verhiltnifs stehen, und
zwar dafs |

A = hl
ist. Durch successive Anwendung dieses Satzes ist man im Stande, folgen-
des allgemeine Resultat herzuleiten:

Es sei 4 die Anzahl der Formen erster Art von der Determinante 1),
ferner A’ die Anzahl der Formen erster Art von der Determinante D'=—DS?,
wo N irgend eine Zahl bedeutet, es seien r, 7', #"" ... die ungeraden
Primzahlen, die in D" aufgehen, ohne D) zu theilen, und es bezeichne
das Symbol I7F'(r) die Bildung eines auf die Primzahlen », #', »" .
auszudehnenden Products, so ist fir eine negative Determinante :

: Yo— /zSH(l—~(—?—)%)-

In dem Fall, wo D= —1, ist indefs die linke Seite zu verdoppeln.
Fir eine positive Determinante dagegen hat man, wenn T, U und
1", U’ die kleinsten positiven Werthe sind, die resp. den Gleichungen
—Dw =1, t"— D'u*=1 geniigen:
v = w8 gty 1= (2)3)
(Man vergleiche die in §. 1 angefiihrte Dirichleische Abhandlung, Bd. XXI
pag. 12 dieses Journals.)

§. 6
Um aus dem zweiten Satze des §.4 ahnliche Resultate zu erhalten,
ist folgende Aufgabe zu losen:
Es sei ¢ = (a,b,c) eine Form der zweiten Art, von der Determinante D:
man soll die Formen, welche durch Anwendung der simmtlichen Substitutionen

(‘;:‘g), wo ad — 3y =2 ist, erzeugt werden, und der Bedingung genigen,

aus Formen der ersten Art von der Determinante D) durch Multiplication mit
Journal f. d. M. Bd. LIlL Heft3. 33
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dem Factor 2 abgeleitet zu sein, in Classen ordnen, und die Anzahl der
Classen angeben.

Der Untersuchung des §. 2 und dem daselbst ausgesprochenen dritten
Resultat gemifs ist hier, wo unter allen Umstinden D =1 (mod. 4) sein
mufs, zu unterscheiden, ob D =1, oder =5 (mod.8). Im ersten Fall, wenn
D =1 (mod. 8), giebt das oben aufgestellte System von Substitutionen nur
eine Form von der vorgeschriebenen Beschaffenheit, also existirt immer nur
eine solche Classe von Formen. Ist dagegen D) =5 (mod. 8), so giebt das
System von Substitutionen drei Formen von der verlangten Beschaffenheit,
deren Aequivalenz beurtheilt werden mufs. Um aber die Betrachtungen des
vorigen Paragraphen nicht zu wiederholen, kann man sogleich folgende Frage
stellen:

Die Form ¢ =(a, b, ¢) gehe durch die zum aufgestellten System ge-

horige Substitution (‘;’ ‘g) in die Form f iiber, welche aus einer Form der

ersten Art von der Determinante I durch Multiplication mit dem Factor 2
abgeleitet ist; dann erhalt man die simmilichen #hnlichen Substitutionen durch

die Ausdriicke
_ at—(ebd-yo)u
= 3 R
_ B—(@4d0n
2

N 9

1.
i — tt(eatyb)u
2

9

N N OB X
l

ot (Ba+db)u
2

9

wo ¢, u simmtliche Zahlen sind, die der unbestimmten Gleichung
R) ¢—Duw =14
N _ . . 6y, g6 A, B

geniigen; wieviel verschiedene Classen geben diese Substitutionen ( T A)?

Ehe diese Frage beantwortet wird, ist zu bemerken, dafs der Nach-
weis, dafs 4, B, I, 4 ganze Zahlen werden, fir diesen Fall von Gaufs
(Disq. arith. art. 162) nicht gegeben ist. Doch lifst sich, ebenso wie dort,
zeigen, dafs, da ¢ = (@, b, ¢) eine Form der zweiten Art ist, die Ausdricke

t*—_;b"» __t—l;bu ganze Zahlen sind. Daraus folgt dann auch, da in dem aufge-

stellten Substitutions- System f=0, d=0 (mod. 2), dals B=0, 4=0

(mod. 2), folglich 4 und I" ohne Theiler sind. Es seien (ﬁ’ 5) und ;f];
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Substitutionen, die resp. den Losungen #, # und #', ' der Gleichung (2.)
entsprechen, so werden dieselben aequivalent sein, oder nicht, je nachdem
der Congruenz
Al'— AT =0 (mod. 2)
geniigt wird oder nicht. Setzt man hier die Werthe aus den Gleichungen (1.)
ein, so ergiebt sich:
a,tu’——t’u
4
oder, da a' das Doppelte einer ungeraden Zahl ist: *)
B) t—tu=0 (mod 4).
Ganz wie im Fall des vorigen §. sieht man, dafs Losungen wie ¢, u
und —{¢, — u aequivalente Substitutionen geben; und auch hier ist der Fall
einer positiven Determinante und der einer megafiven zu sondern.

=0 (mod. 2),

I. Ist die Determinante negativ, und —I» >3, so hat die unbestimmte
Gleichung (2.) nur die beiden Losungen ¢ = + 2, =0, welche einer Classe
von Substitutionen angehoren.

Ist D= —3, so hat die unbestimmte Gleichung
t2+ 3u* = 4
die 6 Losungen {=+2, u=0; t=+1, u=1; t=+1, u=—1. Je

zwei derselben geben zufolge einer oben gemachten Bemerkung dieselbe Classe
von Substitutionen. Die Losungen =2, u=0; t=1, u=1; =1,
# = —1 bezeichnen aber drei verschiedene Classen.

IL. Ist die Determinante D) positiv, so werden die simmtlichen Lo-
sungen der unbestimmien Gleichung (2.). wie folgt ausgedriickt:

td—gnﬂ) _ i(T'JrzU';/D)"’

wo T' und U’ die kleinsten positiven Werthe sind, welche derselben geniigen,

und n alle ganzen Zahlen von — oo bis oo bedeutet. Zufolge der oben ge-

machten Bemerkung ist es ausreichend, das obere positive Zeichen zu nehmen.
Es sind nun zwei Fille zu unterscheiden.

%) Die Griinde hierfiir sind denen analog, nach welchen o' im Fall des vorigen §.
ungerade war. In allen drei Substitutionen, aus welchen hier das System derselben be-
steht, da p = 2, haben nimlich 2}’ und ¢' den gemeinschaftlichen Theiler 4; also kann
(a', V', ¢') nicht das Doppelte einer Form der ersten Arl sein, ohne dafs &' das Doppelte
einer ungeraden Zahl ist.

33 *
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Wenn U’ gerade ist, so mufs vermoge der Gleichung
T —DU* = 4,

{4 !
auch 1" gerade sein. Dann sind % % die kleinsten positiven Werthe der

unbestimmten Gleichung
T'—DU* = 1,
und man hat :

tutu, VD T LU YDy \
_i:‘;_.__ — (__4‘_51/_) — (T+UyDY;

folglich wird jedes u gerade, und deshalb auch jedes ¢ gerade, also die Con-
gruenz (3.) immer befriedigt, und es existirt nur eine Classe von Substitutionen.
Ist dagegen U’ ungerade, so ist bemerkt worden (S. die angefihrte
Abhandlung von Dirichlet Bd. XXI pag. 11 dieses Journals), dafs der Ex~
ponent 3 den Werth u; immer gerade macht, und dafs es der kleinste ist, der
dies bewirkt. Setzt man \

1,4, vD T4UvDN m
22 = (FHEY = 1oy, ]

so sind daher T, U die kleinsten positiven Werthe der unbestimmten Glei-
chung ¢ — Dw’ =1.

Man kann nun, ganz wie im vorigen Paragraph, beweisen, dafs, wenn
man in der Formel

tufu.vyD (T'H— UvyD ).u
2 - 2

w der Reihe nach = 0, 1, 2 setzt, die drei entstehenden Losungen so be-
schaffen sind, dafs nicht
w—tu=0 (mod 4)

werden kann, aufser wenn /=10, u=u' ist. Diese drei Losungen geben
also drei von einander verschiedene Classen von Substitutionen, und mehr
Classen existiren nicht; also miissen sich die simmtlichen Substitutionen unter
diese drei représentirende vertheilen, was auch direct gezeigt werden kann.

Die Anzahl der Classen, in welche die sdmmtlichen dhnlichen Substi-
tutionen zerfallen, welche, je nachdem U’ gerade oder ungerade, = 1 oder
=38 ist, lafst sich durch eine und dieselbe Formel darstellen. Diese Formel
kann sogar den Fall D=1 (mod. 8) umfassen, wo immer nur eine Classe
existirt, und die unbestimmte Gleichung

¢t — Dut = 4,

nur durch ein gerades u befriedigt werden kann.
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Nennt man namlich 7', U’ die kleinsten positiven Werthe, welche
dieser Gleichung, T, U die kleinsten positiven Werthe, die der Gleichung
£ — Du* =1 geniigen, so ist jene Anzahl

__ log(T+UyD)
— logH(T"+U'YD)

Man sieht, dafs die Anzahl von Classen, in welche die simmtlichen

Substitutionen (3{’ g) zerfallen, immer nur von der Determinante I) abhéngt.

Man findet daher fir die Anzahl ¢ der Classen, welche die aus der Form der
zweiten Art ¢ = («, b, ¢) auf die vorgeschriebene Art erzeugten Formen bil-
den, vermoge ganz derselben Betrachtung wie oben, folgendes Resultat:
I. Ist die Determinante D) négativ, und numerisch grofser als 3,
so wird
=1, D=1 (mod.8); (=3, D=5 (mod. 8).
Fir die Determinante ) =— — 3 aber ist
I = 1.
II. Ist die Determinante D) positiv, so hat man
log4(T"4 U'vD)
log(T+UYVD) °
log 4(T" 4+ U' v D)
log(T+UVD) °
Erwigt man nun, dafs der Werth von ¢ gar nicht individuell von der
Form ¢ = (a, b, c) abhéngt, sondern nur von der Determinante D), so giebt
die Verbindung dieser Resultate mit dem zweiten Saize des §.4 den Schlufs,
dafs jede Form des Systems ¢,, ¢,, ... ¢, dieselbe Anzahl von Formen
erzeugt, welche aus Formen der ersten Art von der Determinante 1) durch
Multiplication mit dem Factor 2 entstanden sind, und so gelangt man zu fol-
gendem Satz:
Es sei & die Anzahl der Formen erster Art von der Determinante D,
k' die Anzahl der Formen zweiter Art von derselben Determinante, die
immer =1 (mod. 4) sein mufs, so existirt zwischen /% und /' die Relation
h = NI,
(Man vergleiche die angefihrte Dirichletsche Abhandlung Bd. XXI pag. 10
dieses Journals.)
Konigsberg in Pr. im November 1854.
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D=1 (mod. 8);

{ =3 D =5 (mod. 8).




