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16.

Uber eine elementare Transformation eines in Bezug
auf jedes von zwei Variablen-Systemen linearen

und homogenen Ausdrucks.
(Aus den hinterlassenen Papieren von €. G. J. Jacobi mitgetheilt durch C. W. Borchardt.)

Auf einen Ausdruck f, welcher sowohl von den Variablen z, z, ... x,
als auch von den Variablen y, y, ... y, eine lineare homogene Funktion ist,
und den man kurz eine zweifach lineare homogene Funktion nennen kann, lafst
sich eine dhnliche Transformation anwenden, wie diejenige, vermittelst welcher
man bekanntlich eine von n--1 Variablen &, @, ... x, abhingige quadratische
Form nur auf eine Weise als Quadratsumme A2*+4,27-..-4-4,2%+ -1 4,2°
so darstellt, dafs (fir jedes m von m =0 bis m=n) 2, eine nur die Va-
riablen z,,, @,,, ... x, enthaltende lineare homogene Funktion ist. Die in
Rede stehende Transformation besteht in Folgendem : '

1. Es seien u, u, ... u, lineare homogene Funktionen von x, «, ... x,,
niamlich :

U = a(),oa‘"}"“u,l $1+ “de + &y, Tp

1.) u, = 0‘1,0“«"}'“1,1‘”1'}‘ "'+a1,n$n

U, = an,0$+ an,lwl'i— cee + Cp nn
Bildet man aus denselben Coefficienten, indem man ihre Horizontalreihen wit

ihren Vertikalreihen vertauscht, n--1 andere lineare homogene Funktionen
v, v, ... v, der Variablen y, y, ... y,:

v = 0‘0,0}"‘{”“1,0}’1‘}' ~°-+a,.,uyn
(2.) v, = 0‘0,1}’+“1,1)’1+ "'+an,IYn

v, = aﬂ,ny+al,ny1+ "'+an,nyn

sodafs u, %, ... u, und v, v, ... v, zwei solche Systeme linearer homogener

Funktionen resp. von «, &, ... @, und y, y; ... Yy, sind, welche man kurz

zwei conjugirte Systeme nennt, alsdann hat man, wie unmittelbar erhellt, die
34 *
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identische Gleichung

3y yuityuA - +yu, = zvfa0,4 - a0,

Umgekehrt ist die Gleichung (3.) die fir zwei conjugirte Systeme von
Variablen definirende Gleichung. Weifs man néamlich, dafs w, #, ... u, und
v, ¥, ... v, zwei Systeme linearer homogener Funktionen resp. von z, z, ... x,
und von y, ¥y ... ¥, sind, so geniigt die Gleichung (3.), um zu beweisen,
dafs beide Systeme conjugirt zu einander sind. Denn man substituire die
Werthe von u, w,...u, aus (1.) in (3.), so ergeben sich die Gleichungen (2.).

Definirt man nun /* durch die Doppelgleichung

4) [=yuiniwt - tyu, = vt o+ 2,0,
so ist £ der allgemeinste sowohl in Bezug auf x, @,...x, als auf y, yy ...y
lineare und homogene Ausdruck.

2. Es sei
' Q1,0 ' @y, 1
ul = 'lll —_—u vl == vl —_ P
@0, 0 &, 0
o o
' 2,0 ' 0,2
(5) u2=u2'—-—;—u Uy ='l72—-——’—
: A Q0,0 g, 0
' @, 0 ' @),
w, =u,———)1u v, = vn-—-._’."_v
€o,0 @y, 0

sodafs in o), u} ... u, die Variable = fehlt, in o}, v, ... v, die Variable y,
dann verwandelt sich der Ausdruck (4.) in den folgenden:

f = u{ y‘{- 210 Y "l" = Y2+ "'+ el Yn }+ ylu;._l- qu;+"' +y"u,”

@y,0 @y, 0 9,0
_ L @1 @, 2 e L B0y } ' ol..Llay
T L e R
oder, was dasselbe ist, es wird
uv
=< +1s

wo

fi = it ystiot oo+ Yathh = TVt 2044 - 4 20
Diese Doppelgleichung zeigl, zufolge der friheren Erorterung, dafs die
linearen homogenen Funktionen u}, %} ... %, von z,, &,...x, und v;, v; ... v
von yi, ¥z .. Y, wiederum zwei conjugirte Systeme bilden, deren Coeffi-

cienten durch o' mit zwei unteren Indices bezeichnet werden mogen.
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3. Fihrt man in dieser Weise fort, so erhalt man nach m maliger

Transformation

- o ! o' (™D, (m=1)
J— 1Y 3 m—l m—1
(6') f + a' + n + + (m—-.l) +fm:
© 0,0 1,1 n—1y m—1
L (m) (m) (m) (m) (m) (m)
f;'! = YnU, ""ym+1um+1—|" "'+Ynun = TV +a"m+1vm+l+"'+$nvn B
die li (m) _ (m) (m)
wo die linearen homogenen Funktionen w,,”, u,.;,... %, von z,,x,,,...x,
und o572, 0%, ... 0% von %.,., ymis. .-y, ebenfalls zwei conjugirte Systeme
bilden, deren Coefficienten resp. durch
o™ () (m) o™ (m) (m)
s m,m am,m+1 L) am,n mm am+lm . & & n,m
7. (m) (m) (m) (m) (m) (m)
) ;am-l-l,m Omitymir « o+ o Omgayn und e, s Cmtlymytr « o o O iy

bezeichnet werden mogen.
Fir k=1, 2 ... n ist u} eine lineare Verbindung von % und u,.

Fir k=2, 3 ... n ist u} eine lineare Verbindung von u} und u,, da-
her auch von wu, w, und w, u. s. w.

Allgemein: fir k=m, m-+4-1 ... n ist uﬁ'") eine lineare Verbindung
von %, u, ... u,_, und u;, und zwar eine solche, in welcher «, x, ... z,_,
nicht vorkommen. Hierdurch allein wird u{", abgesehen von einem constanten
Faktor, bestimmt, und zwar als die Determinante des Systems

0 Oy, 1 oo Oy iy u
50 7 eee O g Uy

Cne1,0 Om—pyr v« ¢ Oy m1 Um—y
Oy Oy v oo Cgmey Uy
Aechnliches gilt fir die Bestimmung von vy".
4. Die ibrig bleibende Ermittlung des constanten Faktors geschieht

einfach durch folgende Betrachtung:
Man setze gleichzeitig

U =— O, ul = O, u2 = O .. ‘u,,,__l - O,
so folgt hieraus, wie leicht zu sehen,
u; == 0, =0 ... u,_, =

und hieraus auf dieselbe Weise
u;’-—'——O .o ui,',__l-—-‘—'o

u.s. w. bis man endlich zu der letzten Gleichung:
. (m-1)

%,—, =0 gelangt.
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Ist nun % eine der Zahlen m, m-1 ... n, so folgt aus u = 0 in
Folge der Gleichungen (5.):

!

Uy = U,
ehenso folgt aus u} =0:

Ul = u

. —1

u.s. w. und endlich aus »0"7° = 0:

(m) (m—1)

u; = Uy o .

Als schliefsliches Resultat erhalt man also, dafs wenn gleichzeitig u, w,,...u,_,
verschwinden, )
w” = u,

wird (wo k=m, m-|-1 ... n sein kann).
Hieraus geht hervor, dafs die Determinante des Systems (8.) durch

den Coefficienten von u; in derselben dividirt werden mufs, d. h. durch die aus

o, ¢ Oy, 1 e Oy gy
010 O e Oy my
Ometyg ®ppetyr + o o Omed, m—1

gebildete Determinante, um »{™ zu geben. ,

Bezeichnet man mit Bezout die Determinante dadurch, dafs man ein
positiv zu nehmendes Glied derselben in runde Klammern einschliefst, so erhilt
man nach Einsetzung der Ausdriicke (1.) von #, u, ... u,_,, %

(‘")
(g0 @y « - - Ot me1) Uy

== (G, Op,g « « » Oy, ak,m)xm
9) +F (o0 01 o v o Oy e Of mi1) Tt
+(a0,u O ° * ° am—l,n;—l 0 ) Tn

und hieraus endlich ergiebt sich fir die Coefficienten (7.) die Gleichung:

(10 ) a(m) (ao,u G111 «o0 Cmel m—1 ﬂk,i)
ki (0,0 @1,1 « .. @1, m—1)

(wo sowohl ¢ als & die Werthe m, m -1, ... n haben konnen).
5. Die Gleichungen (6.), (9.), (10.), in deren erster man m=—n
zu seizen hat, enthalten die Transformation, von der hier die Rede ist, und

geben:

n l' n) 5(n)
“o,o“u"'“n 1, ) W3 O

R

0,0 l, n—l, n—1 an, n )

&, 0% Yy (0, 0%y, 1) Ug V.
f J— )

%y, 0 (%,0%1,1) (@09 1 @)

9
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wo

i=n .
m)
(G0 Ogy <o Oy, met ) UG = .2(“0,0 Cpy vve Oy mey O ;) L

=m
i=n
my
(0,0 04y ... am~l,m—l)v$n) = .2(0‘0,0 1 v oo Omeymer ®n)Yie
i=m

Man kann dies Resultat in folgendes Theorem zusammenfassen:

Theorem. Es sei
i=n k=n
= 2 2 0oy; X; Y

=0 k=0
eine lineare homogene Funktion sowohl von =, z, ... x, als von y, y,... y,,
so kann dieselbe nur auf eine Weise in der Form

f= AUV AUV, }...+4,0,V,+---+4,0,V,

so dargestellt werden, dafs (fir jedes m) U,, und V,, zwei resp. nur die

Variablen z,,, «,., ... @, und y,, Y. ... y. enthaltende lineare
Funktionen sind. Diese Darstellung ist:
uv ur Ve
= Tt et o e e D

Po PopP1 pm 1Pm Pn— 1Pn

wo U, und V,, die Determinanten der Systeme

of of
Qo0 o1 oo Oy ey ‘3}‘ o0 Og0 «oo Oy ;e

of of
Cpo OCgp o oo O mey ‘5}‘,‘ Qpyg Qg3 oo Qp_yy B
. l 1

af ) af
am,(} am,l L am,m—l ay a(),m al,m cee am—l,m ax

m m "

und p, die Determinante des Systems

Cop Oy ooe Oy pm
Qo O3 oo O

Q0 Oy o oo O

sm

bedeuten. ‘
Lafst man hierin die Variablen @, x, ... @, und y, y, ... y, mit
einander zusammenfallen und unterwirft zugleich die Coefficienten o der Be-
dmgung, dafs sie ungeindert bleiben wenn man Horizontal - und Vertikal-
reihen mit einander vertauscht, so erhilt man das bekannte
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Theorem. Eine quadratische Form

i=n k=n
f—‘EZak,a,‘ [

i=0) k=0

(wo oy ; = e, ist) lifst sich nur auf eine Weise in der Form der
Quadratsumme

[= AU* 44,08+ --- + 4,02+ --- +4,U;
so darstellen, dafs (fir jedes m) U,, eine lineare homogene Funktion nur
von den Variablen .z',,,, Lpmyy .. &, ist. Diese Darstellung ist:

f"T+——+ +,,m1p +o =

wo U, die Determinante des Systems

9

Pn—1 ,In

. 3]‘
Cyy Cyg «ve Ogm ) ¥ B
, Of

o Oy v Oy F5— P
1

of
am,l) am,l vew am,m—l ‘z'ax
m

und p,, die Determinante des Systems
Qo Ogy +oe O

10 Oya ooe @y

Omo Cmt v vv Opm

bedeuten.




