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17.

Extrait d’une lettre de M. C. Hermite & M. Borchardt

sur 'invariabilité du nombre des carrés positifs et des

carrés négatifs dans la transformation des polynomes
homogénes du second degré.

Paris, ce 24 avril 1856.

...... Dans le cas, oi Vous le jugeriez convenable, Vous pourriez
publier la démonstration suivante, du principe découvert par Jacobi, et employé
par lui a la démonstration des belles formules pour les conditions de réalité
des racines des équations algébriques, que Vous avez données dans Votre
mémoire, sur I'équation a Paide de laquelle etc. Rien d’ailleurs n’est plus
simple que d’établir ce principe que j’énoncerai ainsi:

Quelque substitution réelle, que I’on employe, pour réduire un polynome
homogéne du second degré a une somme de carrés, le nombre des coefficients
de ces carrés qui auront un signe donné sera toujours le méme.

Supposons en effet qu’un polynome homogéne du second degré f, a
n--1 indéterminées x, y, ... v se réduise a I’expression suivante:

[= ogitazit . fed
en faisant:
x oxy+ o'z, + o 4 aVa,

1) b ﬁ-l‘o—l— Bz, + oes 4_ ﬂ(")xn
] l-’lf'()'i" l’ml—{-A oee _l_]'(")-z',,
Si ’on donne une seconde substitution également réelle,

aX,+dX,+ -+ a”X,
bX,+ 0 X, + . 46X,

|

xr

I

l

(2') y. . . .
v = IX,+IX,+ - +IMX,
de laquelle résulte la transformation analogue:

f= Wng"l"?le‘l' "I"’?nX:
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il s’agit de prouver que le nombre des coefficients &, qui auront un signe
donné, sera égal au nombre des coefficients 7, qui auront le méme signe.
A cet effet, et pour fixer les idées, supposons négatifs, &, &, ... &
et positifs les coefficients suivanis: &, &,5, ... &. Supposons aussi que
Moy NMs - -+ Nx Soient négatifs, tandis que 7.,y 7ij2y --. 7, seront positifs.
On aura d’abord en égalant entre elles les deux expressions de la forme f,

&t axit 2 = 7, X0 X 0. X

les variables étant liées par ces équations:
oxy-tade, 4. ae,
@y BatBat - tpoe,

I

aX,+adX,+ -+ 4 a"X,
bX, 4 B X, L - LXK,

|

Ao, Ve + - A%, = IX,+VX, + .- +HIOX,
Avant d’aller plus loin, j'observe qu’on pourra toujours les résoudre par rap-
port aux indéterminées & ou X, si Iinvariant de f est différent de zéro, et
si aucune des quantités & et 7, n’est nulle. Soit en effet, J Iinvariant de f,
J et d, les déterminants relalifs aux substitutions (1.) et (2.), on aura:

‘ & & oo & = JO?

R T
de sorte que & et &, ne pourront jamais étre supposés nuls sous les con-
ditions admises.

Cela remarqué, remplagons xy, 2y, ... &; d’une part, T, Tz, ... Ts

Rempla-

de I'autre par: V——— 2 i . Lipa i2 n

et: L
&’ 1/—5 ? Y—¢ 1/5;+1 ’ Véiyo ? Vén

7/’_?'70 ’ l/—“'m (A 1/—:;]( et: Xk—i—l? Xk+2,.-.Xn

puis effectuons par rapport a ces nouvelles in-

¢ons de méme X, X,, ... X; par:
par: Xivr Xy X
VNk41 ? V42 ’ V']n ?
déterminées, la résolution des équations (3.). On sera par la amené a la
relation suivante:
— x5 — w}“~x3+$12+1+$3+2 +‘+$i
= —X;—X} - .. — X+ X1+ Xipo b o + X5
ou I'on pourra supposer:

xy = poXo+ o Xt o+ 8 X,
(4.) r, = P1X0+71X+ +sl

. . . . . .

w-—mX&%&+m+8X
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les coefficients étant essentiellement réels. Or je vais établir I'impossibilité
d’une telle relation dés que I'on suppose & différent de i. Pour fixer les idées
j’admettrai qu'on ait £>>¢, et jobserverai que parmi les diverses équations
auxquelles les coefficients de la substitution (4.) doivent satisfaire, on voit
s’offrir en premier lieu celle-ci:

—po—pi— o —Ppit Pt Pt P = —1
qui ne pourrait évidemment étre vérifiée que pour des valeurs imaginaires des
quantités p, si I'on avait:
Po=0, p,=0, ... p;=0.
Or on va voir comment de la substitution (4.), il est possible de déduire une
nouvelle, qui transformant le polynome

G) —axi—ai——aid a2, i f 2
(6) —Xi— Xi— oo — Xt Xt Xipa o+ X

ait encore ses coefficients réels, et de plus présente ce caractere, que l'indé-
terminée X, ait disparu dans les expressions des indéterminées x, &,, ... &x_,.
Comme on suppose k¢, k—1 sera au moins égal a ¢, et les conditions
précédemment énoncées, se trouvant réalisées, notre théoréme se trouve par
la méme démontré.
A cet effet nous remarquerons qu’on peut sans changer le polynome (6.)

y remplacer X, et X, par: cos¢ X,-|singp X,, sing X,—cos¢ X, et intro-
duire par la un angle arbitraire dans les formules (4.), qui deviendront:

z, = (pocosp -+ ¢ysing) X,+ (posing — gocos @) X, -} -+

T, = (P1008<P+f/xsmfp)XmL(plsm(p qlcosqv)XqL

en:

. . .

Tn = (Pn°°S<P+an‘“‘P)Xo+(Pn3m<P ‘InCOSCP)X"‘
Maintenant et quelque soient les coefficients p, ¢, etc. on pourra disposer de
cet angle, de maniére a avoir:

Pocosp-t¢gsing = 0
et 'on sera amené a une nouvelle substitution également réelle, ou I'indéter-
minée X,, aura déja disparu dans la valeur de x,. Cela fait, partons de
cette nouvelle substitution pour y introduire de nouveau un angle arbitraire,
en remplacant X, et X,, par: cosgp X, }sing X,, singX,— cospX,, ce qui
se fera encore, sans changer le polynome (6.). On voit en raisonnant comme
35*
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tout a I’heure, qu’on pourra annuler le coefficient de X,, dans I’expression
de x,. Or des calculs analogues pourront éire continués, jusqu’a ce qu’on soit
amené a remplacer X;_, et X; par: cosp X;_,+ singp X;, sing X;_,— cosp X,
et en derniére analyse, on voit que de la substitution (4.) on aura déduit par
des opérations toujours possibles, une substitution réelle dans laquelle X,
X, ... X,_, auront disparu de I’expression de lindéterminée x,. Ce premier
point établi, nous concevons qu’on repéte, en raisonnant sur lindéterminée
suivante x,, des opérations toutes semblables, mais en se bornant a faire dis-
paraitre de prodhe en proche, dans I’expression de cette indéterminée, les
coefficients de X,, X;, ... X;_,. On n’aura ainsi besoin d’introduire dans
les substitutions successives que les indéterminées X, X,, ... X,_,, de sorte
que ces calculs faits, on ne verra reparaitre dans la valeur de x, aucune des
indéterminées, qui en ont déja été éliminées. Cela posé, il est clair qu’en
raisonnant d’une maniére analogue successivement sur &x,, x; etc., on sera en
dernier lieu conduit a faire disparaitre la seule indéterminée X,, de la valeur
de x;_,. Elle ne se trouvera point d’ailleurs dans les indéterminées pré-
cédentes, Ty_,, &4_3, ... Ly, et de la sorte on sera parvenu a une derniére
substitution, conséquence de la substitution (4.), transformant encore le poly-
nome (5.) dans le polynome (6.), et qui tombe dans le cas indiqué plus haut,
ou il est manifestement impossible que les coefficients soient des quantités
réelles.




