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18.

Uber einen algebraischen Fundamentalsatz und

seine Anwendungen.
(Aus den hinterlassenen Papieren von C. G. J. Jacobi mitgetheilt durch C. W. Borchardt.)

1.

Man weifs, dafs jede reelle rationale ganze homogene Function
2ten Grades auf unendlich viel Arten als ein lineares Aggregat von Quadraten
reeller linearer von einander unabhingiger Functionen dargestellt werden kann.
Wie verschieden aber auch diese Darstellungen sein mogen, so wird in allen
die Anzahl der positiven, so wie die Anzahl der negativen Quadrate
dieselbe bleiben.

Man nennt in diesem Satze positive und negative Quadrate des Aggre-
gates diejenigen, welche mit einem positiven oder negativen Coefficienten be-
haftet sind. Man kann jeden dieser Coefficienten, positiv genommen, in das
Quadrat, in welches er multiplicirt ist, einbegreifen, indem man fir «w® oder
— au®, wo o einen constanten Coefficienten und # eine reelle lineare homo-
gene Function bedeutet, (yo.u)* oder —(ye.u)* schreibt, wodurch die
lineare homogene Function, welche in’s Quadrat erhoben wird, nicht aufhort,
reell zu sein. Es kann daher der Allgemeinheit unbeschadet angenommen wer-
den, dafs alle Quadrate nur mit dem Coefficienten |1 oder —1 behaftet sind.

Unter dieser Annahme kann der obige Satz so ausgesprochen werden:

Fundamentalsatz.
Es seien 7, 7y ... 7, $;4 $55...8; und %,, 4,,...%,,, v,, 0,,...0,
zwei Systeme reeller von einander unabhingiger *) linearer homogener
Functionen, zwischen deren Quadraten die lineare Gleichung

Bttt —s— e — 5
= u}—!—ug_l_.l_u'fn_v}_.vg_ —v?
identisch Statt finde, so ist nothwendig

i=m, k = n.

#) d. h. zwei Systeme, deren jedes aus Functionen besteht, die von einander un-
abhéngig sind.
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Der Beweis dieses Satzes ergiebl sich aus den folgenden elementaren Be-
trachtungen.

Wenn man, was immer verstaitet ist, eine Anzahl von einander un-
abhéingiger linearer homogener Functionen B,, B,, ... B; an die Stelle einer
gleichen Anzahl von Variabeln x,, @,, ... &; in eine lineare homogene Function
A einfiihrt, so wird diese wieder eine lineare homogene Function der Grofsen
B,, B,, ... B; und der ibrigen Variablen x;,,, z;.,, etc.

A = l’lBl"_ ]QBQ+ ee +liBi+ylwi+l+M2$;+2+ etc.

Wenn die simmtlichen Coefficienten u,, @, etc. verschwinden, wird 4 blofs
durch die Functionen B,, B,, ... B; bestimmt, und dann mufs es auch immer
zugleich mit ihnen verschwinden. Wenn dagegen auch nur einer der Coeffi-
cienten ,, u, elc. nicht verschwindet, ist A von den Functionen B,, B,, ... B;
unabhingig, indem es fir alle Werthe, die man diesen Functionen beilegt,
seinerseits noch wieder jeden beliebigen Werth annehmen kann, und es braucht
daher in diesem Falle A auch nicht zugleich mit den Functionen B,, B,, ... B,
zu verschwinden. Hat man nun % von einander unabhiingige lineare homogene
Functionen A4,, A4,, ... A; und ist £ >¢, so kann es niemals geschehen, dafs
durch diese Einfihrung der Functionen B,, B,, ... B, als Variablen an die
Stelle der Variablen x,, x,, ... ; in allen Funclionen A4,, 4,, ... 4; zu-
gleich alle iubrigen Variablen a;,,, «;., etc. von selbst herausgehen. Denn
sonst waren A,, A,,... A; blofs Functionen von B,, B,, ... B;, und nie-
mals kann die Anzahl von einander unabhingiger Functionen, wie 4,, 4,, ... 4,
sein sollen, grofser als die Anzahl der Variablen sein, wie es hier der Fall
wire, da man vorausgesetzt hat, dafs k=i Es werden also die & Funclionen
A,, A,,...A; nicht nothwendig zugleich mit den ¢ Functionen B,, B,,... B,
verschwinden miissen. Hat man mehr als ¢ lineare homogene Functionen
B,, B,, ... B,, von denen aber nur B,, B,, ... B; von einander unab-
hingig sind, wahrend die ibrigen B,.,, B, ... B, durch sie bestimmt
sind, so werden alle Functionen B,, B,, ... B, verschwinden, wenn B,,

B,, ... B; verschwinden. Ist nun m <k, also gewifs ¢ <<k, so hat man
das folgende Lemma: '

Lemma.

Wenn eine Anzahl von einander unabhdngiger homogener linearer
Functionen die Anzahl anderer homogener linearer Functionen diber-
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trifft, so kann man immer bewirken, dafs diese letzteren verschwin-
den, ohne dafs zugleich auch die ersteren alle verschwinden.
Dieses Lemma, welches vielleicht nicht einmal eines Beweises bedurft hitte,
fihrt sogleich zu dem aufgestelllen Fundamentalsatz.
Man nehme namlich an, dafs in der identischen Gleichung

rifr 4 i —si—si— o — 5
= ui-tu;| .- o, —ovi— v — - — 0
die Zahlen ¢ und m verschieden sein konnten, und dafs m <z, so wire auch
m-+4-k<i-}k, und es konnten die m |k Functionen
Uiy Upy ooo Upy Spy Say oo g
verschwinden, ohne dafs die ¢4 & von ejnander unabhiingigen Functionen
Try Toy eue Ty Siy Sy «os Sk
alle mit ihnen zugleich verschwinden. Man hiite dann die Gleichung
Bttt = — v —0},
in der 7y, 7y, ... T;, Uy, Uy ... U, Teelle Grofsen sind, und »,, 7y, ... 7;
nicht alle verschwinden, welches absurd ist. Ganz eben so beweist man, dafs
auch » und % nicht von einander verschieden sein konnen, wozu man nur in
der gegebnen identischen Gleichung alle Zeichen umzukehren und dieselben
Betrachtungen zu wiederholen braucht.
Der vorstehende Beweis zeigt, dafs man die Bedingung, dafs u,, u,, ... »,,
v;, Uy, ... U, von einander unabhiingig seien, fortlassen, und dann den Satz
etwas allgemeiner so aussprechen kann:
Wenn r,, ryy ..ty Siy SageeaSiy Upy Upy voe Uy Uyy Vg oo U,
reelle homogene lineare Functionen und
Tio Tog ven Tiy Sy Say o0. Sk
von einander unabhingig sind, so kann eine identische Gleichung
ri._l._r;_l- ove _l_r%_si_gg_ e _si-.
= Uit U4 fUu,—vi—v;—- —0
niemals bestehen, wenn m <i oder n < k.
Der aufgestellte Satz zeigt, dafs die reellen homogenen Functionen zweiten
Grades sich spezifisch von einander unterscheiden, je nach der Anzahl positiver

und negativer Quadrate reeller linearer von einander unabhéngiger Functionen,
durch welche sie dargestelll werden konnen, indem diese -Anzahl von der
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Wahl der linearen Funclionen, die man sehr verschiedenartig treffen kann,
ganzlich unabhéngig ist.

Die Aufgabe, reelle lineare Substitutionen anzugeben, durch welche
ein Ausdruck

2 2 | 2 2 2 2
rl_i_rQ,.r..._*_ri_sl_.sz._..._sk
wieder dieselbe Form
2 2 i I 2 2 2
ul u2 LA ‘ll,--—vl——-vz----———vi

erhilt, kann auf die édhnliche Aufgabe zurickgefiihrt werden, in welcher die
Quadrate der beiden Aggregate simmtlich positiv sind. Hat man néamlich i} &
lineare Functionen von ry, 7y, ... 7;, 0), 0y, ... s, Welche mit u,, u,, ... w;,

Sy, Sa, ... 8; bezeichnet werden sollen, von der Beschaffenheit, dafs die iden-
lische Gleichung Statt findet: '

uidus 4. uifsif 54 53
= ritrif - Frifoi4oi 4 Foop,
welche mit der vorgelegten iibereinkommt, so kann man mittelst der ¢4 k&
linearen Gleichungen, welche das eine System Variablen durch das andere
bestimmen, jede ¢-}-% der 2(¢4 k) Variablen linear durch die ibrigen ¢4 %

ausdricken, und daher auch die Grofsen r,, 7o, ... 7;, 8,5, S, ... 8 durch
die Grofsen u,, u,, ... %;y U,y Vy, ... V1

2.

Aus dem Fundamentalsatz ergiebt sich sogleich der bekannte Saiz:
dafs die Gleichung eines Kegelschnitts oder einer Fliche 2ten Grades
immer eine Curve oder Fliache derselben Art darstellt, das Coordinaten-
system mag ein rechtwinkliges oder ein beliebiges schiefwinkliges sein.

Werden namlich fir zwei verschiedene Coordinatensysteme, auf welche die ge-
gebene Gleichung der Fliche bezogen wird, die auf die Richtung der Haupt-
achsen bezogenen Gleichungen

Ap*+ By +Cr*+ Dp+ Eq+4 Fr+ 6 = 0,

AVI)’2+ qu'Q_l_ C'rm_*_ DII)I_I_ Elql+ F!rl+ G '____-_: 0’
so werden die ersten Theile der beiden Gleichungen identisch, wenn man fir
p, ¢, r und fir p', ¢', ' gewisse reelle lineare homogene von einander un-
abhéngige Functionen der Coordinaten &, y, 2 substituirt. Damit aber diese
Identitit Statt finden kann, mufs es nach dem Theorem unter den Coefficienten
4, B, C eben so viel positive, negative und verschwindende geben, als unter
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den Grifsen A, B', C'. Die Art der Fliche hingt aber davon ab, wie viel
von diesen Grofsen positive, negative oder verschwindende sind, wodurch der
Satz fiir die Flachen folgt, und ebenso auch fir die Kegelschniite erhellt.

Auf édhnliche Art und ebenso unmitielbar ergiebt sich aus dem Fun-
damentalsatz der bekannte Satz,

dafs wenn eine Fliche zweiter Ordnung, durch eine auf ein System con-
jugirter Durchmesser bezogene Gleichung, Ap*+ B¢*+4 Cr* =1, gegeben
ist, immer gleich viel von den Coefficienten 4, B, C positiv und negativ
werden, welches System conjugirter Durchmesser der Fliche man auch
zu Coordinatenachsen genommen hat.
Wenn namlich 4p*4 B¢*+ Cr* =1 und A'p”+ B'¢” -+ C'r”* =1 Gleichun-
gen derseiben Fliche, auf verschiedene Sysleme conjugirter Durchmesser be-
zogen, bedeuten, so missen wieder die beiden Ausdriicke 4p*+ B¢*+ Cr?
und A'p"” 4 B'¢q*+4 C'r* identisch werden, wenn man fir p, ¢, » und fir
p', ¢', r' gewisse reelle lineare homogene von einander unabhingige Functionen
der Coordinaten x, y, 2 substituirt, und daher unter den Coefficienten 4, B, C
und A', B', C' dieselbe Anzahl positiv und negativ sein.

Die allgemeinste Correlation zwischen raumlichen Figuren von der Be-
schaffenheit, dafs die entsprechenden Flichen immer denselben Grad haben,
besteht darin, dafs man fir die Coordinaten der Puncte der einen Figur Briiche
setzt, die denselben Nenner haben. und deren Zihler, so wie der gemein-
schaftliche Nenner, lineare Functionen der Coordinaten der Puncte der anderen
Figur sind. Es seien die Gleichungen zweier sich zufolge solcher Correlatiou
einander entsprechenden Fliachen 2ten Grades, auf Systeme conjugirter Durch-
messer bezogen,

Az* 4+ By* + C2* 4 Duw* = 0,

Arp2+ qu2+ Crr2+ D's? — O,
wo -'l%, %, -;% und —Z—, —Z—, —:— die Coordinaten der Puncte der beiden Flichen
bedeuten. Es mufs dann die identische Gleichung

Ap*+ B¢+ C'r+ Ds = Ax*+ By*+ C2* -+ Dw’

dadurch erhalten werden konnen, dafs man fir p, ¢, 7, s reelle lineare homo-
gene von einander unabhiingige Functionen von x, y, 2, w setzt, und daher
unter den Coefficienten 4, B, C, D und A, B', C', D' eine gleiche Anzahl

positiv und negativ sein. Wenn drei dieser Coefficienten positiv und einer
Journal f. d. M. Bd. Lill. Heft 3. 36



280 18. C. G. J. Jacobi, iiber einen algebraischen Fundamentalsatlz.

negativ oder drei negativ und einer positiv sind, so konnen diese Gleichungen
sowohl Ellipsoiden als elliptische (zweiflichige) Hyperboloiden darstellen;
wenn dagegen von diesen Coefficienten zwei positiv nnd zwei negativ sind,
nur das hyperbolische (einflichige) Hyperboloid. Man hat daher den Satz:

Nach der allgemeinsten Correlation, bei welcher je zwei einander ent-
sprechende Flichen denselben Grad haben, konnen einander Ellipsoide
und elliptische Hyperboloide, aber hyperbolischen Hyperboloiden nur wie-
der hyperbolische Hyperboloide entsprechen.

(Der Schlufs dieser Abhandlung, welcher fiir die weiteren Anwendungen des
Fundamentalsatzes bestimmt war, ist nicht vorhanden. Von einer dieser An-
wendungen giebt die folgende Bemerkung Nachricht.) ’




