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23.

Anwendung der elliptischen Funktionen auf ein

Problem der Geometrie des Raumes.
(Von Herrn Clebsch.)

Hr. Cayley hat in den Philos. Transact. vom Jahre 1852 eine analy-
tische Behandlung von Steiner’s Ausdehnung des Malfattischen Problems
gegeben, und hat dort die Aufgabe

Zu drei, auf einer Oberfliche zweiter Ordnung gegebenen, ebenen Kur-
ven, drei andere zu finden, welche sich unter einander beriibren, und
deren jede zugleich zwei der gegebenen Kurven beriihrt,
zuriickgefiihrt auf ein System von Gleichungen, welches als specieller Fall in
dem folgenden enthalten ist:

a+pB(yt2)+rys = dyl+y. 142
1) sa'jt/}' (212)y'2e = Y1221+
(a"+[3”(w+y)+7"my = "Y1+ 2*. 1+ 7.

Dies System ,von Gleichungen ist dort durch rein algebraische Betrach—
tungen gelost, unter gewissen Bedingungen, welchen die Coefficienten geniigen
missen; und so auch die algebraische Losung der obigen Aufgabe vollstandig
gegeben.

Die Auflosung der Gleichungen (1.) lifst sich indefs auch aus einem
andern Gesichtspunkte darstellen. Denn indem man jede der obigen Gleichun-
gen mit der Form vergleicht, welche schon Euler fir das Additionstheorem
der elliptischen Funktionen gegeben hat, kann man die Gleichungen (1.) be-

- trachten als die algebraischen Integrale von Gleichungen der Form

dy dz
vyrtyz =0
d d

dx d
vty =0

wo X', X" ganze Funktionen vierten Grades von x sind, ¥, Y" von y, Z, Z/
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von 2. Und indem man diese Funktionen wirklich ausrechnet, findet man fir
die Gleichungen (2.) die folgenden:

— dy
Vi3V (0*— B —e?) —2p (et )y +(0*—7*—F)y*

+ dz
VI+22/(0°— B —a®) —2y (- f)z+ (* — y*— A% 2*

ete.

Und um die Integrale dieser Gleichungen vergleichen zu kénnen, mufs
man unter den Wurzelzeichen bis auf einen constanten Fakior immer dieselbe
Funktion haben, d. h. die Ausdricke

AR AR A AN
eyt a0y g
dwz ﬂlm o _27"(3".+-[)’")u+(§"2_ "ne__ ﬁnz) u?
diirfen sich nur um constante Fakioren unterscheiden. Daher erhilt man die
Bedingungen
P—F—a: a+tp): F—p—
()\12 _[J)I2_a!2 : 27I(al+[))f) : ()‘V?__ 2 __[))72
J— ()\IIQ__ / H2__ all2 . 27”(“[’_{_ ﬂ!!) : ()\NQ H2 ﬂ"?
fir die Anwendbarkeit dieser Methode; und es smd dies genau die von
Hrn. Cayley aufgestellien Bedingungen.

Man wird durch diese Betrachtung darauf gefiihrt, das Problem nicht
auf die Gleichungen (1.) zuriickzufiihren, sondern auf andere, welche sich an
die gewdhnliche Form des Additionstheorems anschliefsen, wo man dann zu-
gleich die Constanten, welche in die Integrale der Gleichungen (2.) eingehen,
durch die Constanten des Problems bestimmt. Zun diesem Ende aber mufs ich
die Behandlung der Aufgabe von Anfang an noch einmal kurz darstellen.

Fir das Malfattische Problem selbst, wo man auf Kreisfunktionen
gefihrt wird, hat schon Hr. Prof. Schellbach diesen Weg eingeschlagen und
im 45sten Bande dieses Journals die sehr einfachen Resultate bekannt gemacht.

S 1.

Die Bedingung dafs drei auf einer Oberfliche zweiter Ordnung

|

i=t k=4
= X =2 Uy T;T; = 0

i=1 k=1

gegebene ebene Kurven einander berihren, erhilt man leicht, indem man be-
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merkt, dafs jede Tangentenebene der Oberfliche:

P = pztpa,+ps@st-pozs = 0
der Gleichung geniigen mufs
Uy Uy, U3 Uy Py
Uy Up Uy Uy P,
B) 0= luy uy u; uy, p,.
Uy Uy Uy Uy Py
Pr P2 pPs P O
Denn sind nun die Ebenen der gegebenen Kurven
C = qx, 4o, tea, e, = 0
@) (C = caz+tax,|crtda, 0
C" = dlz,+ )y} eyt dfle, = 0,
so missen alle Tangentenebenen, welche durch den Schnittpunkt von C, C', C”
.gehen, und welche also die Form haben

P=iCLiC+2C" =0

I

einer Gleichung geniigen
(5) 0 = ¢"2+ ¢"a* 4 ¢W"* 4 24"+ 2¢N 24 2744,
welche man erhilt, indem in (3.)
p; = re;+Aei4"¢!
gesetzt wird. Sollen nun die Schnittkurven der C mit der Oberfliche ein-

ander berihren, so kann man durch die Schnitilinie zweier C nur immer

eine Tangentenebene an die Oberfliche legen, d. h. nur je eine Ebene finden
der Form ’

AWCHVC'=0 VC'+4"'C"=0 VC"+1C=0
welche der Gleichung (5.) geniigt. Also mufs diese Gleichung in ein voll-
stindiges Quadrat iibergehen, sobald ein A verschwindet, d. h. es mufs sein

Uy Uy Uy Uy C

; 5'/00‘]“: (qm)z Uy Uy Uy Uy C
(6. q“q’2=(¢l‘2)’ wo qi" == U3 Uz, U3 U, 013 .

l a 7°°= (720)2 Uy Uy Uy Uy C

& ek ke o
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Wiirde hiedurch die rechle Seite von Gleichung (5.) im Allgemeinen
far die 4 ein vollstindiges Quadrat, so trite zn den Gleichungen (6.) noch
diese hinzu:

" q" gt = ¢" " " oder
q()U q()l qm
(/Ul qll qIZ —— O'
q()2 (/1'2 q?Zl

Bezeichnet man nun durch 4 die Determinante von w, durch 4,, ihre
Differentialquotienten, so hat man auch

m=4 n=4
(7)) q“ = = = 4,,c ¢k

m=1 n=1

und dies in die letzte Gleichung eingesetzt, giebt derselben nach den bekannten
Satzen uber die Multiplication der Determinanien, die Form

m=4 n=4

0 == 4302 2 7lmnCan)

m=1 n=1

wo C,, C,, C;, C, die Koordinaten des Schuittpunkts von C,C', C" bedeuten. Ver-
schwande hier 4, so wire die Oberfliche ein Kegel; verschwinde der zweite
Faktor, so riickte dieser Schnitipunkt in die Oberfliche. Indem man beide Faille
ausschliefsi, kann man also den Gleichungen (6.) die Bestimmung hinzufigen

(8.) qUU. qll‘ (/22+ (I()l . ql'l . (12” —_— O.

§- 2.
Sind in unsrer Aufgabe nun die gegebenen Ebenen A4=—=0, 4'=0,
A" =0, die gesuchten B =0, B'=0, B" =0, und

9) A’: a; x,+ di v, + af% 3+ af%.z:,
B' = bia 4 by, Yoy + by s,
so giebt es unter diesen Ebenen 4 Systeme, welche sich verhalten sollen wie
die C des vorigen Paragraphen, namlich

I

1. AB B
2. B A B
3. BB 4"
4. BB B

Fir jedes dieser Systeme wiirden wir aus (6.) drei Gleichungen er-
. balten und aus (8.) eine Zeichenbestimmung. Man erhélt so 12 Gleichungen,
die sich indefs unmittelbar auf 9 reduziren und benutzt werden kénnen, um die
Verhiltnisse der & zu bestimmen.

Journal f. d. M. Bd. L1Il. Heft 4. 38
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Um indefs absolute Bestimmungen zu erhalten, wollen wir die Glei-
chungen hinzufiigen:

S dydld} = —1 SESA, 000 = —1
2 Zdydia = —1 SSA, 0] = —1,

Annahmen, welche immer moglich sind, sobald nur keine der Ebenen 4 eine
Berihrungsebene der Oberfliche wird. So werden nunmehr alle ¢ mit gleichen

oberen Indices = -1, und die Gleichungen (6, 8.) geben das Schema:
(II'Z — ¢
(11) g* = g &see — 1
qt)l = &

wo die ¢ +1 bedeuten.
Stellt man unter dieser Form jetzt die Bedingungen der Aufgabe wirk-
lich hin, so erhilt man:

(ZEZdybiay = — SS4, 0 ap — —&
EZAy b a) = —¢f E34,0a = —é
EZSAbl 4y = — & 3436, 4] = —¢

. (12)
EZ4,0 0 = &&

EZ Ay b b,
S 46,0, &) &)

wo wieder die ¢ die positive oder negative Einheit bezeichnen. Durch diese
Gleichungen und die Gleichungen (10.) sind die # nun vollstindig bestimmt.

1 000
&9 & g &8 8 & = 1

I

!

s. 3.

Man fihrt leicht diese zwolf Gleichungen auf drei zuriick, indem man
sich eines Satzes iiber die Determinanten erinnert, welchen Hr. Prof. Hesse
im 49sten Bande dieses Journals p. 252 gegeben hat, und welcher uns in einem
speziellen Falle das folgende Lemma giebt.

»Multiplicirt man die symmetrische Determinante
4, 4, 4y 414]
421 ‘422 423 424»
431 432 433 434
‘441 442 443 444

P —=
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»mit dem Quadrat der Determinante:
|a! & a) a]" |
Y ay ay ay
ay @ @'l
a) oy a o)
»50 enisteht wiederum eine symmeirische Determinante:

Dll() DO[ Dl)? D(B
Dl() Dll Dl? Dl3|

Q = ’
D..() DQI DTZ D?S
|D3U D31 D32 ‘D33l
»WO
i=4 k=4
(13) D, = = = 4ydial.”
. i=1 k=1

Lassen wir nun den 4 und « die Bedeutungen, welche ihnen im
Vorigen beigelegt waren, und setzen nur

(14) &' = 1+ 1b; 42",
so geht das Produkt P.R? in einen Ausdruck iiber, welcher in den A sich

als das Quadrat eines linedren darstellt. Dasselbe also mufs geschehen mit
der Determinante ; und ist dieselbe, nach den 4 geordnet:

(1. 5.) Q _ v(x] 342 + vu )vm “l‘ vgz 1"2 "l" 21701 }vl’ + 2”12 l’}:” "l" 2”20 }/"}v,

so missen die » den Gleichungen geniigen:

2
Uy Uy = Uy
2

(16') V), Uy = ¥y Vyy V33 Uy == Uy Vyp Uy,
2
VU Uyy == Uy

Inzwischen werden in Folge der Gleichungen (10.), (13.) Dy, Dy, D>,
sammilich = — 1; und

Dy = —[2+27 A" — 26860 — Reo ey 44 — 2¢) & A1 ]
Setzen wir ferner ,
—0 = 24, aa] —&(1ty) = EZdpa; by
A7) {—a, = =S dydl a —u(+y) = ZTZ 4,48
—a, = Z =2 dy a; b — &4y = ZTZ 4,4 b}

wo die & wieder +1 sein sollen und spiter ihre nihere Bestimmung finden
38*
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mogen; so wird

Dl? e e 003 = —{68)4(1+y0)+82l,+83l"}
D, = —a, D, = — {1+ y,) | 61"}
D, = —a, Dy = —{ef A4 2" & 2" (14 y,)}.

Die Gleichungen (16.) enthalten also nun allein die y als unbekannte
Grofsen, da in den D) andere nicht vorkommen, und geniigen also zur Be-
stimmung derselben.

Bilden wir nun die Determinante (J, so konnen wir offenbar zunachst
die negativen Zeichen simmtlich auslassen. Ferner seize ich an die Stelle
der 1 die Grofsen

u = &é&hk v = gl wo= ele/d";
alsdann gehen die Dy, Dy, Dy, D;; iiber in:

Dy = — <M2+M'2+F‘”2) D, — & & &) { —_ [u,(‘l-’—yu) -l— M'—I—-;L" }
+2(uu g 4 " ) Dy = —& &) {u—p/' (A+y) 0"}

D= —¢el &) { -+ u'— H"(i'!'y'z)} ’
sobald man setzt

I

0 ' 0 o no___ 000
(18-) i 8() = 828082 s 81 = 80 81 6(, "'-62 = 81 8281.

Endlich noch kann man bei der Bildung der Determinante die Horizontalreihen
und Veriikalreihen resp. mit &l& ), &8 &', & & & mulliplicirt denken. Als-

dann erhilt man

(19) 0=
1 SEALN & el e, —p(+ty)+o o l
& ¢, a, 1 & € e p—w () +p"
gela, €l 1 pt i —p" (14y,)

|1y, Ay, b= (), e N i e e e

Dies lehrt zunichst, dafs man aus einer Losung der Aufgabe, fir
welche etwa sammtliche ¢ =--1 sein mogen, vier erhélt, indem man an die
Stelle von ¢, «;, o, die Grofsen & & o etc. setzt, d. h. statt der « dieselben
Grofsen mit verdndertem Vorzeichen, doch so dafs das Produkt derselben un-
geandert bleibt. Ich nehme daher der Einfachheit wegen die ¢ =1 an, oder
lasse sie in die o eingehen.

"Wir miissen nun die v genauer untersuchen, und zwar konnen wir sie
jetzt die Coefficienten der w bedeuten lassen. Es ist
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1 o, o —I{1 +}' 0)

o a, Il e 1
° a, a 1 1
|—ddy) 1 1 1
1 1
a ‘;Z ‘: 1 | 1o
= * +2y0| o a 1|+ yi(e*—1)
g o 1 1 111
— 11 1 -
1 a, a, 1
oy 1 a 1
O =
0y a 1 "‘(1‘{')"2)
1 —d4y 1 —1
1 1
o % 1 o 1 1 o 1
a 1 e 1 \
= 1 1 —Yile, e 1| =Yl e 1 'I‘,Yly'z(a—“anazw
@ « -
1 —1 1 —1
1 —11 —1] “ *

Wendet man in diesen Determinanten das gewohnliche Mittel an sie
zu vereinfachen, indem man die letzte Horizontalreihe zu den andern addirt
oder abzieht, so erhilt man:

|0 et eeba 1
e+l 0 a—1 +2y0loc2—}—1 W
o1 e—1 0 '

= (e =D{2(e+1) (e +1)+2y0(e + a1+ e +1) +yi(e + 1)},

(20.) | 2 a—1 a1 { o add
V= — a2+1 0 afl] 4+ v aial O:ii
e—1afl O =

1+4a a1
+ Y2 P ;__:_—_1 + Y1y (e — oy 0,)

’Dw ]

a N
et

= {2(a{- 1)ty f(e—ene)+{(14-0)y - (14 e )y} (ot 1—o—ay).
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§. 4.

Diese Ausdriicke vereinfachen sich nun indem man sich, wie schon
oben angedeutet, der elliptischen Funklionen bedient.
Setzt man zunichst

}/2 e+l .e4+1. e,}1
(2]) Yi = a1 2

so gehen die Gleichungen (20.) iiber in
vy = 2.a—l.o 1.1 {1427 2p2}

23.) .
( vp = 2.0l a— 0. {1+ 22,4 qo(2F %) }
wo
‘ . (a1+a2+a+1) — u+1—al'—a2' al+1.a2+1
(33) = ]/2-0!+1'a1+1.0¢2+1 T = o—0, ey ]/ 2.a+1 .

Erinnert man sich jetzt der identischen Gleichung

ey +o@ty) = B taitn+ 52 A—nd—y),

so wird auch

Vo = 2.a——1.u,—f—1.cx2—}-1.{1+—p(1-|— z)*4 2p(1 2)2}

ve = 2.0Hl.o—ae {0 (14 zl><1+~2>+ = (1 —g)(1 — )

Nun setze ich

(24.)

1—z; N e R
(25.) T — €0s amv; und k= 5 k == —5-

Alsdann gehen die zwischen den » bestehenden Gleichungen (16.) durch die
Substitutionen

vy = 2. —1.0,41.0,4+1.(142)". L amo
vp = R.otl.a—a 0. 142, 1—{—22{1+"°+ cosamv,cosamv,z ,

in die folgenden iber:

(¢ —e,,)? i—l—q 1—q 2
A*am v, £*amv, = af——i.;;i-i { 3 e | 5 2 cos amv,cosamv,}

2 2
26. 2 — (e, —ea, ) 144, 1—q,
(26.) ( Aamv, Lamv a:_i.az__d - —5* cos am v, cosamv§

— (az——aa‘)g 1+q2 1""% ?
Lamv Lamv ""a’——i.a:—-i{ 5t cosamvcosamv,t
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(R6.) Aamv, £amv, 4 amv
. e—ee,.0—ac.q,—0 {1—}—%’][ — 4,

o' —1.a?—1.a;—1

X { 149, _&_

€OS ame,; cos am 02}
144, | 1—q, !
L cos amv. mv}{-———2 — 1 am v amo, -
2 0 , COS & 5 + 5~ COS am ¥ CoS 1

Die ersten drei dieser Gleichungen nun erinnern unwillkirlich an die

Form des Additionstheorems der elliptischen Funktionen, welche unter Anderm

sich bei Jacobi Bd. XXXIX p. 325 d. J. und Opusc. Math. II. p. 171 findet:
damu damv Jam(u--v) = ki &’ cos amu cos amv cosam: % - v).

Damit die obigen Gleichungen aber mit dieser volistindig dbereinstimmen,
ist es nothig nachzuweisen, dafs man setzen dirfe:

f (e—ea) A4q _ B
e —1l.a’ 1 2  dam(ufv)
@7y (YT .
) e—ao, 1—q, __ K cosam(utv)
Vee—1.a2—1 2 T dam(utv)

d. h. es mufs die identische Gleichung erfillt sein, welche entsteht, wenn man

. . . . . 9 1’—— . . . . .
diese beiden quadrirt, die erste mit & = —” mulliplicirt, die zweite mit

2
1+p

2
2= —", und sie dann addirt. So erhalten wir rechts lc%?::1 4

4

, und

1—p* (a—ea,)? Hg N 14y | (A= 1—p
4 af—1.tx:——-1{< 2 ) 2 f‘< 2 > 2 }
Fiihrt man rechts die Quadrate in der Parenthese aus, so kommt

(x—e, @)

=" = oy 1160424}
oder

2 (2, 4o, +e+-1)?
ai—1.0,—1 { 1— 2.a1+1.a2—}—1.a+1}

—_ \ (0‘+1 ,) al+1.a2+1 l(a+“2_(a +a2)z‘ 1 .
____((x_—alocg;{ + a——aaz) . 2 et I a——alotz,, a+1}

Giebt man dieser Gleichung die Form

o1, —1— (0 —a,)
—_ (ai+2a2:-+¢¥1-|—1) 1+ (a+12-—a+1 o ) a1+1 u2+1

+ (e+1) ;‘*_(;xt‘l'“z)z (¢ —oy0,),
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so sieht man leicht, dafs auf beiden Seiten die Determinante
1 o, o,

o 1 o

ey o 1

steht, dafs die obige Gleichung also wirklich eine identische ist, wie wir auch
aus den im Anfange aufgestellten Prinzipien zu schliefsen berechtigt waren.
Setzen wir also, den Gleichungen (27.) entsprechend

1—gq 1—q 1—gq
28. 0 — cosam/3 ——IL — ¢os am 2 — cosam
@8) i1, N N Per,

so gehen die Gleichungen (26.) iiber in
k4 & cosame, cosamv, cosam 3 = (—1)" Jame, Jamv, 4am f
ki k* cosamw, cosamv cosam 3, = (—1)™ 4 amv, 4amv 4am f3,
k4 K? cosamv cosamv, cosam 3, = (—1)™ Jamv Jamv, 4 am 3,
und die letzte Gleichung giebt

m-m,+m, = gerade.

Alsdann aber zeigt die Theorie der elliptischen Funktionen, dafs die
Grofsen v den Gleichungen geniigen miissen:

vitv, = nf + 2m(K+4iK')+ 4am'K

(30.) {02—}— v Pt 2m (K+iK') 4 4m K

v4ov, = 0B+ 2my(K+iK') -} 4my K
wo K, K' die gewohnliche Bedeutung haben, die # 1+ 1 bedeuten, und die
m, m' ganze Zahlen sind. Losen wir die Gleichungen nach den v auf, und
lassen die geraden Vielfachen von K4 iK' und 2K in den Werthen der o aus,

da wir nur die cos am kennen wollen und diese hiedurch keine Veranderung
erfahren, so erhalten wir

(29.)

I

v = —n‘8+772‘ﬂ‘+n*‘32 + 2mK

31) (v = 2E=0bdmb | gk

v, —

7719+ 77115;1_772 B, + omK

wo m eine ganze Zahl bedeutet. Da iibrigens das Zeichen der v beliebig
ist, und keinen Einflufs auf cos amo ausiibt, so konnen wir eins der 7 will-
kurlich bestimmen, und baben so nur 8 wesentlich verschiedene Systeme der ».
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§. 5.

Es bleibt nur ibrig noch die & selbst zu bestimmen, nachdem wir durch
die Gleichungen (21. 28. 31.) die y bestimmt haben. Setzen wir die De-
terminante

a; u, a; a, |

a, ay a; a,

(32.) — A, b+ A b, A,b, A, b,

a;’ a;l a;’ a"ll

‘bl b? 63 b‘l»
so dafs die A die Koordinaten des Schnittpunkts der drei gegebenen Ebenen
bedeuten; so folgt aus der Gleichung, welche den Beginn des §. 3 bildete

PR = vy’ 4 v, 0 0y 4 20 et + 200 14" 10" + 20500 10
' a, oy a) b A-}-BiHOA]

ay dy @  byd oA 4 b0

ay d, &) ba-Lb N Loy

a, a, a b, A4 b4 by A

indem wir aul beiden Seiten die Coefficienten der 4 vergleichen:
5 (A,by+ Abt Ay A,b ) =D
i { A0+ Ab 4 A0+ A Y} { A B+ Ab) - 4D+ Ab))} — LU

VN

= M.

(33.)

Die erste dieser Gleichungen giebt

(34.) Aib, -+ A252+A363+ A0, = Gy _Uj(;_’

wo {=+1. Da aber alsdann die zweite ergiebt
(34 ”:) g% l/;n—va_z = £&0y,
so ist, wenn wir den Grolsen ]/E:, etc. eine feste Bedeutung beilegen von
den  nur ein eingiges willkirlich, so dafs es also nur zwei Systeme der §
giebt. Man sieht, dafs an dieser Stelle zum letzten Male eine Zweideutigheit
entsteht, da von hier ab nur mit linearen Gleichungen zu operiren ist. Daher
konnen wir schon die Anzahl der moglichen Losungen angeben, welche auf
64 steigt. i
Die Gleichung (34.) verbinden wir nun mit den Gleichungen
EZdybiay = —e(14y)
(35.) |==4,b,4d;
| S 243 b; & —&).
Journal f. d. M. Bd. LIIl. Heft 4. 39
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So haben wir 4 lineare Gleichungen zur Bestimmung von b,, b,, b5, b,. Setzt
man nun fir den Augenblick
(36-) w; = Ji161+ 4i2b2+4i3b3+ 4;404
und bezeichnet mit U den Ausdruck in welchen die Funktion # fir die Koor-
dinaten des Schnittpunkts der gegebenen Ebenen ibergeht
B7) U=Z=>u;A A, -
so gehen die Gleichungen (34. 35.) in diese iuber:

( ou Uy . v,
%{wlaA,+ 2 54, it 38A T o ) =5V 7

(38') w‘l al _+- w2 a2 + w3 a3 —!—w/& a4 === = 68(1—{—}”0)
w,d; -} v, + 0 + o, b, = — &
w4 + 0, @) + 0 a5 b = —¢.

Die Determinante dieses Systems ist U; ihr Differentialquotient nach
dem Elemente y U

477 ist 4;, und ihe Differentialquotient nach af ist der voll-
standige Differentialquotient %gagk' Die Auflosung der Gleichungen giebt also:

‘ v ,0U ,,8U
(39)  Uo, = A5 "% —{ddty) o 4 |

%E;/" & Sa q )

Die Gleichung der Ebene B lafst sich in der Form darstellen:
. 814 Ou O
4B = o 'i” L "l‘ 38 }w4$;-

Fihrt man hier die Werthe der w ein, und setzt

\ 1 Ju ou on Ju
X = 5‘_]/:7,{ voa T A T A g+ A
= 48U ou
N —
X - i=1 3 k ax:
so wird

4.U.B = gi)]/—"vl)ﬂ

oder indem man mit & multiplicirt:

— {64 y) X+ &X' &) X"}

6. 4UB = L&)y — v X4 {— (14 y) X'+ &5 X'+ ee) X"}
}/—vw = ]/2 1—o. “1""1 a2_|_1 24amuy,

1-}-cosamv0
v, — 2.04+1.a,4+1 1—cosamy,
A a+1 14 cosamy,
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In Betreff der C ist noch eine Bemerkung zu machen. Bei der fir y/— v,
gewihlten Bedeutung giebt die Gleichung (34 «.)
Ol=eel [T'=4de ''=4eq.
Also
Cleg: Ty L'e) = ey 1 6le) 1 €3en3
so dafs die Gleichungen der sammtlichen gesuchten Ebenen folgende sind:
={(.¢& ]/ v X4 {— (14 v) X' 68 X' &) &f X"}

(40) {0 ="C.&/ely—v, X+ {8 X — (A4 y,) X'+ &l e X"}

0 =§. &6 ) — v X+ {e)e) X0 e)el X' — (14 y,) X"} L= +1.

Man sieht, dafs von den ¢ nur die Verbindungen &), & ¢/, &¢ ein-
gehen, welche auch in den y allein vorkommen. Dies wiirde also vier Gruppen

von Losungen geben, die verschiedenen Werthe der cos am» acht, und die ¢
zwei, so dafs man 614 Losungen erhélt.

S. 6.

Herr Prof. Schellbach hat eine Auflosung des vorliegenden Problems
fir den Fall einer Kugel bekannt gemacht, welche von drei Ebenen in grofsten
Kreisen geschnitten wird (45ster Band dieses Journals) und die dort gegebenen
Formeln sind zunédchst die Veranlassung zu der vorliegenden Untersuchung
gewesen. Jene Formeln indefs lassen sich unmittelbar auf die allgemeine Auf-
gabe ausdehnen, bei welcher statt der Ebenen dreier grofsten Kreise irgend
andere gegeben sind. Sei die Gleichung der Kugel

= rifa;f2i—x = 0
und die Gleichungen der gegebenen und gesuchten Kreise

Aisin9 = x,cosal} x,co8di-} x;c08d — 2,008 = 0
& Bising = x,cosbi -+ x,cos b+ x; cos b} — x,c080' = 0.
Dann wird
o — 08 a’ cos ak - cos a” cos ak + cos a” cos ak — cos 3" cos I*
¢ sind* sin 9k
(40a.) cos Vi— cos 9" cos 9* ;
= sin 9" sin = cos &,

wenn Vi die Seiten des von den gegebenen Kreismittelpunkien gebildeten
sphérischen Dreiecks bedeuten, J% die Winkel, welche die von zwei Ecken
dieses Dreiecks nach den Schnittpunkten ihrer Kreise gezogenen sphirischen
Bogen mit einander bilden.

39 *
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Nun denke man sich ein sphirisches Dreieck construirt, dessen Win-
kel 1, I',, I, und dessen Seilen ¢, ¢,, ¢,, Welches dadurch bestimmt ist, dafs

(406) cosI' = — g ¢ cosd’ elc.
Die vier verschiedenen Dreiecke, welche den verschiedenen Systemen
der ¢ entsprechen, werden durch dieselben grofsten Kreise gebildet, und wenn

man durch 7, I, I,, g, ¢:,» g. Winkel und Seiten eines derselben bezeich-
net, so sind die der ibrigen: \

I' 7'["'"-['1 71—1‘2 y n_yl ﬂ—yz
ﬂ—l' r‘ n_lé ]'[-—y gl ﬂ—yQ
n—1 n—T1; I, n—g n—4g Js-
Man hat sodann aus (27. 28.), nach bekannten Formeln:
S
cos amf3; = o o= ctg—z-tg(g '—.0;)
(41 .) sin -—— Sln + sin ._21.
: cosﬁ‘- cos Tk cos -;—
4amﬁi = T 3., 2 T = —-s——-—
Sm—zh— sin—- 3 + sin —21 cos (—2- —_ ys)
2 = 911919
und
Kk = SinQ—;— k% = cos’ E’

so dafs der Modul durch den Umfang des construirten sphirischen Dreiecks
unmittelbar gegeben ist.

Man kann sich nun durch die Analogie bestimmen lassen, drei Win-
kel a, ;, @, zu suchen, welche die Bedingungen erfillen:

;cos am (B4t Br) = ctg% g

c0s 5
-2

coser;

(42.)

?\ dam B+ i) =

Dann sieht man aus dem oben angefihrien Additionstheorem, dafs die o den
Gleichungen geniigen:

COs &; COS (-;? ——y,,> cos (%— — y,‘) sifn @; sin (—;; — 91.) sin (-;— —_ g,‘)

hd sin =
cos 5 3

“43) 1=
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und diejenigen Wurzeln dieser Gleichungen, welche nicht die Gleichungen (43.)
erfillen, geniigen den folgenden:

cosam (3,—f3y) = clg % tgal
(44.)

COS-%
dam (B,— ) = cosal
Bemerken wir nun die identischen Gleichungen
oS aMm = — K, 1—dow
2 k* Adamu—cosamwu
1—cosamu

A2am'%- p——— k%o

Aamu—cos amu ’

welche man unter Anderm aus dem erwihnten Additionstheorem ohne Weiteres
findet, so haben wir aus (41. 42. etc.)

COSs—yi
J"amﬁ = cos—- 2
2 COSii
2
ﬂi s ’;
cos®am 5- = cig ?tggz-
. gi
sin
sin*am B 2
TF in el
2 2

und eben dieselben Formeln fiir f"i—ﬁ* und __ﬂ"‘z”ﬂk

$
, wWo denn 5% und

-;— — o} an die Stelle von g; tritt.

Und indem man nun die Gleichungen Fundamenta p. 33 (10 —12.)
anwendet, wird

gitai—z
008 —— 2
dam Bt Bt be g —BABAE 053 2
2 2 2 s
g;—-ai+—2-
c08§ —————

2
S
¢gi—ai—

cosamffi'%‘j——é’i cos am-_—'-m—"'zpﬁ'-ﬁ = ctg%tg-——i——z—
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gy
. sin ——— =
sinam Bit Brt e pogqm —PitBrtBe 2
2 2 s
s gi—%4 5
sin - cos 5
.‘1i+“:"‘§
_ _ o . C0S ——5—— .
Sam BB B g BBt Be o ?
2 2 R
cos ;
]
Bi+ Br— Bk Bi— B+ B s 973
c0s am ) cosam ———— = ctggtg.____2
.‘ii+“f“-2—
. - o sin —— 8 ——
sin am Mcosam Mﬁi@."_ _— o 4
2 2 —
91—““1'—“',—
sin icos 2

2 2

Diese Formeln, zusammen mit (43.) bilden die Verallgemeinerung der
von Herrn Prof. Schellbach a. a. 0. gegebenen, und sind genau mit denselben
identisch. Auch sind dieselben natirlich fir den oben ganz allgemein behan-
delten Fall giiltig, wenn nur die I' g aus den Gleichungen (40 «. 40 4.) be-
stinmt werden; und sie dienen so gewissermafsen zur Umgehung der ellipti-
schen Funktionen. .

Berlin den 9. Dezember 1855.




