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279.

C. G. J. Jucobi’s Ableitung der in seinem Aufsatze:
,,Solution nouvelle d’un probléme fondamental de

Géodésie” enthaltenen Formeln.
(Mitgetheilt von Herrn E. Luther.)

L Vorstehendem habe ich einen Aufsatz Jacobi’s mitgetheilt, welcher
eine neue Losung einer Fundamental - Aufgabe der Geodisie und neue geodi-
tische Formeln enthélt.  Aus den mir von Herrn Professor Lejeune - Dirichlet
giitigst anvertrauten Manuscripten Jacob#’s ist es mir gelungen des Verfassers
Ableitung seiner Auflosung und seiner Formeln herzustellen. Dieselbe ist der
Gegenstand der vorliegenden Abhandlung.

Die schon von den bedeutendsten Geometern und Astronomen behan-
delte Aufgabe, von welcher Jacobi eine neue Losung gegeben hat, ist folgende:

,Wenn die Linge eines geoditischen Bogens s, die Breite B’ seines
Anfangspunktes und das Azimuth 7" dieses Punktes gegeben sind, die
Breite B" und das Azimuth 7' seines Endpunktes, so wie den Léingen-
unterschied 4 beider Punkte zu finden.”

Die von Legendre (Analyse des triangles, tracés sur la surface d’un
sphéroide, Mémoires de PInstitut, premier semesire de 1806) aufgestellten
iranscendenten Formeln, welche die Auflosung dieser Aufgabe enthalten, sind
bekannt. Indem Jacobi in diese Formeln stait der elliptischen Integrale die
elliptischen Functionen einfihrte und auf diese die in den ,Fundamenta nova
theoriae functionum ellipticarum™ enthaltenen Reihen - Entwickelungen anwen-
dete, gelangte er in nachfolgender Weise zu seiner Auflosung dieser Aufgabe.

Wenn man die Abplattung der Erde mit 1—1/_1_—-——5 bezeichnet, so
dafs also nach Bessel’s letzten Bestimmungen lge = 8.9122052079 ist, so er-
hilt man aus der Breite B' die reducirte Breite ! durch die Formel:

tgl! = y1—ee.igB'.

Stellt man sich nun einen sphérischen rechtwinkeligen Triangle POO' vor,

dessen Hypotenuse P0'=—’21—l' und in dem der spitze Winkel PO'O = T"

ist, so ist aus Legendre’s Untersuchungen bekannt, dafs, wenn man auf dem



27. E. Luther, Jacobi's Ableitung seiner geodditischen Formeln. 343

grofsten Kreis OO’ einen zweiten Punkt O” annimmi und durch "denselben
~den grofsten Kreis PO" legt, das Complement dieses Bogens PO" und der
Winkel PO"0 respective als die reducirte Breite {” eines andern Punktes
der geoditischen Linie und als das Azimuth 7" dieser Linie in demselben
Punkte angesehen werden konnen. Die Kenntnifs des Bogens 0'0" geniigt
daher, um durch Berechnung des sphéirischen Triangels PO'0Q" die Grofsen
!" und 7" kennen zu lernen.

Die Grofse 0'0Q" lifst sich aus dem gemessenen Bogen s der geodi-

tischen Linie auf folgende Art bestimmen. Es sei PO——z—;-z- —{und 00'=¢/,

so lassen sich / und ¢' durch die Formeln

cosl'sinT" = cos!
und
cotglcosT" = tgg'
berechnen. Setzt man nun 00" = ¢, so ist der gesuchte Bogen

0!0” —_— wﬂ_‘(p!’
welche Grofse durch Auflosung der transcendenten Gleichung:

Il

s ——fdrp y1—é -} é*sin*lcos’ ¢

(Legendre Exercices, tomel pag. 180) erhalten wird, die sich, wenn man
tgl
yi—e®

setzt, auf die Form

= tgB und esinB = k

(4
sin B TR e
*S—i;“l—s Zﬁw.l/i -—-IC?San,(p

bringen lifst, wo /% eine bekannte Grofse und immer kleiner als e ist. 1In
diese Gleichung, welche auch

sinB — 9 ’ sin*¢.de
sinl ¥ ]/1——I£ sm s VI—k*sin*e
geschrieben werden kann, fﬁhre man

9@
T

e
—_— [ S—— N 1]
2K.J y1 _i*sin’g
wo K das ganze elliptische Integral der ersien Gatiung bezeichnet, als Variabele
Journal f. d. M. Bd. LIII. Heft 4. 44
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ein, und bezeichne

durch o’
2K/V1——k *sin®p
und
durch 2"

2K/]/1—k *sin*g ’

so dafs also
p 2Kx' 1 2Kx" .
¢ = am— und ¢" = am ist.

Dadurch erhdlt man:

Si_n_g ——_2_£‘;<w".“.<
sinl > =~ =&

X
2 2K/§m am —= 2K dz
b1 T

x!

r)—Kk

oder, wenn man die Fund. pag. 133 §. 47 gegebene Formel anwendet,

2KsinB 2K 2E o — qsm2x" q*sinda" .

§ 7w snlS T am ') +4 { + 1—q* + ;

1) 1 zqsm2.r’ q’sindx’ | :
( - 1_q2 _{— 1_q4 + t*

wo K das vollstandige elliptische Integral der zweilen Gattung bezeichnet.
Die Function ¢ wird durch die Gleichung (Fund..pag. 104 Formel 14)

lgh = lgdyq—49+64 —2¢ 1
definirt, aus welcher man
k2
lgg = lgp+89—12¢° 15 ¢
und ferner '
l 2
lgg = lg g5+ 48+ 1A+ Afs -
erhalt. Zur Berechnung des Briggischen Logarithmus von ¢ hat man dem-
nach die Gleichung:

lgvulgg = lg vulgis:—rg-ﬁ 44 Aé*sin* B+ L3 Aé*sin* B 2% A efsin® B,
wo A den Modul des Briggischen Systems bezeichnet, oder

lg vulg ¢ = Ig vulg (asin* B) - bsin* B - ¢sin* B

wenn
lga—6,620290, Igb—17,16116, Igc= 4,594 ist.

Vernachlissigt man in der Gleichung (1.) die dritten und hoheren
Potenzen von ¢ und bezeichnet 2" — ' durch « und }(2"-} ') durch X,
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so erhalt man:
2K sinB 2K 2E .
TEI—:T = ——— & 8¢sinz cos X - 8¢’sin 22 cos4X
und, wenn man beriicksichtigt, dafs fiir einen gemessenen Bogen a: eine kleine
Grofse sein wird,
2K sinB 2K 2E
@) =287 — . g—-g——f—chos2X——§q$2c052X—|~16q2cos4X .

m  sinl n %

Es ist aber nach Fund. pag. 110 und 111:
2KV 2K 2E q ¢
(7%‘)"7'7 - Sg(l—q)2+(1—qs)z+..'§
= 8Z¢(p){g"+2¢7+4¢748¢"+ -}
und nach Fund. pag. 106 Formel 34:

2 K\?

) = 1483 g 4347+ 3¢7 + 3¢7+ -1,
wo p die ungeraden Zahlen und ¢(p) die Summe der Factoren von p be-
zeichnet. Aus diesen beiden Gleichungen ergiebt sich durch Subtraction:

2K 2E
= H8Ze(nlgr— g7 —5¢" — -}

7T
= 148¢*—8¢*+32¢°— - --
und, wenn man nur die beiden ersten Glieder bericksichtigt, (in den 12 er-
sten Decimalstellen genau)

2K 2E )
= w = 18

Substituirt man diese Formel in die Gleichung (2.), so erhilt man:

2K sinB
—E—-zn—nl-.s = x {1+ 8¢cosRX— 4¢x*cos2X-} 8¢ 164" cos4.X},
aus welcher mit derselben Annaherung folgt :
RK sinB
lg(—n—-%r:l—l— s) = lgx -} 8¢gcos2X — 4¢92* cos2X — 8¢°.
Subtrahirt man von dieser Gleichung
?K . 4.
lg— = 49— 44

(Fund. pag. 105 Formel 16), so erhilt man:

@) Ig ( S;?n? s) = lgx —4¢ -+ 8¢ cos2X — $gr’cos 2 X — 4¢".
4*
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. k . 2 204 ___on2
Da smB:—;, so ist tng=—k?, also tgﬂ:%%_—lg-} und folg-
L, 274 ___ 52 . 72
lich sin*¢ 2%(111——_1::?)2 Mithin ist SS':'??— : ]; , woraus folgt:
sin B — 172
lg sin/ lg = /1 K.

Es ist aber nach Fund. pag. 104 Formel 15:

lgT—K = —8¢—35¢’
also
or = 8 S50
Substituirt man diese Gleichung in die Gleichung (3.), indem man
lgVi? durch ¢ bezeichnet, so erhilt man:
lgs = lgx —&+ 49 + 8qcos2X — §ga*cos2 X — 4¢°
oder

4) lgz = lgs+¢—4¢—8q¢cos2X+ $42* cos2X | 44"

Nach Fund. pag. 102 Formel 24 ist:
' 2Kx'! y o Rqsin2g! 2q sin4z’
g = am CERe T T

oder, wenn man die Glieder, welche die dritte und hohere Potenzen von ¢
enthalten, vernachlissigt,

¢'= 2’ + 2¢sin2z' | ¢*sindz’.
Ebenso erhilt man:

¢" = 2"+ 2¢sin2x"4 ¢* sin 42"

und folglich :
¢"—¢ =a"—x'{ 4¢sin (2" —a')cos (2" ') ¢ sin (2" —a') cos 2(x"4-2'),
oder mit der oben eingefiihrten Bezeichnung:
¢"—¢' = x-}4¢sinecos2X-|2¢°sin2x cos4.X.
Vernachlafsigt man in dieser Gleichung 3%;¢x° und §¢°z* (g ist im unginstig-
sten Falle <,35%¢ und @ << ), so wird aus derselben:
¢"'— ¢ = x{1}4qcos2X —3}qx’cos2X -+ 4¢4*cos4 X}
und mit derselben Annéherung:
Ig(¢"—¢') = lgx+ 49 cos2X — 3 ¢ga’cos2 X —4qg".
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-

Substituirt man nun in diese Gleichung die Gleichung (4.), so erhélt man:
) lg(¢"—¢') = lgs+e—4g —4g cos2X+ 2¢ga* cos2X
oder
lg(¢"—¢') = lgs-+e—8¢cos* X+ 3ga®cos2X.
Zur Berechnung von ¢"— ¢’ aus dieser Gleichung ist es zulissig statt
o und X Naherungswerthe zu setzen. Bezeichnet man ¢"— ¢’ durch ¢ und
3+(¢"+¢') durch &, so kann man
¢ statt
und &P —2¢sin2d statt X setzen.
Diese letzte Substitution erhilt man aus den Gleichungen:
¢ = a'-}2¢sin2a’
¢" = a4 2¢sin2a2",
welche durch Umkehrung

'

' = ¢ —2¢sin2¢’
" = ¢"—2¢sin2¢",
also X= & —2¢sin2dcos¢p oder niherungsweise
X = &b —2¢sin2p
ergeben. Alsdann ist:
cos X = cos P 2¢sin2dPsind

= cos D (14 4¢ sin* D)
also -
cos’X = cos*®P (14 8¢ sin* BD)

= cos’' P 1 2¢sin’2d
und folglich:

lgp = lgs+&—8qgcos’d - 3q¢’cos 2P — 164° sin*2¢b.
Um aus dieser Gleichung ¢ zu finden, berechnet man zuerst einen Niherungs-
werth ¢’ von ¢ durch die Gleichung:
lgg’ = lgs+¢—8gcos’yg
und setzt @'+ 4¢" statt &, und ¢’ statt ¢. Alsdann wird
—8gcos’®d = —8¢cos’y -} 2¢cos2¢’. 9" +4gsin2¢’.¢",
+39¢9*cos2P = +%¢cos2¢’.¢"”,
—16¢°sin’2d = — 164" sin*2¢’
und folglich:
lgp = lg¢’+ 4¢sin2¢’. ¢° —16¢°sin*2¢'- §gcos2¢’. ¢”.
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]
Zur Berechnung des Briggischen Logarithmus von ¢ hat man dem-
nach die Gleichungen:

lg vulg ¢’ = lgvulgs{ As— 8Ag cos’ ¢’
lgvulgy = lgvulgg’+4 é gsin2¢'. ¢"—16 A¢>sin*2¢'-} § ri; gcos¢’. ¢,
wo r=206264"8 ist, oder die Gleichungen:
lgvulgg’ = lgvulgs+d— fygcos’g
Igvulgp = lgvulgg’+ ggsin2¢’.¢" — hq* sin* 2¢'+-ig cos2¢'. ¢,
d = 0,0014542, lgf — 0,54087
lgg — 4,92541, lgh — 0,842, lgi = 6,43—17

wo

ist.
Zur Bestimmung des Lingenunterschiedes 4 der beiden Endpunkie des
Bogens s hat man die Gleichung:
.pll

i cosq/V1—e“+ezsinzlcos2q> d

- 1 —sin®*/cos*g

(Legendre Exercices pag. 180), welche sich mit Beriicksichtigung der Gleichung :
tgl

{—ece

gl ]/1——19 sin*g 4
() ie= sinB/i-}—tg"lsm g
bringen lifst. Aus den Gleichungen:

esinB = k

= th

auf die Form:

und
tgl

Vi—ce
k2
= Sin*l} K cos®l’

th =

ergiebt sich

also
sinB = —f— = ysin? I A% cos?l.
Substituirt man diesen Werth von sinB in die Gleichung (5.), so erhilt man:

(6) 1= cotg!/ f Vi—lc sin* L

Ysin®lfFk*cos®l,J colg’l+-sin® ‘P
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In diese Gleichlll]g fﬁhl‘e man
‘/; '
0 y1—kzsi“2q)

als neue Variable ein, so dafs also

= U

(7.) @ = amu
ist, und seize

%——-—l = am(a, k'),
wenn &' = y1— &% ist. Alsdann ist:
cotgl = tgam(a, k')
und da, wenn man Vt»_i = ¢ setzt, nach Fund. pag. 34 Formel 1,

tgam(a, k') — —:—sinam(ia)
ist, so folgt:
(8) cotgl = —:~sinam (a).
Ferner ist:
ysin*l+ K cos’l = y1—K"cos’l = y1—Kk"sin*am(a, k'),
welche Grofse, wie gebrauchlich ist, mit 4 am (@, k') bezeichnet wird, so
dafs also

]/sinzl—}-kzém = dam (a, k).
Es ist aber nach Fund. pag. 34 Formel 2 und 4

' Aam (ia)
A am (@, £ = ‘cos am (ia)

und folglich

=y T ey . dam(ia)
(9)  ysin*l+Kcos’l = GoBamla)

Substituirt man die Gleichungen (7.), (8.) und (9.) in die Gleichung (6.), so
erhalt man:

u'

) . . e
10y - % sinam ;:znc(o; ?m(m) [ md( ;)njfzg;lzi:m o
wo
s
und

/ durch "
V1=F*sing® 1——Ic sing®
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bezeichnet ist. In die Gleichung (10.) lassen sich die elliptischen Functionen
© und H, wie folgt, einfihren. Nach Fund. pag. 173 Formel 1 ist:

. 1 H
sinam(#) = W?((%)
sinam (@) — }/1]0 H(::)) .
also
A*am(u) = 1—/&:%
A am (2a) — 1—,‘%:((—2))'

Hieraus folgt{:

A am (ia) — £2am (u) = kH2(1¢)(")2(2u)— *(ia) O (u)

O* (i) O* (1)
und, wenn man Fund. pag. 175 Formel 21 benutzt,

kG*(0) H(u-tia) H(u—ia)
O*(u) O*(ia) )

A am (ia) — L am (u) =

Es ist aber nach Fund. pag. 173 Formel 1:
A am (ia) = lc'@ (ia + &)

O (ia)
oder, wenn man O (ia-- K) durch O,(ia) bezeichnet,
2 : - /@12(50)
Aam(ia) = k o Ga)

und folglich:

ALam(u) kb 0*(0) H(u-+tia) H(u—ia)
" A*am (ia) ACE () 6 (ia)

Nimmit man von beiden Seiten dieser Gleichung die Logarithmen und differen-
zirt alsdann in Bezug auf @, so erhilt man:

—2ik*sinam(ia) cosam (ia) Sam(n)  iH'(utia) iH'(w—ia) 2i0)(ia)

dam(ia) | 4*am (ia) — A am(v)} —  H(utia) = H(u—ia) O,(ia) °
oder
2sinam (ia) cos am (ia) A*am (u)
id am (ia) ) (sin*am(w)—sin®*am(ia))

_ ’i H'(u+tia) H'(u—ia) 2@,’(ia)§
H(utia) = Hu—ia)  0,(ia)

dH (u)
wenn man —;-——

-~ durch H'(u) und '!(—Z%u—) durch O/ (u) bezeichnet.
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Substituirt man diese Gleichung in die Gleichung (10.), so erhalt man:

=} H'(w+ ia) u—yi ‘H'(u—’ia) __ 0/ (ia) d
/' H(u-+tia) /, Hu—iaq) 0, (ia a)J
oder, wenn man die Integration ausfihrt und
1O/ ((a)
0, i) durch »
bezeichnet.
) n
(1) & = Jilg H(iat") 1ilg Hia+u') v —u).

2 Hia—u")  2° H(ia—u)
Nach Fund. pag. 173 Formel1 ist:
lg H(u) = lg{yk.sinam(u).O(u)}.
Da aber nach Fund. pag. 99 Formel 6

. _ 4 o qeos2x | q*cosdr |
lg(yk.sinamu) = lg2y¢-}-1gsina +2§ TTq +2(1+q2)+ }
und nach Fund. pag. 145

. qcost q°cosdx

wenn u:-’gl;i gesetzt ist, so folgt:

] o {q°cos2x | q'cosdr |
lg H(u) = Const- losmm——ag -l— 2d—gy | }
Fihrt man diese Entwickelung in die G]elchung (11.) ein, indem man
o 2 RKa

= Py faend

und tm—zf— setzt und diejenigen Glieder, welche
die vierte und hohere Potenzen von ¢ enthalten, vernachlassigt, so wird:

P— Li sfn ({a+x")sip(i?z—a")_2Kv (@
2" ©sin (fe— ") sin (i -} 2') 7

—{—%tf{cosQ(ia + a") -+ cos 2 (i — ') — cos2 (i — &) —cos2 (ie| ')}
oder, wenn man, wie schon oben geschehen ist, z""—a'=a und } (2"} 2')=X
setzt,

..__z-')

, - itga” itlga!  2Kv 4, . g
(13) A = arctg—-'-ga— arc tg-—t&;——— —— & — 7 ¢’'sin2ia sinz cos 2X.
Da 0O,(ia) = O(ta+ K)=0 tgg—(éa—#%)g ist, so erhélt man, wenn man in

die Gleichung (12.), za+— statt = setat,

& o g
Ig O,(¢a) = Const-}2 { qmg?;za g(f?i%;f; +§

Journal f. d. M. Bd. LI Heft 4. 45
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und durch Differenziation dieser Gleichung in Bezug auf «, mit Bericksichti-
dlg @, (ia) 2K¢ 0,’(m) 2K1/

gung der Gleichung ——7-— = —— B0 — 7 °
2Ky gsin2ie  ¢’sindic
= =4 { 1—¢  1—¢ T ;

oder, wenn man die Glieder, welche die dritte und hohere Potenzen von ¢
enthalten, vernachlissigt, ,
2Kv sin Rix , sin4ie
= =M

Diese Formel, in die Gleichung (13) substituirt, ergiebt

x" itgx! o sinRia
14) r = arctg — arctg igic =
—|—-’-lq2 Sm4m q?fl—n sinz cos2 X.
Fihrt man statt der Grofse o einen kael A ein, welcher durch die Gleichung:
o = lgcolg 1A
definirt wird, so ist:
. 1 sinie tgie
cosie = ——, —— = ColgA, —— = cosA,
sin2ie _ 2cosA Vo — 1+cos*A
i sin*A° COS R = —gnA

Substituirt man diese verschiedenen Ausdriicke in die Gleichung (14.) und
setzt in das letzte Glied, welches ¢ enthélt, = statt sinx, so wird:
.r" a! cosA
(15) 1= arctg 7 —arelg cosA 9 5n*A
2 C0SA (2(14-cos’A) .
+ 8¢ szA:c{ SnTA cos2X}

Um den Werth des Winkels A zu finden, hat man die Gleichung:

% —! = am(a,k'),

also -721 —_l = igam (a, Ic') — —5— fg‘,’am(a, [c’)-—l-— %f,g"’am(a’ k') —_—
Da aber nach Fund: pag.34 Formel 1

K — Sinam(ia)

tgam(a, :

2

so ist:

| — sina?(ia)’%_%sin’a;n(ia)_I_Bl_sin"aim(ia)”_m

n.—-
2
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also
Ly 1, 14-sinam(ia)
2 2{ ©1 —sinam (ia)
oder
1—]—smam——1ﬁ‘i
T =4 n_.
2 %€ 2Kia
1 —sinam

Benulzt man zur Entwickelung dieser Gleichung Fund. pag. 99 Formel 9, so
erhill man:
7 o A4 sinie | 4 fqsinie  g¢’sin3ie
—é_—l — 2 g1-—-sinéa+ ) { 1—yq 1——(]’)+ }

oder, wenn die Glieder, welche die dritte und hohere Potenzen von ¢ ent-
* halten, vernachlissigt werden:

14sinie | 4 ¢

T = G T e T T e
1. 14icotgA 4q
zlg 1—icolgA + 1—q colg A

4
e %——A—I— 1_”’] cotg A
und folglich:

— 4q
{ = A— T—q cofgA.

Nun kann man aber statt dieser Formel, um i mit geniigender Schirfe zu
berechnen, setzen:
| = A—4gqcotgA,
oder
(16.) A = l+}4qcoigl.
Eine andere bemerkenswerthe Formel zur Berechnung von A findet man aus
der schon oben aufgestellten Gleichung:

N A
© 7 sin®l4-k*cos?®l
kl
= (T
1-—-—k"sm’(7-— l)
k2
= T—F*sin*am(a, ¥)
k’

I

A*am(a, I') °

45*
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also
|—e — 1 —K"sin*am(a, k') — k* — K'*cos*am (a, k')
d%am(a, k') ; A*am(a, ') °
oder nach Fund. pag. 31 Formel 4:
K*
— 2 = e,—————
1—¢ = ot

Aus dieser Gleichung folgt:
Aam (ia)
I
oder, wenn man die Entwickelungen Fund. pag. 99 Formel 8 und pag. 104
Formel 15 benutzt,

4qcosRie | 3y’cosbie )
e =t Sy ot et ve

Vernachlissigt man endlich die Glieder, welche die dritte und hohere Potenzen
von ¢ enthalten, so bekommt man die Gleichung:

e = —4lg(l—e) = Ig

¢ = 4qcosia-t4g = 8gcos’ic
oder
8q
sin*A ’
welche die zur Berechnung von A in den neun ersten Decimalstellen genaue
Formel:

(17) &=

. 1 &
sinA = ’2‘1/%
ergiebt.

Macht man von dieser Formel Gebrauch, so erhilt man aus Glei-
chung (15.) fir 4 die Gleichung:

tgx" tga

(18) i = arclg-— —arclg

__ ecos Az {1— Le4 2¢ - gcos2.X}.

cos A

" Durch Berechnung des Dreiecks PO'O" nach einer zweckmifsigen
Methode (Gaufs, Untersuchungen iber Gegenstinde der hoheren Geodisie,
Gottingen 1844, pag. 32) wird man gleichzeitig mit //— 17" und T"—T" den
Winkel O'PO" = w erhalien. Die Correction, welche von dem Winkel w
zu subtrahiren ist, um 4 zu geben, sei Jw. Die Bestimmung dieser Correction
dw erhéilt man auf folgendem Wege. — Es sei

OP0=ovw'" und O'PO=0ow".

Alsdann ist:
' cos/ _  sinam(a, k')

' et
colgw’ = tgg’ —  tgam(u')
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und nach Fund. pag.34 Formel 1

isinam (a, k')

colgew’ = sinam (¢+', K') °
folglich
T _1_ sinam (iu', k') — sinam (a, I')
2 2¢ °sinam (v, K')+ sin am (a, ')
oder
T . 1 . sinam{} (w4 a) 3w’ —a), k'} —sinam { § (iW' +a) — 3 (in' —a) , K’}
779 = 3% am {4 (i L) F 5 (i —a), K} F sinam { (' F @) — L Gl —a), k' }

Wendet man auf diese Gleichung die Subtractions- und Additions-Formel
(Fund. pag. 32 Formel 4 und 1) an, so wird:

LA 1 0vsinam{J;(iu'——a),k'}cosam{%(iu’-{— u), '} dam{} (v + a), K}
2 T 2 ©sinam{} @'+ @), '} cosam{ ) (i'—a), K} Aam {L (i —a), K}
il tgam{(iv'—a), K'} dam {4 (/4 a), K}

tgam{y(' +a), K} dam (' —a), k')

oder, nach Fund. pag.34 Formel 3 und 4,

f——»w'-—ll sinam § (w'4-éa)cosam § (w'+tiu) 1 I sinam § (#'—ia) cos am § (u'—i)
2 =% Adam L (w'+ia) 38 Adam (v — ia)
Entwickelt man diesen Ausdruck nach Fund. pag.99 Formel 6, 7 und 8, so wird:
E. sin(a'4-ie) | ¢*cosR(a’+ic) nicosd(a'tie) |
19) 5 —o = 2 'g sin (2! uT)WL i1+ + PHEEEPS) T
q* cos2(x' —ie) B q‘cosd(a’—ia)
ey 2+

Diese Entwickelung erhilt man auf kiirzerem Wege durch Anwendung
der Legendre’schen Transformation der zweiten Ordnung, indem man den

Ausdruck %lgsinam(u’—]—ia)——ziilgsinam(u’—-— ta), nach Fund. pag. 99 For-
mel 6, in die Reihe

1] sm(x'-l—m)+ ]cos2(x'+ia)+ q’cos4(.r’—l—ia)+“

P sin (2'—ia) i(149q) PACERY)
__qeosR(x’—ie;  q*cosd(a'—ie)
il+q) 2i(1+q%)

entwickell und alsdann ¢* slatt ¢ setat.
Vernachlédssigt man in der Gleichung (19.):

n ,____il sin (2! + i) 3{
7 YT % e —ia) T+ ¢t

die Glieder, welche die vierte und hohere Potenzen von ¢ enthalten, so wird:

sin 2icsin 22’4 2(“_ AT sin 4iasin 4’ - }
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tgia 4q® cosA

= ACIg T — T 4 smA SRR
cos A 4q® .
= arcig vy —"sﬁIEKCOSA sin2x'

oder wenn man die Gleichung (17.) benutzt,

_nz__ — ) == —g— —arclg zg:;; —}eqgcos Asin2z'.
Ebenso erhalt man:
%— — " = % — arclg z—gs{} — Leqgcos Asin2x”
und folglich
0" — 0 = w = arclg ::%:1: — arctg% + 4 egcos A(sin2z" — sin2z').

Da sin2z" —sin2x' = 2sinx cos2.X, also niherungsweise

sin2z” —sin22’ = 2xcos2X
ist, so wird
o tg " tga'
w = arclg = —arcig-—>=—r + egx cos A cos 2.X.

Substituirt man diese Gleichung in die Gleichung (18.), so erhilt man

Adw —
oder

dw =
oder endlich, wenn man,
halten, vernachlassigt,

excosA{l—Let2g42gcos2X}

excosA{l—Let 4qcos’ X}

wie bisher, £¢ in den Gliedern, die s oder x ent-

dw = (e—}&)xcosA(144gcos’ X).
Nach Gleichung (16.) ist:

also

A = I} 4qcotgl

cos A = cos(l-|4gcotgl)
(1—4q)cosl

I

und folglich wird die gesuchte Correction:

Aw

und
lg dw

= (¢e—4&)xcosl(1—4¢sin* X)

I

Ig {(¢ —}&*) @ cosl} — 4¢ sin* X.
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Setzt man in diese Gleichung niherungsweise

x = ¢ —2¢(sin2¢" —sin2¢’)

= ¢ —4qgcos2P
= ¢ (1—4gcos2P)
also
lgx = lggp—4¢cos2P
und
X = &b,
so wird:

lgdw = lg(¢pcosl)|lg(e — 4&) — 4gcos2d — 4¢sin* D
= lg(¢pcosl)+}lg(¢ — L&) — 4g cos’P
und, wenn man & =¢'4}-L¢" setzt,
(R0)  lgdw = lg(gcost)-flg(e— 4&*) — 1(8g cos’¢')-| } (4¢¢"sin2¢").
Zur Berechnung des Briggischen Logarithmus von 4w hat man demnach die

Gleichung: o valo o
g vulg 4w

= Ig vulg (¢ cosl) +Ig vulg (¢— 4 &) — L(8Agqcos*¢’) + {;(4%1- gsin2¢’. (p”)
oder mit einer schon oben gebrauchten Bezeichnung
lgvulg 4w = lgvulg(pcost)-}7,52410 — Lfgcos’¢' 4 Lggsin*¢'. ¢’
oder endlich, wenn man
fgcos’p' = C und ggsin’¢'¢p’ = D
setzt,
Igvulg 40 = Ig vulg(¢pcosl)--7,52410 — 4C+ LD.

Es ist jetzt noch die Formel abzuleiten, durch welche man aus der

réducirten Breite ” die Breite B” oder aus der Grofse !'—1?" die Grofse

B'— B" erhailt.

Aus der Gleichung:
ro g
g B = Yi—ee

ergiebt sich die bekannte Gleichung:

' 1—y1—ee v ]g —y1—ee|’ indl 31 Y1—ee
B—¥ = 14y1—ec sin2l'-4 i-}-}ll—ee T4 14+y1=
1—y1—ee
14+ y/T—ee

} sin 60' 4 .-

Entwickelt man in eine Reihe, so erhilt man
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1, 3 .. 35 ¢. 357
79 T16  T168° Taem10° T
und, wenn man j¢ = — Llgyl—e’ in eine Reihe entwickelt,

R L TR
Beide Reihen weichen erst in Gliedern, welche die sechste und hohere Poten-
zen von e enthalten, von einander ab. Ibhr Unterschied ist namlich

3z€ + 1€’
Es kann daber
1—y1—ee
14-y1—ee
geselzt werden, und man erhalt:
(R1) B'—{ = }Jesin2l'4 {&sindl' -} ), &sin60' -
Ebenso wird:
(R2) B'—l" = Lesinl"4 3 sindl"} 54’ sin 6" -
Subtrahirt man die untere Gleichung von der obern, so wird:
B —B" = ' —1U"4-¢esin(I'—U")cos (I'-}- ")} 1&*sin2(I'— 1") cos 2({'-1") - ---
oder, in Secunden ausgedriickt,
B —B" = I'-U"}+ksin({'—1")cos(I'4 ")} nsin2(l'— (") cos 2('4- 1"),
wo lghk=lgre=12,83926 und lgn=Ig}re = 9,7620 ist.

3* 3*
3*

WS-
L

Einfache Formeln, um den Einflufs der Ellipticitit des Erdmeridians
auf die berechneten Winkel 1", B", A anndhernd schitzen zu konnen, erhilt
man durch die folgenden Betrachtungen.

Man stelle sich einen sphirischen Triangel vor, der die Seiten s und

-;L—B', und den von ihnen eingeschlossenen Winkel 180° — 1" habe. Die

dritie Seite sei -%———B{,’., und die den Seiten s und -g——B' gegeniiberliegen-
den Winkel seien respective 4, und 7Y. Diese Winkel —;L—B(,’, A, und T

wiirden die Werthe von —;— —B", 4 und T sein, wenn die Erde eine Kugel

wire. Setzt man
B" = B«’»,-*—JB(',', T = (’),+ JT(I)'v A= )'U'l"d)"u,
so sind 4By, 4T\', 41, die Correctionen, welche den Werthen B}, Ty, i,
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wegen der Ellipticitit der Erde hinzuzufiigen sind. Setzt man ferner:

¢ = s+ s ' = B'4}JB

w = A+ Jdi " = BB},
so sind J4,, /B und 4T" die Correctionen, welche von w, " und 71" zu
subtrahiren sind, wenn man die beiden Seiten ¢ und -;i—l’ des sphérischen
Hiilfstriangels in s und —g——-B’ ibergehen, den Winkel 180°— 7" aber un-

geindert lifst, und es werden:

diy = Ohy— (w0 —4)
4B = 0B{ — (I"—B")
sein.
Aus der Gleichung zur Berechnung von ¢ erhilt man niaberungsweise :
lgp = lgs-}&¢—8gcos’ X
also

¢ = s(1+¢&¢—8gcos’X)
J0s = s(¢—8gcos’X).
Setzt man in diese Gleichung die Néaherungswerthe:
& = 1é
8¢ = 3k* = }e*si”’ B oder = }e’sin*{
und cos® X = cos*}(¢'4- ¢") oder = cos’¢/,
so erhélt man:

ds = 1é's(1—sin*lcos’ ')
s = }e’scos’l

oder
0s = -%828 cos’ ',

Aus der Gleichung (21.) erhilt man die Néherungsformel:
0B’ = — }é’sin2B'.
Die Gleichung (20.) giebt:
w—1 = spcosl oder w—i = }e€scosB sinT
und endlich die Gleichung (22.):
' —B" = —}ésin2B'.
Die bekannten Differentialformeln fiir einen spharischen Triangel, dessen

Seiten durch @, 3,  und dessen Winkel durch 4, B, I' bezeichnet, und in
Journal f. d. M. Bd. LIII. Heft 4. 46
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welchem die Seiten 3 und y variabel, der eingeschlossene Winkel 4 aber
constant gesetzt werden, sind:

doe = cos I'df3 | cos Bdy

dB — sinI” smB

T sine 4B —
smT smB

ar = iga 4B+ sma

Setzt man in diese Gleichungen:
7T 7T '
o == '2——’" /3 _ —2——1 7 = (p

A n—"T B =1 I =

== = w
do = OB dpf = dbB’ dy = — s
d4 = 0 dB — — AT, dI' = — i,
so erhdlt man:
0B = coswdB' — cosT"ds
"o sin w X sinf{_"_{
4Ty = " cosl" -'"c_&@l"(y
sinw sin T"
Iy = cotgl" B+ cosl"

Vernachldssigt man in diesen Gleichungen die Glieder von der Ordnung s*
in den Coefficienten von JB' und von der Ordnung s in den Coefficienten
von ds, so kann man statt 7" und I” respective 7" und B’', und ferner

sinw = sin 1 r
“ cosB
und cosw =1 setzen. Dadurch erhilt man:
0B) = O0B'—cosT'Js
"wo__ sin T B — sin T
ATy = T A 0B th'd‘
sin T"sin B’ sin T
oy = cos® B sOB' 4T sB’
und, wenn man fir dB' und Jds die oben gefundenen Werthe setzt,
0B = ——}gezsin2B'--—%e?scos2 B'cosT"

AT = 'ezs smT’

2 cos‘B’-——sm B .
0k = j€s—— —sinT"
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und folglich:

AB] = —lé*scos’B'cosT’
sin® B’
AT = Lers ——sin 1"
0 5 cos ¥ si
sin* '
Ay = —Lers——sinT.
v 2 cos 3!

Diese den Einflufs der Ellipticitit der Erde auf die Grofsen B", T,
4 richtig ergebenden Naherungs-Formeln weichen von den Jacobischen
pag. 339 dieses Bandes gegebenen ab, welche Abweichung wohl in kleinen
Rechnungsfehlern ihren Grund hat.

%* #*
*

Um schliefslich die simmtlichen Grofsen, welche bei der geoditischen
Linie in Betracht kommen, durch die elliptischen Functionen ©, H, O, und H,
auszudricken, wenn
' 0,u) = O(K—u) und H,(u) = H(K—u)
ist, werden statt der beiden Constanten, der Excentricitit ¢ und der Breite B
des Punktes, in welchem die geoditische Linie auf dem Meridian senkrecht
steht, der Modul & der elliptischen Functionen (oder sein Complement £')
und das Argument @ als Constante mittelst der Gleichungen:
e — Za_rﬁ%ajm’ cosB = K'sinam(a, k')
eingefiihrt.
Alsdann ist nach Fund. pag.34 Formel 5:
= ksincoam. (ia, k) = ksinam (K —ia, k),

also nach Fund. pag.173 Formel 1:

— H,(ia)
¢ = Vo

und folglich

]/O, (ia) — kH *(ia)
‘/1 — @)(l“)

also nach Fund. pag.173 Formel 1:

T—7 — y&. 209
M= =" 5
Ferner ist:
Adam(ia) }/ @,(za)
cosam (i) H,(ia)

46 *

sinB = dam(a, k') =
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S Y no___ _’_ l/]f H(ia)
cos B = k'sinam(a, k') = —tgam(ta) = T T (i)
k iO,(ia)
umd tgB =} Hl(')
Aus dieser Gleichung folgt:
> m) - 0O (ia)
tgl = y1—¢'tigB = yk ()
also  sinl — vk.iO (ia) — lc_ _(l(ca)
VH? (ia)— kG*(ia) k' H,(ia)
und cos! = 1 Hit)

Nach den Formeln fiirs rechtwinklige spharische Dreieck ist:

sin?’ = sinlcos¢’
y ___ coigl
gl = sing'
L
W = Cost

Setzt man in diese- Gleichungen ¢’ = am(u), so wird:

oy k O(ia) O(aa) H(u)
sinl! = THG )cosam(u) @ O)
g1 = 1 H(a) 1 — H ia) O (u)
Yk 10 (ia) sinam (u) 1O (ia) H(u)
,zlf,(m) . zH,(m) H (u)

tgw' = H(ia) tgam(u) — Ha) F@)
Aus diesen Gleichungen ergiebt sich:
VH (ia) O*(u) — O (ia) H}* (u)

cost = H,ia)0(w)
gl — O(ia) H,(u)
VH}(ia) O* («) — O% (ia) H,* (u)
sin T’ — H(ia) O (u)
V H*(ia) O* (u)— O* (ia) H? (u)
(23) cos T' — {0 (ia) H(u)
VH*(ia) O*(u) — O*(ia) H*(u)
ing — iH, i) H(w)
VH*(ia) H(u)— H,*(ia) H* (u)
sosel — H(ia) H,(v)

~ YHGa) B (0)— H,Ga) H*(w)
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Nach Fund. pag. 173 Formel 1 ist:
1 ;
H}(u) = —k—;{k@Q(u)—}P(u)}.
Hieraus folgt:
H (i) 0 () = - (K6 (ia) OF (u) — H*(ia) OF (u)}

O (ia) H (u) = (kO (ia) 6% (u) — 6% (ia) H* ()}
H (i) H2(4) = 2 {KH (ia) O () — H (ia) E* (u)}
H (ia) H (u) = = { kP (ia) H* (u) — H?(ia) H* ()},
also  H?(ia)0 () — G (a)HX(u) = o { H* ()6 (ia) — H* (ia) 0* (u)}
H (i) H (w) — H (ia) H (u) = — 1 { H*(u) O (ia) — H’(ia) " (u)}-

Substituirt man diese Formeln in die Gleichungen (23.), so wird:
/

VH? ()@ (ia)— H*(ia) O (u)

cosl’ — Vi H,Ga)O(w)
gl — VE' O (ia) H,(u)
YV H*(v) O (ia) — H*(ia) O*(u)
sin T" — H (ia) O (v)
(24.) iV H*(u) O%(ia) — H? (ia) O*(u)
cos T" — O (ia) H (u)
VH?(u) O*(ia) — H *(ia) O (u)
oy vk H,(ia) H (u)
S = VI VH? (u) O% (ia) — H*(ia) O%(u)
cosw' — vk H(ia) H,(v)

iVE VH?(w) 6% (ia) — H*(ia) @*(n)
Da nun nach Fund. pag.175 Formel 21
H*(u) @ (ia) — O*(u) H? (ia) — 0O*(0) H(u-ia) H(u — ia),
so ist, wenn man yH(u-|}ia)H(u—ia)=— N setzt,
VH?(u) " (ia) — O*(u) H* (ia) = O (0)N.
Ferner ist nach Fund. pag.173 Formel 2:

00 __ 4

und "/%-0(0) = H/(0).
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Substituirt man diese Formeln in die Gleichungen (24.), so wird:

. O,(O).ZV . r ___ Oia) H(u)
COS[ _— E(iu} O(”)’ tgl - OI(O) A/
g M) O(w) vw __ O(a) H(w)
sin T' = G0 N cos 1 = 50 N
Sy H(m) H(u) v __ Hl{ia) H, (w)
sinw' = H0) N L cosw' = HO N
Setzt man in die Gleichung
tgB = tg?
g Yi—e?
far tg/ und y1—¢* die gefundenen Ausdrﬁcke, so erhilt man:
b m) Hi(u)
also
sinB' — O,(ia) H,(w) —_ O,(ia) H,(n)
V& (0) N*FO? (ia) H,* (n) H,(ia) O,(u)
und
. _OO)N
cosB' = a6

Denkt man sich den Triangel POO' so construirt, dafs %HPO' nicht

gleich der reducirten Breile ', sondern gleich der wahren Breite B’ ist, und
bezeichnet man durch 4,, ¢, w, die Werthe, welche unter dieser Voraus-

selzung die Grofsen !, ¢', o' annehmen, so wird

J— [N .1 w_@)_
cosl, = cosB'sin1' = H e B
tgg, = cotgB'cosT' = @@%}g—%
lgw!, = colgT' __ iO(ia) H,(ia) H(1)O,(n)

sin BB Ofia) H(ia) © () H,(n)
Bezeichnet man endlich mit A’ die Linge des Punktes
Werth ¢' = am(u) entspricht,

, welchem der
wenn diese Linge von dem Meridian an ge-

zahlt wird, auf welchem die geoditische Linie senkrecht steht, so erhélt man

aus Formel (11.), indem #” =u und o' =0 gesetzt wird,
l'+vu H(m-[—u) ]g‘/ﬂ(m-{—u)

H(ia—w) H(ia—wu)’
. *
dlgg;(m) ist

ilg

wo vV =
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Aus dieser Gleichung folgt:

e(}.l_'_,,u)i —_ f{(ia—_@?}_ e—("u+yu)i — _’;’(i“-‘—“)
H(ia+u)’ ¥V Hiie—u)’®
also
. ; 1*H ie)+ H(u—ia
sin (4 +vu) = - (u+m’j", (e —tat)
und
' __ 1 H(u+tia)— H(u—ia)
cos (A +rvu) = 5 W .
Mithin ist:
b rat _ OO){H(u4-ia)+ H(u—ia)}
cosB'sin(' | rvu) = 377, (i) O, (1)
, ) __ 9(0){H(u+ia)—H(u—ia)}
cos B'cos (V' 4 vu) — 57T, a) O,(1)
el ' — @,(O){H(u-}—ia)—}-ﬂ(u——ia)
cos!'sin (A +rvu) = 5 7,Ga) O )
, , __ 0,(0{H(u+ia) —H(u—ia))
cosl'cos (A 4 vu) = %7 H. (ia) O () .

Konigsberg, den 15. Juli 1855.




