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31.
Sur une nouvelle propriété du résultant de deux
équations algébriques.
(Par M. Brioschi a Pavie.)

1.

Soient:
flx) = ayx"+ a2 a2+ 4 a, = 0
¢(x) = cpa"-Fe "+ ey foe,
les deux équations. En posant:
Pra(x) = @z’ a2+ .-t a,
() = ¢y’ e+ e

|
=]

on a:
(1) e (@)f(@) = prp (@)@ (@) =My = 0, T 0y &0 O rit
ou:
Oprpy == Colys+ €8, €, ,a,,,
- (a()cr+s + alcr+s—l + N + A5y cr—f—l)'
Soient &x,, &,, ... x, les racines de I’équation f(x)==0; en substituant dans
(1) x, au lieu de xr, on obtient:

) —Prpa(@) (@) = oy, T 7 a2,r+lw:~2+"'+an,r+l
équation qui divisée par f'(x,), et multiplié¢e par 1, z,, --- ;™' nous
donne les suivantes:

- [a()S + al r—l+ +a S] = al,r+la'0

3) — [ay r-|-1“l"¢"1'S + +a Sx] = 0 r+1}vl+0‘2,r+llo

"‘[ao rn— 1""“1 r+n—2+ +a Sn-l]

= Or41 ]‘n—l + Qo ry1 Zn—a + e + @y oyt )'u
ou l'on a posé:

S = S 2o L — é-.ri'“"
r L )’ " 1 f(xs)

J'observe que:

@hitahigt ot ah = 0,  ahy =1
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par conséquent si I'on fait:

hs+ L4l = Op,41 Ag + [LoNAR] Agy “" e + aH_,’,“L,
on aura:

(4') ‘aﬂhm;)fr—i— a, hm—l,r+ "'+ A,y Izvirz am,r'

/
2.
Soit V le résultant des deux équations f(x¢)=0, ¢(x)=0; on a:
V = ajgp(x)p@)...0,)
et:
dV Vv ).
dzs (p(w)(P( ‘e
Or:
dv dV da dV da
dr, = da, d.z'i,—l— da, dxa—i_ “+?ZZTJE
d’ou l'on déduit:
2 xs(p(.rs) av.

28 f'(l'v) dxs 1 dar ! (@) .d—;:

et en observant que:
@, S+ 4y Syt @Sy = b,

on aura:
zig (x,) - 7. dV
Vzg e = %h,ﬂ,,d_ar..

On peut transformer cette équation, en posant é=0, 1, ... m—1, et en
ajoutant les équations qui en résultent, multipliées par a,_,, @,_s, ... a@. En
effet on obtient:
" dv
V(am—lM0+am--2Ml+"'_l-aOMm-l) = ?ram,r%—'

ou:

et puisque I'on a par une formule connue:

Mm—l+ale—2+"'+am_1M(; = (n——m—}—l)cm_,
on a enfin:
E,am,zr = (n—m-+1)c,, V.

1

Si dans cette équation I'on fait m=1, 2, 3, ... n, on obtient n équations
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qu'on peut nommer les équations caractéristiques du résultant. En supposant
@(x) = f'(«) on obtient les équations analogues pour le discriminant de
[(x) =03 les trois premiéres desquelles contiennent la propriété du. discri-
minant d’étre un invariant de la forme du n* degré a deux indéterminées.

3.
Par conséquent si 'on représente par V le discriminant de la forme
du n*" degré:

[(x,y) = poaye™+-pia,x
dans laquelle:

71

Y paany”

n(—1)...(n—m+1)

Pn = 1.2.3...m
on aura:
/Sr:iam r 51! = ("_7n+1)(n_—m+2)prn~2arvl—2V
ope ™ da,
ou:
m—1

a,,,,r == Zv (r+'ﬂ _23) ps—l pr+m—~s—l a, ar+m-— s—1"" (n'- r+1)pm—~l ’]r—l by 1 &, _ .
1

Si dans I’équation supérieure on fait m =1 on a:

W | dv T dVv
%’r;al,rd_ar = —a()zlvrrar—l';l';r_ =0

et pareillement les autres n—1 équations peuvent éire déduites de la suivante:

é‘r'.pi—‘4mw'%/df_c§,:‘ = (n— m+ 1)(n—m+2)p"'—2am—2 V’

1
ou:
Am,r —— am,r+(n_ r+ 1)pm—1pr—lam—lar—-[a
en posant m =2, 3...n.

Au moyen de ces équations on peut exprimer le discriminant d’une
forme quelconque a deux indéterminées en fonction de ses invariants. Par
exemple pour la forme du quatriéme degré:

i —~ "
(@oy @iy Gyy @3, G4 ) (T, Y)
si I'on pose:
J, = a,,a4~—-4a‘a3+3a§
J, = aoaza4+ Ra,a,a,— a,d; — 6, a, — @}

et:
- V = Ji+Ad? o
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les trois premiéres équations sont satisfaites, et la quatriéme nous donne:

Z A4, Ta = 12a,V.

Mais en observant que:

5 dJ, | dJ,

l A4r d == 12J3+4a2J27 IEr'p_rA4r da, = ’JJ22+ 6”2"
on a:

3J; (12, 4ayd,) + 2k, (3J3 + 6ady) = 12a,V
de laquelle:
h = —27
ce que 'on sait déja.
A,

Les relations données par les formules (3.) nous sont utiles pour trans-
former quelques expressions formées avec les quantités S, en autres formées
avec les quantités «,,. Nous considérons ici les expressions de la forme
suivante:

S, S, Y
S, S, .. S
4, = . . . . . . . .
S S ... Sy
1 x R

lesquelles se présentent dans Papplication du théoréme de Sturm a la re-
cherche du nombre des racines réelles de I’équation f(x)=0; comme l’ont
déja demontré MM. Sylvester et Joachimsthal, et moi-méme dans une note
publiée dans les Annales de M. Torfolini (Juillet 1854).

Pour effectuer cette transformation jobserve que:
—l‘8+l, r+1 = auSr+é+alsr+s_1+ +a S

Au moyen de cette formule et d’une propriété trés- connue des determmants
nous obtenons une premiére transformation:

-,

by by Ly,

—1y M hz,x /‘2,2 LRI I‘z,r
= (—1) ol
,‘r—l,n hr—l,? L l‘r-l,r
p@) p(x) ... pe(2)
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et a cause de I'équation (4.) on a:

0, o2 Cee 0y,
1 0o 20 e Oy,
— —1
a4 = (=7l L
[}
ar—l,l ar—l.,Q e ur—l,r
@) p(x) ... pfx)

Les quantités 4, sont, a un facteur prés, les dénominateurs des réduites de

la fraction continue dans laquelle on peut développer %; par conséquent
les trois quantités 4,, 4,_,, 4, , seront liées par une équation, comme il a
été démontré autrement par M. Joackimsthal.

Il est évident d’aprés les considérations supérieures qu'on aura:

O Qo - o o Oy,
V = |%21 O22 - - Oy
a,,’l a"’g PR o

n,n
résultat donné par M. Jacobi dans son mémoire ,De eliminatione varia-
bilis etc. —” (vol. XV de ce Journal).

Pavie, Janvier 1856.




