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3.

Uber die Gaufsische Quadratur und eine Verall-
gemeinerung derselben.
(Von Herrn E. B. Christoffel in Montjoie.)

Das Folgende enthilt eine neue Darstellung des bekannten, von Gaufs
(Comm. Gott. rec. 1814—15) erfundenen Verfahrens zur angeniiherten Be-
rechnung bestimmter Integrale. Im Anschlufs hieran wird dasselbe in der
Weise verallgemeinert, dafs zu einer Anzahl beliebig gegebener Zwischen-
werthe die ibrigen nach den von Gaufs aufgestellten Prinzipien ausgewahlt
werden. Diese neue Methode kann in verschiedenen Beziehungen von Nutzen
sein, wie weiter unten nachgewiesen werden soll.

1.
Da die spitern Entwicklungen in stetigem Zusammenhange mit den
Formeln fiir die mechanische Quadratur im Allgemeinen stehen, so kann eine
kurze Herleitung der letztern nicht fiiglich umgangen werden. Sei

1) f(a:) = Az—a)(x—a)...(t—a,),
so fillt die Funktion
— F(a,) F(a,) .1 Flan)

R) o) =[f(x) {f'(a‘)(.z‘—-al) + (@) (x—a,) -+ +f'(an)(-l‘—an) }
mit der Funktion F'(zx) fir die Werthe x =a,, @,, ... @, zusammen, und
es ist ¢ (@) =F(a,), ¢p(a))=F(a,), ... ¢(a,)=F(a,). Aus (2.) folgt

@) [p@oz

21
__ F(@) [ fx)ox "I’ F(a) [ f(x)ox + v F(a,) ! f(x)ox

T @), x—a ' f'@) x—a, fl@an)J x—an
und dieser Ausdruck ist bis auf einen bestimmten Fehler gleich dem Integrale
/ "F(z)ba.

-l

2

Um die in (3.) angedeuteten Integrationen auszufiihren, ist im Allge-
meinen folgender Weg einzuschlagen. Ist u eine beliebige, aufserhalb der
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Grinzen —1 und 1 liegende Grofse, so hat man identisch

/»1 f@)éx __ [ f(u)a.r+ ! f(x) :f(u or

Tr—u f r—1u x

oy w—1 1 f(x)—f(w)
= [ (%) ]g w1 +_[ T—u ox

Da f(x) eine rationale ganze Funktion von x vom =n'" Grade ist, so ist
f(“) f(q ebenfalls eine solche Funktion vom (n»—1)" Grade von x wie
von u. Setzt man demnach

@y O — fw),

so ist fi(u) eine ganze Funktion (r—1)*" Grades, und

Gy [ = rwleiTr .

Diese Formel bleibt offenbar selbst dann bestehen, wenn u zwischen die Gren-
zen —1 und 1 fillt, sobald nur die unter dem Integral linker Hand stehende

fe;

Funktion Sy innerhalb jener Grinzen iiberall endlich bleibt. Die Formel

(5.) gilt daher, wenn u einer der Grofsen a,, @,, ... @, gleich gesetzt wird,
unter allen Umstinden, mogen diese Grofsen aufserhalb oder innerhalb der er-
wihnten Granzen liegen. Dadurch geht die Gleichung (3.) in folgende iiber:

: o fila) f,(a,) Ve fi(an)
(6‘) f (p($)0.’lf — ,‘y(al)F(al)'I" f’(“z) F(d2)+ + fl an, F(a )7
und man hat annshernd
() / 1F(:r) or = / 1cp(a:) ox.
—1 -1 .
Durch Zerlegung in Partialbriiche folgt:

filw) __ fx(%) 1 fila) 1 fila) 1
flu) — “1) u—a + f'(a,) ““‘“z-l— +f'(a) U—an
JACD)

so dafs L der mittelst der Zwischenwerthe @,, @,, ... a, berechnete an-

fw)
geniherte Werth des Integrals / — 1st, und wenn man dies in (5.) an-

wendet
1f(x)dx

X —
-1 U

(8)
I u—1 fx(al 1( 2) 1 fl( ") 1
= fa){ig a1t Py T ettty = 1.1
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Setzt man von jetzt an
t 0
@) 128 _ ),
-1
so ist wegen (5.)

10)  Fe)lgiEt = fiw)+fiw),

und wegen (8.) )
(“) ! du {f;(a. + fila) 1 +e. _!_fl(a,, 2 f2(w)

u—x f’(al) u—a, ' f'(a,) v—a, dn) U—an f(u)
A
f(w)

ten Werthe von / a‘r == lg:ziii Entwickelt man daher in (11.) die linke

Seite nach absteigenden Potenzen von #, und seizt den Ueberschufs des wah-

ren Werthes von / ‘2™ dx uber den angeniherten Werth desselben, némlich
-1

Es ist somit der Unterschied zwischen dem wahren und dem angeniher-

4 m f;(al f](“‘z) a” f](an)
(12.) _[a: o — ap+hilar L hoda, = &y,

so erhalt man:
k,

~h

2 ()
(w)

~

l

3) Ak
Selzt man andererseits

14)  [f@)oz = 4,

R

~|w

und allgemein

15) [ @) or = A,

ferner A
1 AI! AHI
'fm = + whtt + e +
so ist 4 4
1 AZ 3
(16.) f;(u) =7+7—l—?+...
und

- Ad | A A+ AL | A A+ A,AF A4
(17-) ’;-(::)) w"tt + u;t.z + + un+3+ + R

mithin &by =k, =k,= .- =k,_;=0. Die Formel (7.) liefert also allemal den
1
genauen Werth von / F(x)0x, so oft F'(x) eine ganze Funktion ist, welche
-1

den (n—1)*" Grad nicht iibersteigt. Man hat ferner
ho=AA, k=444 AA4", k,—A4+ 44| 44", e
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Kann man nun f(%) so bestimmen, dafs in der Entwicklung von f,(u) die

w1

die Glieder, welche
w—1

m ersten Glieder, also in der Entwicklung von f(u)lg

1 1 1 . . .
T o enthalten, von selbst wegfallen, so beginnt die Reihe fir.

fo(0) . Emgn
——f(u) mit dem Term W

nen vom (m-+n—1)*" oder einem niedrigern Grade vollkommen sirenge.
Gleichzeitig ist
kpyn = A, ., A4, kpimyy = A,,,4+4,,,4", etc.

Es wird sich bald zeigen, dafs der hdochste Grad von Genauigkeit,
welcher mit der vorausgesetzten Form von f(x) erreicht werden kann, dem
Falle entspricht, wo m==mn ist. Es ist dies der namliche Fall, den Gaufs
in der oben angefiihrten Abhandlung, und Jacobi in gegenwirtigem Journal
behandelt haben.

, und die Formel (7.) ist fir alle ganzen Funktio-

.
Das Folgende beruht auf diesem Lemma:
Unterwirft man eine ganze Funkiion f(u) vom n'" Grade der Be-

dingung, dafs aus der absteigenden Entwicklung von f(u)lg;Li—ii- die

Terme, welche -:7, -1-:;, cee ;:7 enthalten, von selbst wegfallen, so giebt

es stets eine Funkiion, welche diesen Bedingungen geniigt, und dieselbe
ist bis auf einen constanten Faktor bestimmt. Verlangt man aufserdem,
dafs das Glied mit u"_1+f verschwinde, so wird die Funktion f(%) identisch
gleich Null, indem jener constante Faktor den bestimmten Werth Null

erhalt.
Dasselbe ergiebt sich leicht mittelst der Formeln (10.) und (14.), denen

zufolge allgemein der Coefficient von ]17 in der absteigenden Entwicklung von

F(u)lg%'g— gleich / 114’(:1:)8.1: ist, vorausgesetzt, dafs F'(u) eine rationale

ganze Funktion ist. -S-lei zundchst f(u) so bestimmt, dafs in (10.) f; (u) die Form
fiw) = St 2y

hat, und sei ferner f(u)= P-4 Qi, wo P und Q reelle ganze Funktionen

von u sind; so maultiplicire man die Gleichung (10.) mit P—@:. Dann ist
(P— Qi)f,(u) wieder eine ganze Funktion von w, wihrend die Entwicklung




. Christoffel, die Gaufsische Quadratur wund deren Verallgemeinerung. 65

von (P— Q:)f,(u) mit dem Term 1—:—, beginnt.  Also ist der Fakior von %
gleich Null. Da derselbe aber gleich

S reP—0iou = [Pt @)ou

ist, und die Elemente dieses Integrals alle positiv sind, so mufs, wenn das
ganze Integral gleich Null sein soll, jedes einzelne Element verschwinden,
also wie behauptet, f(u) identisch gleich Null sein.

Da somit die, in Bezug auf die unbekannten Coefficienten der Funktion
[(u) linearen Gleichungen

4,=0, 4,=0, ce 4,=0, 4,,=0
von einander unabhiingig sind, indem sich aus ihnen fir jede der (n-1) un-
bekannten Grofsen ein einziger Werth ergiebt, so folgt, dafs man unter den
(n-+1) Coefficienten von f(u) wenigstens auf eine Art ein System von n
derselben so auswihlen kann, dafs die n Gleichungen
(A) 4,=0, A4,=0, ... 4,=0

in Bezug auf dieses System von Unbekannten von einander unabhingig sind.
Denn wire dies nicht der Fall, so mifste man, wie leicht zu sehen ist, aus
den Gleichungen

A1=(xl, A2=a2, « e A,,--——a,,, An+1=an+l
simmtliche Unbekannten eliminiren konnen, was nach dem eben bewiesenen
nicht moglich ist. '

Da endlich die Gleichungen (A.) linear sind, so bestimmen sie das
Verhiltnifs von n Coefficienten zum (n-1)"" auf eine einzige Weise, wodurch
obiges Lemma in allen seinen Theilen bewiesen ist.

Differentiirt man nun die Gleichung (10.), und multiplicirt mit w*—1,
so folgt:

a8) w03 gty — 2rt - Lt w-nk,

und eine nochmallge Dltferentlatlon giebt:

P 9 (e ._1) )1 Zii au+au<< 2_1)aﬂ>+a“(( . 1)af,)

Dlese beiden Gleichungen haben wieder die Form von (10.). Nimmt man

aber jetzt an, dafs f,(u) die Potenzen %, %, ‘us ;i; nicht enthalt, dafs also

An-}»l n+2
S yntt —I_ un+2 + v
Journal fiir Mathematik Bd. LV, Heft 1. 9
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ist, so folgt 5
1) 4,
au((u —1) f2> - ROT]) s 0

un+l

so dafs die Funktion ——((u —1)af’)—n(n—|-1)f2, nach negativen Potenzen

von # entwickelt, die Potenzen —1—, 12, ces 1,!, % nicht enthilt. Multi-
u u (17 [1]

plicirt man daher die Gleichung (10.) mit n(n-41) und subtrahirt sie von der
vorstehenden, so folgt

(2 (=180 — nn41)r}1g 22
6u+du(( w'—1) aﬁ>-n(n+1)n+ {au«" —1) aﬁ)—n(n'i_”f?;;

und da der Faktor von lg——+— den (n-}-1)*" Grad nicht erreicht, so folgt
vermoge des obigen Lemmas, dafs er identisch gleich Null sein mufs. Da
ferner auf der rechten Seite die drei ersten Glieder nur positive Potenzen
von u enthalten, wihrend das Folgende sich nur aus negativen Potenzen von
u zusammensetzt, und da diese beiden Theile fir sich verschwinden miissen,
so haben wir

19) E(w—0) —n@minr = o,
(20 . - 2 (e 1)”’) n(n41)fs = 0,
(21.) a & (w0 —nmivptall =

Nach den bekannten Untersuchungen iber die Gleichung (19.) folgt hieraus

8" (w—1)
22) f) = P,w) = ﬁ{—;-f)—g—

_1.8.5...2n—1 . ., 1.3.5...20n—3 _,
= "123..n ¥ T¥T323.n-2 Ju T

und wegen (9.) P13
@) fulw) = 0,) = f BT,
-1
welche Bezeichnung von der gewohnlichen nur wenig abweicht. Sodann folgt,
dafs die Gleichung
0P, (u)

d oU
@) g(e-Dg) = n@inU—1>
zu ihrem completen Integrale einen Ausdruck von der Form

(25.) = AP,(u)+ BQ,(u)+ R, (w)
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hat, wo R, (%) eine rationale ganze Funktion vom (n—1)"" Grade, und nichts
Anderes, als die bisher durch f;(n) bezeichnete Funktion ist. Die Funktionen
P, Q, R stehen in Folge der Gleichung (10.) in der Relation

(26) P, (wlg ““” = Q.(u)+ R, (u),

oder auch

@) 0.0 = P,w)lg Tt —R,w),

so dafs nur noch die Funktion R,(u) zu bestimmen ibrig bleibt. Zuavor will
ich aber noch die Formeln

(28)  (W—DPi(n) = “2ED (P, — P, ),

@Rn4DuP,(u) = n+1)P, ., (u)+nP,_,(u),
(9)  {(@Re4Du0.(u) = (n+1) 0y ()11 Qny (w),
Rn4-1)uB,(u) = (n41)R, (v)+nR,_,(u)

einschalten, welche sich auf verschiedene Art, unter anderm auch mittelst

obigen Lemma’s beweisen lassen. Setzt man z. B. in (18.) P,(u) fir f(u)
12h () Ao

mit dem Term —
{13

ein, so beginnt die Entwicklung von (u*—
Bedenkt man nun, dafs man setzen kann
(w@—1)P,(u) = aP, (u)+ 0P, _(u)+cP,_s(u)+ -,
so folgt aus unserm Lemma, dafs auf der rechten Seite alle Coefficienten, mit
Ausnahme von ¢ und b, verschwinden. Die Bestimmung der Constanten « und
b hat keine Schwierigkeiten. — Zur Herleitung der Gleichungen (29.) hat
man nur (26.) mit » zu multipliciren, und ganz édhnliche Betrachtungen anzu-
stellen. Diese Gleichungen stimmen iibrigens im Wesentlichen mit denen iber-
ein, deren sich G'aufs in den artt. 17, und 18. seiner Abhandlung bedient.

Differentiirt man die Gleichung (28.), so folgt wegen (19.)
P, (u)—P, ,(u) = (2n4-1)P,(u),
also auch
‘ P, (u)—-P,_;(u) = (2'3“-3) P, ,(u),

u. s. f., woraus durch Addition
(30-) Pr'n+l () = (2”+1)Pn (")'l"’(?n -;S)Pn—Q (“)‘}"(2” _'7) Pn-4(“)+ e
folgt. Vermoge dieser Formel geht die Gleichung (24.) in folgende iiber:
@31)  Z(w=1)ID)—a@+ 1)U
+4 {(2"' “1)' n—1 +(2“ - 6)Pn-—3 +(2nu 99PR—S+ i 'I} == 0,
9*
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Um nun zur Bestimmung von R, (u) iberzugehen, bemerke man, dafs die
Gleichung (26.) durch Aenderung des Vorzeichens von # und nachfolgende
Multiplication mit (—1)"™" folgende Gestalt annimmt:

1
P,w)lgttt — (—1y+ 0, (— )+ (—1)~ B, (—w),
woraus durch Vergleichung mit (26.) R,(—u)=(—1)"'R,(u) folgt. Da

somit R,(u) nur die Potenzen "', u"~%, u"~® etc. enthalten kann, so hat es
die Form
R, () = aP,_,(u)+a;P,_s(u)+a;P,_ (u)+----
Setzt man dies in (31.) fir U ein, so folgt:
0 = aq[n—1)n—nnt1)]P,_ ;4 a[(n—3)(n—2)—n(n41)]P,_,

+a[(n—3)(n—6)—nm{1)]P,_+---
+4Rn—-9)P,_, 4.,
und hieraus
2n—1 2n—>5 2n—9
(ll—-—z—n—, a3=23(—"___—17, a5=2g(7—’_—_-2—), u. S. w,

Damit sind die verlangten Funktionen f, fi, /> vollstindig bestimmt;
es ist namlich:
o (1> —1)

f(uw) =Pn<u>=——,m;;,
fw=Rw=2{3=1P w4 2=2p,
(32.) + o Pus(w)f -+,
fi(w)= 0, ()= P,(w)g" Lt _ R, (u)— [ Prlx)x
9T 2412542, 254 1

= 2511.25F3...2sF2nF1 wntitl

Den allgemeinen Ausdruck der Funktion P,(u) hat Gaufs in seiner Abhand-
lung gegeben, doch rihrt die elegante, obenstehende Form derselben von
Jacobi her. Auch findet man bei Gaufs den Ausdruck von Q,(u) sowohl
in Form einer hypergeometrischen Reihe, wie in seiner Reduction auf einen
algebraischen und einen transcendenten Theil.

Obgleich auf diese Weise die Coefficienten in der Gleichung (6.) ex-
plicite. dargestellt sind, so giebt es doch mit Riicksicht darauf, dafs in den
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Grofsen ’];‘,Ll dort fiir % nur solche Werthe zu substituiren sind, welche f(u)
verschwinden machen, noch einfachere Darstellungsweisen fiir dieselben. Aus
den Gleichungen

2 (w—1)P{w) = n(n}1)P,(w),
2 (W=D R() = n(n+1)R, @)~ 4P)(w)
folgt durch Elimination von n(n--1):
' 9 '
P, 2 (@—1)R)—R. 5 (w—1)P))+ 4P, P, =
und hieraus durch theilweise Integration

(w@—1)(P,R! — R,P!)1 2P — a.

Fir u =1 ergiebt sich hieraus a =2, also ist identisch

33) P, (WRI(w)— R, (w) Pi(w)} -+ P2 (u) =

mithin fir alle Werthe von #, fir welche P,(u) =0 ist:

1—ut

(34) —S-P.(w)R,(u) = 1.
Daraus folgt fir die nimlichen Werthe von u:

f,(u) - Rn(u) i——u 2 2 .
(35.) f(w) = P;(u) 2 ( (1)) 1——u2)(P,'l(u)):

Die erste dieser Darstellungen ist von Gaufs gegeben; die zweite dagegen

hat den Vorzug, dafs sie die Berechnung der Coefficienten M blofs von

f'(w)
der Funktion P)(u) abhingig macht, deren numerischer Werth bei der Auf-
losung der Gleichung P,(u)=0 gleichzeitig mit der Wurzel u bestimmt wird.

Sind @,, @, ... a, die Wurzeln der Gleichung P, (u) =0, so ist

.3.5...2n—
36) P.w) = “ip (w—a)u—a)...(u—a,),

folglich nach der zweiten Darstellungsweise

1.2.3.
(37.) f;(al) — 2(1 2n—1)
' f'(a,) (1-a1)(1+al)[(a1—ag)(al—as) - (a,—a)]*’
so dafs simmtliche Coefficienten in einfache, leicht zu bildende Faktoren zer-
legt sind. Ich bemerke noch folgende Formeln, welche sich unter der Vor-
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aussetzung, dafs P,(u) =0 sei, aus (28.) und (29.) leicht ergeben:
38) (I—w)Pw) = nP,,(w) = — ()P, (u),
L R(A—u®) 2 (1—w?)

. (39.) ;:'(u) = P._i(w)* (1) Pui ()
Diese Ausdriicke treten durch Auflosung in lineare Faktoren in eine interessante
Beziehung zum Produkte

R.(a) R.(a,) R, (an)

Pla) Pi(a)  Pl(an)

Dies vorangeschickt haben wir das Resultat, dafs, wenn F'(x) eine

rationale ganze Funktion von @ ist, welche den (2m —1)"*" Grad nicht iber-
schreitet, man die streng richtige Gleichung hat
40y [ F@iox = GO F@) g Fa) 44 g Fa,)
1 P,
Liafst sich ferner F'(x) in eine nach posxllven ganzen Potenzen von z fort-
schreitende Reihe entwickeln, welche fir alle zwischen —1 und 1 liegenden
Werthe von « so stark convergirt, dafs man die Reihe, ohne ihren Werth
merklich zu é&ndern, auf ihre 2n ersten Glieder reduciren kann, so gilt die
Formel (40.) wieder ohne merklichen Fehler. Dasselbe gilt, wenn man ver-
moge der besondern Beschaffenheit von F'(x) alle auf das 2n'° folgenden
Glieder in den sogenannten Rest der Reihe vereinigen mufs, wofern nur
dieser Rest gegen F'(x) vernachlissigt werden darf.

Um hiervon eine Anwendung zu geben, werde ich die Interpolations-
formel (2.) fir den Fall, wo die Grofsen «,, @,, ... @, die Wurzeln der
Gleichung P,(u) =0 sind, in eine andere Form bringen. Ich erinnere zu
dem Zwecke an die bekannten Formeln

S PP @)w=0, [P, (2)P(2)00 = g;%’

von denen sich die erstere eus der Betrachtung des Produktes P,,(u) Q..p(u)
unter Anwendung der Gleichung (14.) leicht ergiebt. — Ist nun u+4»<<2n
und auch 2v <2n, so mufs man mittelst der Formel (40.) den genauen Werth
dieser Integrale erhalten, und es ist somit

41) =P, (a)P (a)

Pn()
, R, (a) 2
#2) EP,@P,@ 52 = 5y

wo die Summen sich auf die Werthe @==a,, @y, +. 8, bezichen. Will man
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jelzt die Funktion F'(x) durch eine Funktion f(z) vom (n—1)*" Grade er-
setzen, welche mit ihr fir die Werthe = a,, a,, ... @, ibereinstimmen soll,
so kann man selzen
f(x) = BPy(x)+ 3, Pi(x)+ . Py() -+ 3,1 P,y (),
und hat zur Bestimmung der Coefficienten 3, 3, ... f3,_; die Gleichungen
F(“L) = ﬂpo(al)‘{“ﬁ: 1(“1)"! ﬂz 2(”1)+ +/3n—1Pn—1(a1)
F(a2) = ﬂRJ(a2)+ﬂ1 1(‘52)‘}‘/5‘2 2(“2)"” _l—ﬁn—-l 1(“2)

F(an) = /}l)()(an)—]_[}’.l l(an)+/)lp2(an)+ +ﬁu~—l n-—l(an)
Multiplicirt man diese der Reihe nach mit
n R,. (a ) Ru (an)
Pa) -4, P, L, Pt
R T R T “) Bl
und addirt, so fallen wegen (41.) alle 3 weg, deren Index von v verschieden
ist: da hingegen nach (42.) der Coefficient von (3, gleich 3 +1 ist, so folgt
n(a)
(a)
wo die Summe wie oben zu interpreliren ist: Dle so bestimmtie Funktion f(x)

ist mit der durch die Gleichung (2.) definirten ¢ (x) identisch, da beides
rationale ganze Funktionen (»—1)" Grades sind, welche fir » Werthe von

o mit einander ibereinstimmen. Es ist also

b, = 2H=FWP, W5

._.n— 2 1 .
43) g@) =2 2 P@IF@P@5.
Ist F'(x) eine ganze Funktlon (n—1)*" Grades, so fillt diese Formel mit der
bekannten Entwicklung zusammen. Setzt man z. B. F(x) = I_‘%Ty,.(y),
so ist ¢ (x) = F'(x), ferner F'(a,) = "(y ) = mithin
_ wH P, (a) R,,(a)
ﬂv - 2 Pn(y)zy_apr( "')
. 2”""1 "(a) Pn()’) Epv(y)—Pv(a) R.(a) .
— 2 {Py( ) P()}’ n(y) y—a P,',(a)

In diesem Ausdrucke ist die erste Summe gleich BR,(y); die andere kann, da

-————-—V(}z x”(x) eine ganze Funktion von a« ist, welche den 2n'" Grad nicht

erreicht, nach (40.) durch das Integral / Maw = ,,(y) ersetat
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werden. Folglich ist

ﬁy""“

2v+1

(P,(y)B.(y)— P,(y)R, ()

und

Pn '—Pn nl2 1
P@=Py) _ S "+ {P,()R,(y)— P.(y) R, (y)} P, ().

r—y 0

Setzt man hier Zz und #y statt  und y, so iiberzeugt man sich leicht,
dafs (3, hochstens vom (m—» —1)*" Grade sein kann.

Die erzeugende Funktion der Ausdriicke
Hm == n(u>Rn+m(u)_Pn+m(u)Rn(u)ﬂ
niamlich » = ST, 2™, geniigt der Differentialgleichung
0

(1—2ux+2*) ag;v + (@ —uwav = 2z,

wie man durch Substitution der Reihe fir v mittelst (29.) leicht verifizirt;

und es findet sich
2 x x"ox

v = Y (1—2uz+2%) J YA—2urF2%

Daraus ergiebt sich
., 95 Py (u) Pu—s (1)

= Y TafsFt
also wenn v < n:
P,R,— PR, — 2”—2’,‘-1 Y ——
o T 0 v+s+1

wodurch die oben nachgewiesene Reduktion bewerkstelligt ist.

Eine interessantere, auch in der Folge niitzliche Anwendung von (43.)
ist folgende. Setzt man in dieser Formel

F(a) = 3 L@Pa)=P ) Psia)

r—y

so erhalt man wieder ¢(x) = F(x), da letztere Funktion in Bezug auf x
ganz und vom (n—1)"*" Grade ist. Es ist aber
F(a,) = -'é‘-..______P”(J’)P"—*(“_*)_,

Y —as

folglich

__ n 2v+1 o Pu(y) Py(a)Pss(a)Ra(a) |
Br= 373 Ey—a P.(a)
Aus (38.) und (34.) folgt weiter

(1—a)P,(a)=nP, ,(a), (1—a)P,(a)R,(a)=nP, (a)R.(s)=2,
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mithin
B, — 21;}-1 zfiy;z II)’:,Ea) 21/-}-1
" (@)

P,(y).
Es ist daher identisch

n P(@) Pua () —Pa() P (@) __ =2 21/—[—1
44) < —y = = P,(z)P,(y),

wie man auch durch Multiplication mit = —1y und Anwendung von (29.)
verificiren kann.

3.
Sei jetzt, um zu dem in 1. angedeuteten allgemeinen Falle iiberzu-
gehen, f(u) eine Funktion vom (m-}n)** Grade, welche die Eigenschaft hat,
w1 . 1 1 1

dafs aus der Entwicklung von f(u) lgu_1 die Terme h TEe cee g Weg-

fallen, und sei wie friher

seien ferner a,, a,, ... a,,, d1e Wurzeln der Gleichung f(u)=0, so giebt
der Ausdruck

2) 0= S‘E 1@ pig)
Z Fla)

im Allgemeinen einen geniiherten Werth des Integrals / 1F(.z') Ox, wihrend

er diesen Werth genau darstellt, so oft F'(x) eine ganz; Funktion ist, welche
den (2m--n—1)* Grad nicht ibersteigt.

Zur Bestimmung der Funktion f(u) bietet sich zunachst ein Weg dar
durch die Gleichungen 1. (14.), (15.), denen zufolge die erwihnte Eigen-
schaft von f(u) durch die Gleichungen

3) / f(x)dx =0, f f@zoz=0, ... [f@)at6z=0

bedingt wird.

Da diese Gleichungen nach dem in art. 2 Eingangs Bemerkten von
einander unabhéngig sind, so lassen sich aus ihnen m Coefficienten von f(u)
durch die ubrigen (n4-1) ausdricken. Geht man also auf die Wurzeln von
f(u) zurick, so sind durch die Gleichungen (3.) m dieser Wurzeln durch
die ibrigen n auf eine einzige Weise bestimmt; letztere dagegen bleiben
vollkommen willkirlich. Genau gesprochen besteht also die vorliegende Auf-
gabe darin, dafs man diejenige Funktion f(#) vom (n-}-m)*" Grade bestimmen

Journal fiir Mathematik Bd. LV. Heft 1. 10
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soll, welche den Gleichungen (3.) Geniige leistet, und fiir gegebene n Werthe
von u verschwindet. Zugleich ist ersichtlich, dafs diese Aufgabe stets eine,
und nur eine einzige Losung zuléfst.

Gegenwirtige Methode gewihrt demnach die Moglichkeit, bei der an-
genahrten Integration einer gegebenen Funklion alle Vortheile zu vereinigen,
welche einerseits aus der Beriicksichtigung des numerischen Verlaufs dieser
Funktion, und andererseits aus der Anwendung der Gaufsischen Methode ent-
springen konnen. Man wird namlich jene n willkirlichen Wurzeln so waihlen,
dafs fir sie die Funktion F'(x) besonders einfache, oder auch solche Werthe
annimmt, von denen ein grofser Einflufs auf den Werth des gesuchten Inte-
grals zu erwarten ist.

Man kann aber auch in den Fall kommen, dafs der analytische Aus-
druck von F'(z) unbekannt ist, wahrend die Werthe F'(a,), F(a,), ... F'(a,)
beispielsweise durch Beobachtungen bestimmt worden sind. Kann man es
alsdann dahin bringen, auch noch die Werthe von F'(x) fir die dbrigen Wur-
zeln der Gleichung f(x)=0 zu bestimmen, so gewihrt die Formel (2.),
abgesehen von den Beobachtungsfehlern, einen hohern Grad von Genauigkeit,
als sich mit jenen n und irgend welchen andern m Zwischenwerthen im All-
gemeinen wiirde erreichen lassen.

Seien also @,, @,, ... a, die gegebenen Wurzeln von f(x), und

1) y=(@—a)(r—a,)...(x—a,),
so kann man setzen

() f@) = y(dua | A 2" o+ AT).
Setzt man ferner
1
(6') yar:‘&x = Y,
/

so gehen die Gleichungen (3.) in folgende iiber:
0=A4,Y,}4.Y, ,+...A7Y,
0 A, Y,,,H—{—A' Y, + —|~A("’)Y1

I

0= ,,.._l—l—A’ Km-z+ A‘")Ym_u

und hieraus ergiebt sich, wenn Yy, ¥z, .. . . Y. die Werthe von y fir
& == &y, &3y ... T,, vorstellen, und man von einem conslanten Faktor absieht

(7)) (@) = v/ OyysYal@— @) (@ — ). (T~ 2,)
-1 Iz, %y ... ®,) 23 . .. T2 02,02, ... O,
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wo II(x,y&yy...x,) = (Ty—&,) (03— &) (X3 — 2,)... ist. Ist 2,y &y, ... 2,
irgend eine Permutation der Zahlen 1, 2, ... m, so ist dies auch gleich

tm) .
)’f "y Y Y@ —2)(@—2) .. (T—,)
—4 II(z;, @iy ... @ )2} @} Lo 27702, 0@ ... O,

Bringt man aber in I7 die Indices wieder in die frihere Ordnung, so erhilt
z%, o}, ... 7" dasselbe Vorzeichen, welches es in der Determinante
S+alxy...apt = (2, 20y...2,)
hat. Folglich ist auch
(8) I'(m+1).f(z)
"'".')"/.( )}’ Yoo Yu(Z—Z) L —T2) oo (B—Z ) [IT (@13 T3 5 oes T, )] 021 0T5... 0T,

Dies ist der allgemeine Ausdruck der Funktion f(x), und es steht seiner
Anwendung nichts im Wege, als die zahlreichen und unbequemen Integratio-
nen, welche er involvirt. Ich werde daher fir einige besondere Fille seine
entwickelte Form hersetzen. Es ist fir
m=0 flz)=y
m=1 flx)=y{aY¥,—Y,}
m=2 f(x)=y{[Y}-Y,Y,]—[Y,Y,— Y, Y]+ [¥;— Y, Y]}
) {m=3 [(@) =y P [NI— T,V ;¥ V,V,¥} ;¥ Y, V,Y]]
—‘”2[ YY,— EI/?’f' Y,Y,Y,—Y\Y, YH‘ Y!Y.—Y Y, Y]
+W[Y0R—KJY3Y5+Y;Y212_Y1Y3K+ Y. Y;—-Y;Y.]
—[¥3-YY.Y Y, Y;—-Y, Y, Y 1YY, —Y Y,Y]}
ete. etc.
Fir gewisse Anwendungen ist es nothig, die Gleichung (2.) in eine
andere Form zu bringen. Sei
y =(z—a)(z—a)...(x—a,) = A(®),
f@) = yB(@) = yA,(x—b)(x—b).. (x—0b,),
so dafs die Grofsen 4,, b,, ... b, mit den friher durch @,y G,12y «.. G,
bezeichneten zusammenfallen. Sei ferner
F(a) A(.z-)

10)  ¢(@) = =g 370,

< F@ A(x)B@) F() A(z)B(z)
1) y@ == A@) (r—a)B(a) +EB'(0) (x—b)4(b)°

so ist die rechte Seite von (2.) nichts anderes als das von &= —1 bis
10%
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x =1 genommene Integral von y(x). Man kann aber diese Funktion auch
in die Form

— F(b)—o(b) A(x)B(x)
bringen, indem beide Ausdricke fir v =a,, a,, ... a,, b,, b,, ... b, mit
F'(x) ubereinstimmen, und somit als Funktionen des (n-m —1)* Grades
identisch sein miissen. Dies festgestellt, erhalten wir stait der Gleichung (2.)
folgende: 4

,(a) Fb)—o(b) [*d(x)B(x)

13) 2= A'( )F( )+2A(b)B'(b) o oz,

welche fir die Anwendung gegenwirtiger Methode einen neuen Gesichtspunkt
darbietet. Betrachtet man némlich

A,
/ p(x)ie = =T—— A,((a)) F(a)
als erste Anniherung an den Werth von / F'(x)0x, so stellt sich der Ausdruck
-1

_ s Fb)—e@®) ['4(x)B(x)
4=2= A0B®) J ~a—b oz

als die Correction dar, welche man an jener anzubringen hat, um einen ge-
nauern Werth zu erhalten.

So aufgefafst kommt also unsere Methode darauf hinaus, die Wurzeln
b,, b,, ... b, so auszuwihlen, dafs die mittelst derselben berechnete Cor-
rection 4 eine hohere Genauigkeit erreicht, als sich im Allgemeinen mittelst
irgend welcher anderer m Wurzeln wiirde erzielen lassen. ’

Ist & der bei der Integration von z° begangene Fehler, so hat man

nach art. 1 A" =k =...= ki, =0,
kg':;)-a-n g::-nu f 2 (u) 1 / m-+8 o
WAt +u2m+n+2 +' = fw f(u) < um+8+1 " f(x) oz,
also .
(m) umtt 2(“) — __!_ ! m
k‘lm+n _”llmw f(u) - Am_[ & f(-’l:‘) al‘.
um+n
Aus (7.) folgt aber weiter, dafs
1
/ z"f(x)ox
= 3

. .
(m+1) ’
=/ Y1Y2e e Ymp1 H(@'l, Lrge0e wm“).’nng...wﬁ“aw, 3&‘2...3.@,,,“

-1
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der Coefficient der hochsten Potenz von z in

Y/l(m+l)Y1Y2' Yuit( —T)(T =) (T — Tpy)

=1 (@ Ty Ly ) XL Xy X 0F1 05 OF 10

also nach der Bezeichnung der Formel (5.) gleich A,,, ist. Folglich hat
man allgemein

(m) A,
k2m+u = A::17
also z. B.
Y, Y, Y,
Y, ¥, Y, Y, ¥,
Y, T Y. Y, Y,
B = Y,, 2 == -f'ﬁ"—, kle = Y AR
Y, Y,
4.

Obgleich die Entwicklungen des vorigen art. fir alle in der Praxis
vorkommenden Fille ausreichen diirften, so werde ich doch eine zweite Her-
leitung derselben nicht iibergehen, da die gesuchten Ausdricke auf einem
andern Wege eine vollkommnere Gestalt annehmen.

Ist f(x) eine ganze Funklion vom (n-m)* Grade, so kann man
stets setzen

f(.’L‘) = APn+m($)+A1Pn+M~I($)+ e "I" An+m-1pl(w)+ An+mpﬂ($)°

Sollen nun aus der Entwicklung von f(ar:)lg + die Terme %, ;1-5, -;1;

ausfallen, so sieht man aus den friher entwwkelten Eigenschaften der Funktio-
nen P, dafs f(x) die Funktionen P,, P,, ... P,_, nicht enthalten darf, und
es ist daher der allgemeinste Ausdruck der Funktion (z-}m)* Grades, welche
jener Bedingung geniigt, dieser:

f(.’L‘) = APn+m(w>+A1Pn+m-l($)+ tee +A,,P,,,(.’L').

Diese Funktion soll ferner fir x =a,, a,, ... @, verschwinden. Wenn man
daher von einem willkiirlichen constanten Fakior absieht, so erhilt man

1) flx) ==+ Pn+m($zpn+m-l(al)Pn+m—é (@)...P.(a.),
und es handelt sich darum, diese Determinante durch das Produkt
(—a)(x—a)...(x—a,)
wirklich zu dividiren. Fir n=1 gelingt dies mittelst der Formel (44.)



78 5. Christoffel, die Gaufsische Quadratur und deren Verallgemeinerung.

art. 2. Setzt man namlich dort m-}-1 stalt n und @, stait y, so ergiebt sich

Pyy1(2) Pn(#)—Pn(2) Ppyi(a) 2 2m+1 ’”211-[—1
) = r—a, + - 2m+1 m+1 2 P, (z)P,(a).

Ich werde jetzt einen Hiilfssatz beibringen, durch welchen man von vorstehen-

der Formel zur Division der Gleichung (1.) durch den Ausdruck
(z—a)(x—a)...(x—a,)

gelangen kann.

Bezeichnet man die in (1.) rechts stehende Determinante durch 4, so
bilde man die Funktion

Pini(a )"‘—“‘ad Py (a) 55— 94
(3-) U = ' ap”+"‘( ) " * 6Pn+m(a2 _!_
(r—a,) (x—a,)...(x—a,) | (xr—a)...(x—a.) (x—a,)
od
P, n1(as) TPrn(a)
(x—a)(x—a,)...(x—n-1)’
also

(r—a)(z—a)...(e—a,) U

= (z—ay) P,.+,.._1(al)3p——(ﬂ+(‘4c @) Prins (@) 55, oy aP - (ag) L

o4
T @—a)Poyni(a) 5p_ Ty

Nun ist nach den bekannten Eigenschaften der Determinanten

o4
P, ..(z) BP )’l" Pn+m-1 (@) =p—— ap (@) + + P”""”‘“ (@) 5Py OP,im(as) =0,

mithin vorstehendes gleich

A
{2 Prns (@) 5 Pfi St O P (@) gy Pi Lt -

Transformirt man hier die Fakioren der Partialdeterminanten mittelst der
Formel (29. art. 2)

—1
upn+m—1(u) = —27,—:'_:12-',%”':'{ ,,+,,,(u)-l- 2:_-::;7:" 1 Pn+m——2(u)’

so zerstoren sich alle Glieder, welche Fakioren von der Form

—1
é:;i_}__%:i P n4m=—2 (“)

erhalten, und dieser Ausdruck ergiebt sich gleich

n+tm ntm
"2n+2m—1{ ”+m(‘”)ap (m) +P"‘““(a’)6P+ (a‘)+ }““'2n+2m—1"'
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Daraus folgt die Formel
A __2n42m—1
(4) (.z‘-——ai)(x——a,)...(x—-an) j:—{—m 0.
a4
OP, n(as)
aber eine Ordnung niedriger sind, so reducirt sich durch (4.) die Herstellung
des Quotienten zur Linken auf die von » andern Quotienten derselben Gat-
tung, in denen Zihler und Nenner um eine Ordnung niedriger sind.

Mittelst der Formeln (2.) und (4.) erhédlt man

2+ P2 (%) Pryi(a,) Pm(a,)
(x—a1)(x_'“2)

Da die partiellen Determinanten von derselben Art wie 4 selber,

omt-3 S+Pyy1(x) Pola, 4 Pt (2) P (4,
= —-n’:.zizg 1 (@) ——= ;iiz (a)__ 1 (@) =1 ;i.z)l (a)}
2 2m4+-1.2m+3 = 2v+1
= 2mf1 Ziimﬂzl—_; ? p P,(2)=Z+P,,.(a)P,(a).

Ebenso ergiebt sich
ZiPm'l'?’ (.Z‘) Pm+2 (ai)Pm+l(a2)Pm(a3)
(x—a)(x—a,)(r—a,)

2+ Pm+2 (1‘) Pm+1(a2) Pm(aq) __l_ ( )2+Pm+2 (x)Pm+l(a3)Pm(a,)
(& —a,)(x—a,) iR (x—a;)(x—a,)
2+ Poyo(x) Prir(a,) Pu(a,)
+Pm+2( 3) w_a)(x_az) }
2 _ 2 1.2m4-3.2m+5 2 2 1
Man kann auf diese Weise fortfahren, und es hat nicht die geringste
Schwierigkeit, durch Induktion folgende allgemeine Formel nachzuweisen:
(5‘) f(x) = 2:-’- Pm-{-n(a")Pm-{—n-—l(al) e Pm (an) X
2 2m+41.2m+3... 2m+2n—1
= 2mi1’ m41.m+42 ... m+4n

2v+1 P(x)=+P,,,(a).. P,.(a._)P,a,).

0
Es ergiebt sich ferner unter Bexbehaltung der frihern Bezeichnung

(6 i) = =+ R, (&) Poiss(@). .. Pu(a,),
<o fz(w) = 2t Qm-i—n () Pm+n—1 (@) ... Pm(an)a

welche Determinanten durch Permutation der an den Funktionalzeichen be-
findlichen Indices zu bilden sind.

— 2m+ 5 { Pm+2 (@,)

(z—a)(x—a)...(x—a,)




80 8. Christoffel, die Gaufsische Quadratur und deren Verallgemeinerung.

Setzt man zur Abkiirzung
=+ Pm-l-n—-l (ay) Pm+n—2(a2) oo pm(an) = U,,
so erhdlt man fir den bei der Integration von z?** begangenen Fehler A,
welcher mit dem in art. 3 bestimmten identisch sein mufs, in folgender Weise
einen neuen Ausdruck. Da namlich nach art. 1

. (m) AR
L?m-}-n + 2m+n+1 + R f2 (u)

w2mt n+1 w2mtnt2 f(“)
ist, so folgt, dafs k{n,, die Grinze ist, welcher sich
df (x)
Wt O (1 )3 gfzx;
x
P,in (u)————-8 Pon(®)
mit wachsendem wu nahert. Man erhilt
of(x)
@) P - 2. 1.2...m ) 1.2..m+n  dPn(x)
) min T 2m4-1 1.3..2m—1 1.3..2m420—1 _ Of (@)
0 Prin()
—_ ( 1)1; i 2 .m 1 2 m-[-n ﬂm-{-l.
— 2m-|-1 ‘1.3...2m—1 1.3.. 2m+2n—1 U,

1.2...¢
durch 7,, und setzt vorstehenden Ausdruck dem in art. 3 gefundenen gleich,

so folgt:

Bezeichnet man den Coefficienten von z* in P,(«x), némlich

Ania — 2(—1)n Wit
Am (2m+1)7’m7m+n N °
mithin
Aoty i 1.
A, 1.2...2m—1 2,0, «« Vmet-Va¥nttee Ymin—a Y,

Es ist ferner A,=1, und wie sich leicht findet

f ] l. h g (—1)%"("_1)7071 .e 07”_1 H(al 9 ag, see a") 9
olglic ,
—{)kCmtn—0 1.2,
(8) A, = =D om m?’o?’x---?’w?’u?’l o -%»4,»—1”(“13“2 yoer )4,

Setzt man in diese Gleichung die Ausdricke fir %, und 1.2...mA4, ein,
-indem man letztern aus art. 3 (8.) entnimmt, so folgt

2_": Pm+n—l (a.l) L Pm(an)
7071 . 71»-7()71 DR 7’,,.+,._III(01, ag, e a,,)
/l(m)yly,...y,,,[ﬂ(w,, Ty ... 2,)]°02,0,... 0z,

-1

(._i )gn(2m+n—1)
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Dehnt man diese Formel auf n{1 Argumente z, a,, ... @, aus, so ergiebt sich
(9') Zipm-l-n(w) Pm+n—l (al) R Pm(an)
(_1)§n(2m+n-—l)
= T gmYol1e e Yme Vo)1 e VYondL(@ry . o« @, @)
1"}
¢ )ylyg...ym(a:—xl) (x—z,)...(x—2,) [ I (x,,...¢,) [0z, 02,...Oz,,
~1

wodurch der Zusammenhang zwischen den Formeln des gegenwirligen und
des vorigen art. dargelegt ist. ' '

Ich werde jetzt noch einen dritten Ausdruck fir f(x) herleiten, der
ebenfalls eigenthiimlicher Natur ist. Integrirt man die Gleichung (1.) mmal
hinter einander nach « von —1 bis «, ebenso mmal nach a,, a,, ... a, von
—1 bis a,, —1 bis @, ... —1 bis a,, und wendet dann in jedem Term
der Determinante den Jacobischen Satz .

* (m) m m L (n—m-1) 0" P,(x)
[ P, (z)0z" = (a°—1) T'(n+m -|—’1) ox™

an, so erhilt man

| f T et ) £ (O By . . Oa,)”

—1

= =+ / ™ P, () axm/ “OP,, i (@)0ar... [P, (a)da;

-1

ror®)...rn+41) )
= T@mtiIent?). Tentm [(&*—1)(@—1)...(a—1)]
2+ P(+m( ) +m_1 (al) P’f‘m) (a") .

In dieser Determinante kann man aber zufolge eines bekannten Satzes alle
Elemente auf ihren ersten Term reduciren. Schreibt man darauf die gemein-
samen Faktoren aller Elemente derselben Verlikalreihen heraus, so ergiebt
sich vorstehendes

= ¢[(x*—1)(ai—1)... (@ —1)]"=tz"ai"...a

= c[(z"—1)(ai—1)... (@ —1)]"I1(a,, 8, 15...Q1,T),
wo zur Abkirzung gesetzl ist

¢ — 1 . (2m), @m+-2), (2m+-4), . . . @m+-2n)s

— RrTm+OI mymd1),(m+2), ... (mFn) O

und w, wie iblich den Coefficienten von z” in der Entwicklung von (1+4-z)*
bezeichnet. Es ist demnach auch

(10) =+P, n(@)P,,us(@)...P.(a,)

= *@woa 59:(—“53«—)5 {[(@—1)(@i—1)...(d, —D)]" 1(a,, 8, ... 81, D)},
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bder wenn man

amn
A1) Gege ey
setzt:

{[(ai—1)(a3—1).. . (@:—1)1"II(a,, 8, y... 01, 2)} =V

Gm(xi—i)’m_lf‘
ox™

Ist nun der Ausdrnck V reell oder so beschaffen, dafs er durch Multi-
plication mit einer constanten Grofse reell gemacht werden kann, so schliefst
man aus dieser Gleichung nach bekannlen Methoden, dafs zum Mindesten m
Waurzeln der Gleichung f(x) =0 reell und zwischen den Grinzen — 1 und
+1 gelegen sein miissen. Sind also z. B. die gegebenen n Wurzeln
@, @&, ... a, reell und aufserhalb jener Grinzen belegen, so missen die
ibrigen m Wurzeln echte Briche sein. — Sind ferner alle Wurzeln der Glei-
chung ¥V =0 reell, so sind es auch alle Wurzeln der Gleichung f(x)=0,
und die Anzahl der aufserhalb der Grinzen —1 und 1 liegenden Wurzeln
ist in beiden dieselbe.

Hieraus ist es ersichtlich, dafs man gegenwirtiges Verfahren zur an-
gendherten Integration von F'(x) mit grofsem Vortheil z. B. dann wird an-
wenden konnen, wenn sich F'(x) fir n bestimmte, aufserhalb des Integrations-
intervalls, und fir beliebig viele innerhalb desselben willkiirlich vertheilte
Werthe von x annihernd oder genau ermitteln lafst *).

12) =xP,.. ()P, . (a)...P,(a,) = ¢

*) Wihrend die vorstehende Abhandlung des Herrn Christoffel bereits dem Druck
iibergeben war, kam der Redaktion dieser Zeitschrift eine von Herrn C. Gustav Bauer
in Miinchen verfafste und als Habilitationsschrift besonders herausgegebene Abhandlung
,,Von den Integralen gewisser Differentialgleichungen, welche in der Theorie der An-
ziehung vorkommen” durch die Giite des Herrn Verfassers zu. Von den Laplaceschen
Kugelfunktionen ausgehend beschiftigt sich dieselbe mit den nimlichen Funktionen P,
0, R, welche in der Christoffelschen Arbeit eine so wesentliche Rolle spielen, und in
einem Anhang enthilt sie die Anwendung jener Funktionen auf die Gauwfsische mecha-
nische Quadratur. Bei so naher Beriihrung des Gegenstandes der Untersuchung konnte
es nicht fehlen, dafs die beiden gelehrten Herrn Verfasser, trotz der Verschiedenheil ihrer
Ausgangspunkte und Methoden, doch in. einigen ihrer Ergebnisse zusammentrafen. Zu
diesen gehort die schone in Gleichung (32.), pag. 68 enthalte Entwicklung der Funktio-
nen R, welche indessen Herr Christoffel bereits in seiner 1856 hier erschienenen In-
augural - Dissertation ,,De motu permanenti electricitatis” pag. 53 veroffentlicht hat. B




