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Ueber die Transformation der homogenen Dif-
ferentialausdriicke zweiten Grades.
(Von Herrn E. B. Christoffel in Ziirich.)

1.
Fﬁhrt man in den Differentialausdruck
F= 3w, 0x;0x; i,k=1,2,...n,
in welchem die Coefficienten w beliebige Functionen der von einander un-
abhéngigen Variabeln x,, «,, ... x, sind, statt der letztern ein System von
einander unabhingiger Functionen der neuen Variabeln x;, @y, ... «, ein, so
geht F in einen neuen Differentialausdruck
F' = Zw,, Oz, 0x;

iiber, welcher dem urspriinglichen vermoge der ausgefiihrten Substitution
gleich ist.

Sind umgekehrt die beiden Differentialausdricke F und F' gegeben,
so kann man sich die Frage vorlegen, welche Bedingungen erforderlich sind,
damit der eine in den andern transformirt werden konne, und falls dies moglich
ist, welche Substitutionen die verlangte Transformation leisten. 4

Wir bezeichnen fir diese Untersuchung die Substitutionsdeterminante
und die Determinanten von F und F’ wie folgt:

oz, Oz, OTy,

=+ — - =r
- da;, Og, oz, ’

Zi wll w22 e wnn = E’

=+ wlu Wy - w:m = E'

Dann findet, wie aus der algebraischen Invariantentheorie bekannt ist, eine und
auch nur eine Transformationsbedingung
E' = rE

statt, und diese wiirde auch fir den vorliegenden Fall ausreichen, wenn die
Coefficienten w von F und die Elemente von r constant wiren. Im gegen-
wirtigen Falle miissen jedoch noch andere Bedingungen erfiillt sein, da nicht
jedes System linearer und homogener Functionen von dz,, Oz, ... Oz,,
welches an Stelle von Oz,, 0z, Ox, gesetzt F in F' uberfiihrt, die ge-
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stellte Aufgabe lost, sondern nur ein solches, welches den Integrabilititshe-
dingungen geniigt, damit die Ausdricke fir Ox,, Ox,, ... Oz, vollstindige
Differentiale werden.

Wenn allgemein F ein homogener Differentialausdruck von beliebiger,
und F' von derselben Ordnung ist, so finden ebenso fir die Transformation
von F in F', weil fir die Differentiale lineare Substitutionen gelten, zunachst
die aus der algebraischen Invariantentheorie entspringenden Bedingungsglei-
chungen statt, und die zugehorigen Formen liefern, wenn die Ordnung von
F grosser als 2 ist, im Allgemeinen vollig bestimmte Werthe fir die Coefficienten
in den Ausdriicken der urspringlichen Differentiale durch die neu einzufiihrenden.
Aber diese Coefficienten miissen noch den hinzugehorigen Integrabilitatshe-
dingungen unterworfen werden, wobei die Eigenschaft der zugehorigen Formen,
unmittelbar nicht die directe, sondern die transponirte Substitution zu liefern,
wesentlich in Betracht kommt (vergl. art. 10).

Vereinfachungen dieser Art finden fiir die homogenen Differentialaus-
dricke zweiten Grades nicht statt, da sich fiir dieselben aus den algebraischen
Bedingungen nur eine Invariante und eine zugehorige Form ergiebt. Ich
werde daher im Folgenden die Hilfsmittel auseinandersetzen, mittelst deren
dieser auf den verschiedensten Gebieten so wichtige Ausnahmefall sich erledigen
lasst, und bemerke nur noch, dass iber den Fall, wo F = Oz} 0x3-+ 0x; ist,
ein ausfiihrliches Werk von Herrn Lamé existirt (Théorie des coordonnées
curvilignes), wihrend die gegenwirtigen Untersuchungen urspriinglich durch
die Ausdehnung des Problems der aufeinander abwickelbaren Fliachen auf
Gebiete von » Dimensionen veranlasst worden sind. ¢

2.

Bei der Untersuchung der Bedingungen, welche fir die Moglichkeit

der Gleichung
(1) ZSwylzx;0x, = = w,dz;0x;

erforderlich sind und hinreichen, werde ich mich auf den Fall beschranken,
wo die Determinanten E und E’ dieser Differentialausdriicke nicht identisch
gleich O sind. Die neuen Variabeln 2’ werden als die unabhiingigen betrachtet
und jhre Differentiale constant angenommen.

Ersetzt man nun jedes™®w; durch O«;+Jz; und bezeichnet die den
Differentialen Jx; entsprechenden Zunahmen der urspriinglichen Variabeln z
ebenfalls durch da, so muss in (1.) allgemein dx durch O+ Ja ersetzt werden.
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Fihrt man alsdann beiderseits die Quadrate und Producte aus, so ergibt sich
nach Beseitigung tbereinstimmender Theile

Vergleicht man hier die Coefficienten von Ox,, so folgt

%‘w.-k j:' oz, = %w;kd‘w:‘,
und hieraus ‘ ,
(3.) dz;, = ﬁw‘k—gl%——g:j(fwk,

wo Eg;, in bekannter Weise die aus einer Aenderung von w,; (nicht von wy,)
entspringende Unterdeterminante von E’ bedeutet.

In der Gleichung (2.) lasse man nun jedes z' um sein Differential 0x’,
in (1.) dagegen um Jz’' wachsen, wodurch die Differentiale zur Rechten nicht
gedndert werden; dann folgt:

Swy 0’z 0z, + = 0w, 0z, 0T+ Zw, 0z, 00z, = = 0w, O, ()‘w,,,
Sdw, 0x; 0z, + 22w, 0z, 00w, = Zdw,0x, 0.
Dividirt man die zweite Gleichung durch 2 und subtrahirt sie von der vor-
angehenden, so folgt
S, 0w 0z, + = 0w, Ox;0x,— 4 =dw, 0x; 0y
= S 0w, 0r,0z;— 3 =dw, 0z, 0,.
Wird nun zur besseren Uebersicht

@ g =[5

kgl _ [gh Qo [gh gk
(5.} [k]“[k] umd '“[k]+[h]
folgt, und diecselbe Bezeichnung bei der transformirten Form benutzt, so er-
giebt sich

6) Zwadadze+Z[ ) oeomon, = 3 [V ] oa00y 0z,

gesetzt, woraus

Hier ersetze man Jzj durch seinen Werth aus (3.), wodurch die rechte Seite in

[aﬂ] oz, aa:,gE Wy %’," g:‘ oz,

iibergeht. Durch Vergleichung der Coefﬁcienten von Jz, folgt also
y 'l
?wskazm.-—}-%’[;]aw.@w, = .Zw oz, 0 ﬁz[aﬂ] Egh

aﬂh

oka/
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Diese Gleichung multiplicire ich mit —%—"— und summire iber die Werthe von k.

Wird alsdann
3% -1

® 1=

r r

gesetzt, woraus

folgt, und die gleiche Bezeichnung bei der transformirten Form angewandt, so
ergiebt sich

B\ O,
& ,-i-E{ ;3930:81:“{0’9; aw, oz, 0xp,

woraus offenbar auch rickwirts die Gleichung (6.) folgt, und es wird hier-
nach fir alle Werthe von «, 3 und r:

o', ) dx; Or, B\ ox.
(9.) oz’ 8w’+‘k(r 83; 8’ —‘F{lsé’wi'

Diese Gleichung liefert ("g-—l Gleichungen fir jedes r, also im Ganzen

n(n+1)
2

ein System von #- simultanen partiellen Differentialgleichungen zur

Bestimmung der gesuchten Substitution. Sind dieselben befriedigt, so sind
selbstverstandlich die Integrabilitatsbedingungen fiir die linearen Ausdriicke der
urspriinglichen durch die neuen Differentiale erfiillt.

Diese Gleichungen vereinfachen sich sehr betrachtlich, wenn alle Co-
efficienten w der urspriinglichen Form constant sind, indem in diesem Falle,
aber wegen (7.) und (5.) auch nur unter dieser Voraussetzung, alle Ausdricke

wt; verschwinden. Man erhilt alsdann fiir jedé urspriingliche Variable ein

System von linearen partiellen Differentialgleichungen, und fiir alle Variabeln
das ndmliche System. Das gleiche Resultat hat Herr Lamé fiir den von ihm
behandelten oben erwihnten Fall gefunden.

3.

Wenn es nicht moglich ist, die urspriinglichen Variabeln z als Functionen -

der neuen z' so zu bestimmen, dass die Gleichungen (9.) befriedigt werden,
so ist die Transformation von F in F' unmoglich, da diese Gleichungen sich

mit Nothwendigkeit ergeben, wenn die Moglichkeit dieser Transformation vor-
ausgesetzt wird.

Journal fiir Mathematik Bd. LXX. Heft 1. 7
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Sind dagegen die Gleichungen (9.) auf irgend eine Weise erfiillt, so
wirft sich die Frage auf, in wie weit sie zum Riickschlussé auf die Gleichung
(1.), d.h. auf die Formel F=F' berechtigen. Um dies zu untersuchen, fithre
man die vorausgesetzte Losung der Gleichungen (9.) in F ein, woraus

F==w,0x,0x,=F"
folgen moge. Dann handelt es sich darum, welche Beziehungen zwischen den
entsprechenden Coefficienten von F"” und F' stattfinden.

Nun sind die Gleichungen (9.) nichts anderes als eine identische Um-
formung der Gleichung (6.), aus welcher sie selbst folgen, und welche sie
auch rickwirts nach sich ziehen. Geht man aber, statt von F=F’, jetzt von
F=F" aus, so liefert die Rechnung des art. 2 statt des Ausdrucks, welcher
dort auf der rechten Seite von (6.) steht, den neuen Ausdruck

=[] ol 60a,
und dieser muss dem urspriinglichen gleich sein. Also ergiebt sich allgemein

[ahﬂ]" = [af ]’7

dwy, dw,,

Ba:;, é’a:;,
fir alle Werthe von g, &, k folgt. Die entsprechenden Coefficienten von F"
und F' unterscheiden sich demnach nur um additive Constanten. Damit diese
Constanten verschwinden, reicht es aus, dass irgend einmal F" = F' werde,
mit anderen Worten, dass dig Losung der Gleichungen (9.) den aus der Glei-
chung (1.) hervorgehenden Transformationsrelationen ‘
ox; Oz )
oz, 8:1:}3 = @ap
fir irgend ein specielles Werthesystem der neuen Variabeln Geniige leiste.
Wir haben also den Satz:

Wenn es miglich ist, die urspringlichen Variabeln x,, x,, ... x, als
Functionen der neuen Variabelp x,, x3, ... x, 0 zu bestimmen, dass das
Gleichungssystem (9.) befriedigt wird, und man unterwirft diese Functionen
noch der Anfangsbedingung, dass sie nebst ihren ersten Derivirten fir
irgend ein specielles Werthesystem der neuen Variabeln den in der Gleichung
F=F" enthaltenen Transformationsrelationen Geniige leisten, so finder diese

woraus wegen (5.)

(10) Sw,
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Transformationsrelationen und mit ihnen die Gleichung F=F' fir alle
Werthe der neuwen Variabeln statt.

Daraus folgt, dass die in (1.) enthaltenen Transformationsrelationen durch die
Gleichungen (9.) bis auf die ihnen zu entnehmende Anfangshedingung iiber-
flissig gemacht werden, sobald die letztern miteinander vertriglich sind.

Das Gleichungssystem (9.) enthdlt also, seine Moglichkeit vorausge-
setzt, bis auf die erwdihnte Anfangsbedingung die sdmmtlichen fir die
Transformation von F in F' nothwendigen und ausreichenden Bedingungen,
und ersetst hiernach gleichzeitiq die algebraischen aus (1.) hervorgehen—
den Transformationsrelationen und die hinzugehiorigen Integrabilititsbedin—
gungen.

4.

Fir die Moglichkeit der Gleichungen (9.) sind neue Integrabilititshe-
dingungen erforderlich, zu deren Herleitung wir jetzt ibergehen. Um zugleich
den Nachweis zu fithren, dass diese die Gleichungen (9.) nicht rickwirts nach
sich ziehen, betrachten wir stalt der letztern das System, welches in einer
der folgenden Gleichungen enthalten ist:

oy Ve P = (),
gt 2w = 1Tt (),

wo, wie im Folgenden allgemein, die ersten Derivirten
ox;
Oy,

gesetzt sind, wihrend wir fir die hohern Derivirten die gewohnliche Bezeich—

nung beibehalten. Aus dem Vorstehenden wird also das System (9.) erhalien,

i

:ua

indem man die Gréssen (0:;6,> alle gleich O setat.

Die in Rede stehenden Integrabilititshedingungen werden erhalten, wenn
man die erste Gleichung (9'.) nach z,, die zweite nach z; differentiirt und
die Differenz bildet, wobei die dritte Derivirte von . wegfillt. Beachtet
man, dass auch die Glieder, welche eine nach xp und a", genommene zweite
Derivirte enthalten, sich wegheben, so folgt:

7 *
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gh gé , ' \
Z[Gga:} _ai;h} ]uﬁ'uﬁu;—}-%{?: 8:0,,/ ul,é_zzpcz aw,,/ "

ghi 8wf,6x, Oz, Oxp
o) agf’g’}'] . 8 e, ' O,
- ‘1‘:[ 8.7:;, h Gm;g u;;l—%‘{a } Ba:/z;x _g{?’} (9-’1«‘;,;.’”;9
+ a(:ﬂ) _ 8(07) )
oz, 8:::;3

Daraus geht zunidchst hervor, dass die Integrabilititshedingungen fiir das
System (9'.) genau die namlichen sein werden wie fir die urspriinglichen

Gleichungen (9.), sobald die Grossen (atﬁ') dem folgenden Gleichungssystem

Geniige leisten .
IETHIGEEIHIOE

()
_ seBYrrN_ wiey (aﬂ) (ay
- 219 G-V G2 - 2
welches sich leicht in eine symmetrische Form setzen lasst.
Ich setze nun voraus, dass diese Bedingung fiir alle Werthe von r,

o, 3 und y erfillt ist. Werden alsdann in der vorangehenden Gleichung fiir
die zweiten Derivirten ihre Werthe aus (9'.) eingesetzt, so folgt:

[aigf'? 8{%) ]
ﬁ. oz Omn ugupu |
+.;":‘{Ph§ (2{«:717;5} 2{ }ugu> %%ei;“‘y(zzoiﬂ},“f—ﬁ{%h}uz"ufé)

A
of o far ,
[t e,
RPN I o)~ 3T 3 ) l)
Hier heben sich alle Gheder weg, in denen das Product aus zwei Derivirten

u vorkommt; vereinigt man die ibrigen Glieder, indem man rechts 2 mit w
vertauscht, so folgt: _

afomy  gig ,
£ (I gy

- 5B sy«

(11.)

ghs

12)
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Wir haben also das folgende Resuliat.
Das Gleichungssystem, welches aus (12.) hervorgeht, wenn fir r,
o, 3 und v alle Werthe von 1 bis n eingesetzst werden, enthdlt alle fiir
die Moglichkeit des Systems (9.) erforderlichen Integrabilititsbedingungen.
Aber es kann die Gleichungen (9.) nicht ersetzen, indem aus ihm rickwdrts
nicht diese, sondern die allgemeinern Gleichunger (9'.) folgen, in denen die
unabhdngigen Glieder (arﬂ) dem Gleichungssystem (11.) Geniige leisten.

5.

Die Gleichungen (12.) miissen fiir die weitere Untersuchung durch ein
anderes, gleichbedeutendes System ersetzt werden. Ich multiplicire fir diesen
Zweck mit w,,u5 und summire iber alle Werthe von k und r. Es ist klar,
dass die hieraus folgenden Gleichungen auch wieder zum System (12.) zurick-
fuhren, wenn man, nachdem die eben bezeichnete Summation wirklich aus-

) _Eq
oz, E
summirt und zuletzt ¢ =r setzt.

Bei der angegebenen Operation geht die Gleichung (12.), da wegen (10.)

gefihrt ist, mit multiplicirt, hierauf zuerst nach J, dann nach !

Fouuf = oy

ist, zunéchst in
Susulbulu§ S w (6{%,"} — 3{9:} +Z[{9h} {pi}_{yi“ph:])
ghik © 8%y Ro < Tk ox; oz, » p r p T

/ a{alﬂ}, 3373’ | {eb) fur)_yar) (uB)
= Sy o, T owp +§[{M}{l}_{#§{l}]
iiber, so dass die noch riickstindigen Reductionen fiir beide Seiten der Glei-
chung die namlichen sind. Nun ist nach Gleichung (7.)

| Zr'w,.kzgrh} = [g/?]s

also wird die auf der linken Seite nach r genommene Summe

%]

E1EA . . .
A e 2L s one - i),

oz, v (p) Oxp,

wenn in den beiden Summen, welche Derivirten von w enthalten, p statt r
gesetzt wird. Ferner ist nach (5.)
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-5 =01 2-[=11

und die in Rede stehende Summe wird

also

o818 o g i)

ox, oz,
Diesen Ausdruck bezeichne ich von hier ab durch (ghkhi), so dass, wenn die

Grossen ifg }, {-‘;}h} miltelst der Gleichungen (7.) weggeschafft werden,

PR R L S HONOE ),

dx,

oder wenn man die Derivirten ausfiihrt,

. wy; A’ wp 3w, oz
] (al .
(ki) =+ (g e+ ug 0w Owmidas 0w 5oy

Eup (T gi gh
=50 210D
wird. In Folge dieser Bezeichnung, welche wir auch fiir die transformirte Form

benutzen, nehmen die Integrabilititshedingungen (12.) die folgende Gestalt an:
(15.)  (adfy) = %L(gkhz)u;uzu;,u’f;

(14.)

Fir dieses System von Gleichungen gilt das namliche Resultat wie fir die
Gleichungen (12.), dass sie das vollstindige System aller zu (9.) gehorigen
Integrabilitatsbedingungen bilden, aber nicht die Gleichungen (9.), sondern das
allgemeinere System (9'.) unter Voraussetzung der Relationen (11.) nach sich
ziehen, also die zu (1.) gehorigen Integrabilitatshedingungen nicht ersetzen.

Die Coefficienten im vorstehenden Formelnsystem haben folgende Eigen-
schaften. Vertauscht man in (13.) ¢ mit A, so folgt

(16%)  (gkih) = —(gkhi).
Vertauscht man in (14.) g mit %, so folgt

(16°)  (kghi) = —(gkhi).
Vertauscht man in (14.) g mit ¢ und zugleich & mit %, so andert sich auf der
rechten Seite wegen E;, = E,; nichts, und es folgt

(ihkg) = (gkhi)
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oder
(16°)  (higk) = (gkhi).
Endlich erhdlt man ohne Weileres
(16%)  (ghkhi)+(ghik)+(gikh) =

wobei zu bemerken ist, dass diese vier Formeln auf eine der vorangehenden
zuriickfithren, sobald sich unter den Zahlen ghik zwei gleiche befinden.

Mittelst dieser vier Formeln ldsst sich die Anzahl der in (15.) enthal-
tenen und wesentlich voneinander verschiedenen Relationen leicht bestimmen.

Zunichst sind wegen (@.) und (b.) alle Fille auszuschliessen, wo a=4
oder 3=y ist, sowie diejenigen, welche durch Vertauschung von « mit J
oder von /3 mit y folgen. Fir ad sowie fir [y sind demnach nur Com-
binationen ohne Wiederholung der Zahlen 1, 2, ... n zu nehmen, deren An-

n(n—1)
2
Jetzt zerfallen die Ausdricke (adfBy)’ in drei Gruppen, die erste von

n, Ausdricken, welche der Voraussetzung od = 3y entsprechen, die zweite

zahl gleich =m, ist.

von —n’—(i’z—_—p— Ausdriicken, in denen «d nicht gleich Sy ist, wihrend die dritte

Gruppe von gleichviel Ausdriicken, welche sich aus der zweiten durch Ver-
tauschung von od mit 5y ergiebt, wegen (c.) auszuschliessen ist. Also er-
halten wir wegen (a.), (b.) und (¢.) nur —"ig%tﬂ- Ausdriicke (adf3y)".
Da aber jede Gruppe adfy, in welcher keine Zahl mehr als einmal
vorkommt eine Gleichung (d.) liefert, so lassen sich im Ganzen
n = Fen(n—1)(n—2)(n—3)
von den eben erwihnten Ausdriicken durch andere darstellen, und es bleiben nur

n (1) n* (n'— 1)
2

= 12

von einander wesentlich verschiedene Ausdricke (adfy) ibrig; dies ist dem-
nach die Anzahl der Gleichungen (15.), soweit sie nicht auseinander folgen.

10) ist _Zl__(_f_t_—t_)__

Die Anzahl der Gleichungen ( ; addirt man dies zur

vorstehenden Zahl, so erhilt man )
; D + ’("—1) = wtn+ (n+2)("—11-21)n("—3)

und es ist demmach fir n:2 die Anzahl der Gleichungen (10.) und (15.)
kleiner als die Anzahl #*+# der in ihnen vorkommenden Unbekannten, néamlich
der urspringlichen Variabeln und ihrer ersten Derivirten, fir » =3 ist sie
dieser gleich und fir » >3 ist sie grosser als die letztere.

n(n-+
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6.

Ebenso wie die Gleichungen (10.) als Transformationsrelationen zur
Gleichung (1.) oder (2.) gehoren, so sind auch die Gleichungen (15.), wie aus
ihrer Form hervorgeht, die Transformationsrelationen zu einer Form vierter
Ordnung. Bevor wir zur Herstellung dieser Form iibergehen, werden wir
nachweisen, wie man allgemein aus den zu irgend einer Form gehorigen
Transformationsrelationen mittelst der Gleichungen (9.) zu den Transformations-
relationen fir eine neue Form gelangen kann, deren Ordnung um Eins grosser
ist wie die Ordnung der urspriinglichen Form.

Sei .
G, = ‘Ii (iy8y...4,) (?wil ?w,.’. .. fa:,»ﬂ

eine aus den Coefficienten von F abgeleitete und in den Differentialen O,
1

Ox,...0x u-fach linéare Form, G, ihre transformirte, mithin allgemein
2 M .

D)
(alaz-..al‘)' = 2 (61202 u)ul‘ u“! :‘u’
feeety 4
wo wie bisher
ui . aa:.-
“ Oe
zu setzen ist. Differentiirt man nun nach z,, so folgt
O(e,e,...an) - > _O(dt e ty) e u‘,u +P
O, ireily 83:‘. ottt ey LT
o’z . U
P = 2 Ady. — -l ..
( 2 )awaamal ’ " *

. aziv), i”
M= A R
Setzt man nun in P fir die zweiten Derivirten ihre Werthe
Oz _ e 2 iiy) i s
e, — 22 e
ein, so erhilt man fir P eine Differenz U—V, wo

U= 2{““1} S (Ady.. .4 )uiu:;ul’;

o,n .

+2gaa*} = (zll S Ul uk. ”+~--

= .‘r‘.,‘[{“: }(rap..a,,)—i—{afl}(alr...ay)'_}_...]
und

l

V = ‘"‘.‘.‘,;u:;uj;l... {u}(lzg ,,)—l—{ }(zll ..zﬂ)+...]
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ist. Fihrt man den hierdurch bestimmten Werth von P ein, und bringt U
auf die linke Seite der Gleichung, wihrend auf der rechten alles unier ein
Summenzeichen gebracht wird, so ergiebt sich folgendes Resultat:

Unter der Vorausselzung, dass alle Integrabilititsbedingungen erfiillt

sind, erhdlt man aus jedem wvolistindigen System von Transformations—
relationen w'" Ordnung
’ “ o . : i '.‘u
7)) (yon...0,) = X (0122...z#)u;'lu'ﬂ'g...uaﬂ
ety
ein neues vollstindiges System vorn Transformationsrelationen (1)
Ordnung
b ’ .o . i i,u
(17°)  (eey...0,) = ‘zi (az,...z!,)u;u‘;]...uaﬂ,
i
wenn man

A7) (idy...i,) = Gk

ax;ﬁz__%‘[{z;'}(liz...iﬂ)—l- {’i’}(i,l...i#).;....]
setzst und diese Bezeichnung auch fiir die transformirte Form benutzt.
Mittelst dieses Satzes kann man aus einer Gleichung G, = G, eine Reihe
ahnlicher Gleichungen G,,, =G, ,, G,;2 = Gu;2, u. 5. w. ableiten, bis man
auf identische Relationen oder solche kommt, die aus fritheren zusammen-
gesetzt sind.
Der erste Fall tritt bei der Function F selbst ein. Nimmt man némlich

(64,) = w;,;,, s0 wird B .
(08,3,) = %w—a;‘:}‘ -%‘ [z'&;: } Wy, + 2,‘;_2 } wa]

aw.',.’, " _ i
nach einer in art. 5. benutzten Formel, und dies ist wegen Gleichung (5.)
stets gleich Null. '

7.

Wir gehen nun zur Darstellung dei'jenigen homogenen Form G, iiber,
zu welcher die Gleichungen (15.) als Transformationsrelationen gehéren. Die-

selben lauten
) ) ) O,
(18.)  (aoymey) = X (idhi; Oz, Om, Om, Om,

) 7 7 1] )
dz, Oz, O, Oz,

und es ist wegen (16.)

(64,636y) = —(i8y6p085) y  (Baitais) = — (#8,8,55) CYUNES (84,4,45),
(86,8y85) + (i82658,) +- (d58,62) = 0.
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Wir mullipliciren die Gleichung (18.) mit dz, dz, Dz, dz, , unter 0, 0, D, 4
verschiedene Differentiationszeichen verstanden, und seizen
2 (d4y6y15) aw"(’\wﬁ.Dwﬁgdw&, = Gy;

dann folgt aus (18.) durch Summation iber alle Werthe der «
G, = G,.

Hier ist also G, eine quadrilineare Form der Variabelnsysteme 0z, dz, Dz, dz,
welche alle derselben linearen Substitution unterworfen sind. Aber diese Form
ist wegen der Eigenschaften ihrer Coefficienten eine sehr specielle.

Vertauscht man ¢ mit ¢,, was nichts andert, da beide die gleichen
Werthe durchlaufen, und ersetzt dann (4,éé,4;) durch — (4¢,4,¢;), so folgt, dass
G, nur sein Zeichen andert, wenn 0 mit J vertauscht wird. Nimmt man fir
#, nur die Combinationen ohne Wiederholung, so folgt

G, = =(iiyisis) (0x; Iz, — O; Ox,) Da;, A,
Das Gleiche ergiebt sich fiir D und 4, wenn 4; und ¢, vertauscht werden, und
es folgt

(0.) G, = 'Z(ii,iy4;) (O, 0w, — O, ;) (Dx, dz;, — Dz, ;) ,
wenn der Accent am Summenzeichen bedeutet, dass sowohl fir ié,, als fir
48, nur die Z'_(T‘_z_ﬁ Combinationen ohne Wiederholung der Zahlen 1, 2, ... »
gesetzt werden diirfen.

Vertauscht man nun ¢ mit é,, ¢, mit 4, und wendet die Gleichung
(6p8394,) = (é4,4,4;,) an, so folgt, dass G, ungedndert bleibt, wenn allgemein
ox; 0z, — Oz, dx; mit Dx,dx,— Dz, dx; vertauscht wird. Gleichwohl darf man
nicht D =0 und 4 = J oder eines von beiden setzen, weil sonst die Coef-
ficienten (é4,4,4;) und (4,4,4é;) oder, was dasselbe ist, (44,4,4;) und (ié;4,4,) nicht
mehr von einander getrennt bleiben, sondern zu ihrer Summe vereinigt wer-
den, mithin aus G, = G, nicht mehr alle Transformationsrelationen (18.) her-
vorgehen konnen.

Die letzteren ergeben sich auch aus den Formen
H, = =(iiy434,) Ox; 0w, D, A, = = (34,6y45) Ox; Dz, Az, dz,
Jy = Z(it34,6,) O, 0z, Do, Az, = = (iiyiy46;) Ox; Ao, Oz, D, ,
welche aus G, durch cyklische Vertauschung von J, D und 4 hervorgehen,
und es ist wegen (19.) identisch
G4+II4+J4 = 0.
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8.

Ich setze nun voraus, man habe nach art. 6. aus den Coefficienten (¢,,is3,)
von G, neue Ausdricke (i4,4,i;4,) abgeleitet und mittelst derselben eine in den
Differentialen 0z, 0z, Oz, Oz, Oz finffach lineare Form G; gebildet. Ebenso

] 2 3 4

sei aus G, auf demselben Wege eine sechsfach lineare Form G;, aus dieser
eine siebenfach lineare G, abgeleitet worden, u. s. w., bis man auf Formen
kommt, deren Coefficienten eniweder verschwinden oder auf frithere Formen zu-
riickfithren. Dann ergiebt sich das Gleichungssystem
(4.) F=F', G =G, s =G5, . . .,
und es geht aus dem Vorangehenden hervor, dass fir die Moglichkeit der
ersten von diesen Gleichungen die Moglichkeit aller iibrigen erforderlich ist.
Damit aber die Gleichung F=F' moglich sei, ist erforderlich und
hinreichend, dass die entsprechenden Transformationsrelationen
(F) () = (i) uiuf,
fir (ik) = w;, und zugleich die Integrabilititshedingungen
B ou’, _ Bu;}
(B.) 8:):;3 - oz,
erfillt sind. Denn wenn beide Gleichungssysteme erfillt sind, so giebt es
» Functionen o,, v,, ... v, der Beschaffenheit, dass die Gleichungen (F.) durch
die allgemeine Annahme

& (917.'
= Oz,
befriedigt werden, und die Substitution x, =o,, 2,=0,, ... @, =0, leistet

dann die verlangte Transformation von F in F'.

Damit die Gleichung G, = G, moglich sei, missen die Transformations-
relationen '
(G,.) (og09050) = ‘%;‘(ili2isi4)u§,u§2uf:3u‘;‘

und die Integrabilititsbedingungen (B.) erfiillt sein.
Ebenso miissen diese letztern neben den Transformationsrelationen
(Gy.)  (00y...0) = .2: (... 6y) 00l ) .. .0
erfillt sein, damit die Gleichung G; = G; moglich sei, u. s. w.
Dies festgestellt, wirde die Transformation von F in F' schon dann
unmaoglich sein, wenn die verschiedenen Systeme von Transformationsrelationen
(F.), (Gs.), (Gs.), (Gs.), u. s. w. algebraisch nicht mit einander bestehen konnten,

abgesehen von den nothwendig hinzuzufiigenden Integrabilititshedingungen (B.).
8 3#*
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Ich setze daher, indem von den Gleichungen (B.) ginzlich Abstand
genommen wird, voraus, die verschiedenen Systeme von Transformations—
relationen, deren Herleitung und Aufeinanderfolge oben festgestellt wurde,
seien algebraisch erfillt; dann handelt es sich darum, ob die Integrabilitéits-
bedingungen (B.), vermittelst deren aus F = F' alle iibrigen Gleichungen (A.)
folgten, iberflissig sind oder nicht.

9.

Um diese Frage, welche der Kernpunkt des ganzen Transformations—
problems ist, zu erledigen, will ich zur Vermeidung iberflissiger Rechnungen
die hier erforderlichen Schlisse zunichst unter einer bestimmten Voraussetzung
darlegen, welche keineswegs festgehalten werden soll, und dann erst zur Be-
handlung der Frage in derjenigen Form iibergehen, in welcher sie gestellt
werden muss.

Ich will also voraussetzen, 1) dass die Unbekannten = und  beispiels-
weise durch das Gleichungssystem (G,.) vollstindig und ohne Widerspruch
bestimmt sind, und dass 2) diese Werthe der Unbekannten auch dem folgenden
Gleichungssystem (G;.) geniigen.

Nimmt man nun von den Gleichungen (G,.) die Derivirte nach «,, so
folgt ein Gleichungssystem

d(e o, e, 0 (4,4,0,4,) Ox; w4
7 = X 7 u,, Uy + 17 5
c?w,x LN 837. am ! 4

I O = 3 (diii auﬁl iy pr¥3 gty

(G4 1 ) - Tiaisia ( a3 ?’4) w! ua, Up, Ug,
o

ul
+ 2 (b, Mydy) il ol ul,

6y Aigi, 8

In Bezug auf dieses System ist zunichst festzustellen, was aus unserer ersten
Voraussetzung folgt, dass durch dasselbe die Werthe aller Derivirten

ox; a’uﬁs

oz, O,
vollig bestimmt sind, d. h. dass das System (G;.) eine der Anzahl dieser Un-
bekannten gleiche Anzahl von Gleichungen enthélt, welche in Bezug auf jene
von einander unabhéingig sind, und keine Gleichung dleses Systems mit andern
im Widerspruche ist.
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Setzt man nun
-—%——-— = (&)
<9ua,s +%:{ } i {aag} (aa)

so sind (Z) =0, (a as) =0 die Gleichungen, mittelst deren in art. 6. aus den

vorstehenden Gleichungen (G.) die soeben als die Unbekannten dieses Systems
bezeichneten Derivirten weggeschafft wurden, wodurch jene in die Gleichungen
(G;.) ubergingen.

Schafft man statt dessen diese Derivirten aus den Gleichungen (G,.)
mittelst der vorstehenden Formeln weg, so erhilt man auf der rechten Seite

einen in den Grossen (é), (a};) linearen Theil U,, der sich von der ur-

sprﬁnglichen rechten Seite von (G;.) nur dadurch unterscheidet, dass axf
T
durch ( ) —— durch ( ) ersetzt ist. Die ibrigen Glieder heben sich

gegen die lmke Selte weg, da wir vorausselzen, dass die Gleichungen (G;.)
erfiillt sind. Folglich gehen die Gleichungen (G,.) iiber in ein Gleichungssystem

U, = 0,
welches aus jenen erhalten wird, wenn die Unbekannten durch (;), (a};)

ersetzi, und alle unabhingigen Glieder unterdriickt werden.
Dieses System enthélt also ebenfalls eine der Anzahl der Unbekannten

( :), (:;J gleiche Anzahl von Gleichungen, welche in Bezug auf jene von
einander unabhiingig sind. Folglich konnen diese Gleichungen nur dadurch

befriedigt werden, dass man allgemein (i):O, ( aﬁ;>=0’ also namentlich

fir jedes ¢ und «
A ng

U, = -é;,:
setzt. :
Wenn daher die Gleichungen (G,.) allein alle Unbekannten véllig be-
stimmen, und die ihnen geniigenden Werthe derselben auch die aus (G;.)
fliessenden Gleichungen (G;.) befriedigen, so sind alle Integrabilititsbedingungen

erfiilllt, so dass bei diesen Voraussetzungen die Gleichungen (B.) tberflissig
werden.
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10.

Es bedarf nach dem Vorhergehenden keiner neuen Rechnung, um ein-
zusehen, dass diese Folgerungen auch noch staitfinden, wenn alle Unbekannten
durch die Gleichungssysteme (G,), (G,), (G.), . .. ohne Widerspruch véllig
bestimmt sind und zugleich den Gleichungen (G,.,,), (G,.\), (G,.,), ... Geniige
leisten, welche sich aus diesen nach art. 6. ergeben. In der That folgt dann
aus jedem System (G,) mit Riicksicht auf (G,,,) ein Gleichungssystem U,=0,
und es muss sich dann unter der Schaar von Gleichungen

U,=0, U,=0, U.=0,
eine Gruppe finden, welche ebenso viel Gleichungen enthilt als Unbekannte
vorhanden sind, und deren Determinante von Null verschieden ist.

Zu den Gleichungen, aus denen man die urspringlichen Unbekannten
x und » zu bestimmen hat, gehoren in erster Linie die Transformationsrelationen
(F.) selbst; sie unterscheiden sich von den iibrigen ausser ihnen zu verwen-
denden Gleichungssystemen, z. B. von den Gleichungen (G,.) dadurch, dass
die aus ihnen nach art. 6. abzuleitenden Gleichungen identisch erfillt sind, in-
dem sich fir (4,6,)=w,;, (éi,i,)=0 ergab. Folglich erhalten wir den Lehrsatz:

Aus dem wurspriinglichen Differentialausdrucke F leite manr zundchst
nach den artt. 5. und 7. die Form G, ab, und dann aus dieser nach art. 6.
die Formenreihe G, Gg, uw.s. w. Wenn alsdann durch die Transfor-
mationsrelationen, welche zu den Gleichungen
F=F, G=G, G=G, ... G=G,
gehoren, die Werthe der Unbekannten x und u ohne Widerspruch voollig
bestimmt sind, und die ndmlichen Werthe der Unbekannten auch noch der
Transformationsrelationen Geniige leisten, welche sich aus der ndchst-
folgenden Gleichung
Gy = Gy, ’

ergeben, so sind zugleich alle fir die Tramsformation von F in F' er-
forderlichen Integrabilititsbedingungen erfillt, und es wird allgemein

ow;

Oz, '

Durch diesen Lehrsatz, welcher in allen Fillen, wo er Anwendung
findet, die Frage nach den Integrabilititshedingungen iberflissig macht, wird
fir die Anwendungen der algebraischen Invariantentheorie ein neues und frucht-
bares Gebiet eroffnet.

_—
U, =
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In der That kommt bei der Anwendung dieses Saizes der Umstand

nicht mehr in Betracht, dass die Grossen dx, Oz, ... vollstindige Differentiale
3
bedeuten, sondern man hat F, G,, G, ... nur noch als algebraische homogene
Formen mit den Variabelnsystemen Oz, Oz, ... zu betrachten, unter der
1

Voraussetzung, dass alle Variabelnsysteme der nadmlichen linearen Substitution
unterliegen.

Unter dieser Bedingung hat man nun, was aus rein algebraischen Griinden
entschieden wird, die Reihe der aufeinanderfolgenden Formen F, G,, G, ...
soweit fortzusetzen, bis sie = absolute Invarianten und ebensoviel zugehorige
Formen ¥, liefern, von denen die ersten in Bezug auf die Variabeln x, die
letztern iberhaupt von einander unabhéingig sind. Sodann hat man noch fiir
die um ein Glied weiter fortgesetzte Formenreihe F, G,, G;, ... ein voll-
stindiges System von Invarianten I, I,, ... zu ermitteln, welche in Bezug
auf die Coefficienten dieser Formen von einander unabhingig sind.

Dann besteht das System aller fir die Moglichkeit der Transformation
von F in F' erforderlichen und ausreichenden Bedingungen in den Gleichungen
I'=r1, I, =141, ...,
wo r die Substitutionsdeterminante ist, und die Exponenten i constante

Werthe haben.

Es ist angemessen, diese Invarianten I, I,, ... der hinreichend weit,
aber micht weiter als nothig fortgesetsten Formenreihe F, G, Gy, ... auch
als ein vollstindiges System wvon Invarianten des Differentialausdruckes F zu
bezeichnen. ‘

Seien U,, U,, ... U, die Variabeln in den urspringlichen, V,, V;,... V.,
dieselben in den transformirten zugehorigen Formen, so dass zur urspriing-
lichen Substitution ' '
* ox, = X u,0x,
die transponirte ’ |
V. = Juil,
gehort. Sind unter dieser Vof-aussetzung die Gleichungen zwischen den zu-
gehorigen Formen die folgenden

P (Viy Vay...) =7 ¥ (U0, 0,,...),
fir s=1, 2, ... » und constante Werthe der u, so folgen, wenn unter £2
eine beliebige Function der urspriinglichen Variabeln verstanden, und allgemein
U = o .

8.'1:.-
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gesetzt wird, die Gleichungen

2F<6w"8m”')_”qf<8w’8w )

Solche, eine willkiirliche Function £2 enthaltende Ausdriicke

2p< ek dm )
miissen als zugehorige Formen des Differentialousdruckes F bezeichnet werden.
Ebenso liefern die Covarianten des Systems F, G,, G;, ... n Glei-
chungen
D, 0z, 0Tyy...) = 1r° D (Ox,, Ox,, ...),
und die Differentialausdricke
D, (0x,, 0y, ...)

miissen als Covarianten des Differentialausdruckes F selbst bezeichnet werden.

11.

Um den Inhalt des im vorigen art. gefundenen Satzes genau festzu-
stellen, muss hervorgehoben werden, dass die Bedingungen desselben nicht
unter allen Umstianden erfillt werden konnen. Wenn es sich z. B. um die
Frage handelt, ob zwei gegebene Oberflichen auf einander ohne Dehnung
abgewickelt werden konnen, so hat man eine Gleichung F=F' fir n =2
zu untersuchen. Wenn nun die Abwickelung einer Fliche auf die andere,
also die vorstehende Gleichung moglich ist, so wird man aus den in den
Gleichungen F=F', G,= G,, G;=G, ... enthaltenen Transformationsrelationen,
wie weit diese Reihe auch fortgesetzt werden mag, doch in denjenigen Fillen
niemals bestimmte Werthe der « und « erhalten, wo die vorgelegten Flichen
in sich selbst stetig verschoben werden konnen, weil in diesen Fillen die Trans-
formationsrelationen, ohne Aenderungen der neuen Variabeln, stetige Aen-
derungen der urspriinglichen gestatten.

Es ist hiernach leicht, die Bedingungen fiir den allgemeinen Fall an-
zugeben, welcher der Verschiebbarkeit einer Flache in sich selbst entspricht.

Das Grossengebiet der Variabeln z,, x,, ... =, wird ein bei unver-
anderlichem F in sich verschiebbares genannt, wenn durch das Resultat der
Transformation von F die anzuwendende Substitution nicht vollig bestimmt
ist. Es ist klar, dass die sammtlichen Bedingungen fir das Statifinden dieses
Falles in identischen Gleichungen zwischen solchen Invarianten und zuge-
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horigen Formen von F bestehen, welche unter den Voraussetzungen des
vorigen art. von einander unabhéngige Functionen der Variabeln « und # sind.

In diesem Falle werden die Integrabilitiatsbedingungen nicht iberfliissig,
weil man allen Transformationsrelationen geniigen kann, ohne die in art. 9.
durch (;), (ai> bezeichneten Ausdriicke gleich 0 zu setzen.

Fir alle ibrigen Fille gilt das schone, und aus der Natur der Sache
keineswegs a priori zu erwartende Resultat, dass alle fiur die Moglichkeit
der Transformation von F in F' nothwendigen und ausreichenden Bedingungen
sich als Gleichungen zwischen Invarianten darstellen lassen, wenn dieser Aus-
druck zur Bezeichnung der gleichen Formverhéltnisse wie in der Algebra
angewandt wird, und dass auch bei dem hier behandelten Transformations-
problem zugehorige Formen und Covarianten genau in derselben Bedeutung,
wenn auch aus ganz anderer Quelle auftreten, wie bei den analogen alge-
braischen Problemen.

12.

Als Beispiel zur vorangehenden Theorie behandle ich den Fall »=3,
bei welchem sich merkwiirdige Vereinfachungen darbieten. ‘

Werden wie in Gleichung (20.) fiir 4,4, ebenso wie fir k& k, nur Com-
binationen ohne Wiederholung der Zahlen 123, also z. B. nur die Gruppen
23, 31, 12 genommen, so kann man die Transformationsrelationen (18.) von
G, in die Form

(BiBayy) = "Z(iviskik) (”" ”" ”’”) (“k - ’;, ’;2.)
setzen. .

Ich bestimme nun vier Zahlen (3, 7, ¢ und k£ durch die Bedingung,
dass 33,3, 7y:y» » tisi, und kk, k, positive Permutationen der Zahlen 123 werden,
so dass also gleichzeitig z. B.

B=1, p.=2, B =3,
oder =2, (3,=3, =1,
oder. 3=3, =1, 3, =2
wird. Man erkennt hieraus, dass auch umgekehrt durch den Werth von (3
sowohl 3, als (3, bestimmt ist.

Dies festgestellt, bezeichne ich die aus einer Aenderung von u, hervor-
gehende Unterdeterminante von r durch + und setze, da i, sowie kk, durch
die Werthe von i und & vollig bestimmt sind,

(ili2klk2) = Aik?

Journal fiir Mathematik Bd. LXX. Heft 1. 9
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so dass nach (14.)
' O'w, J0'w 23 227133
— 1 23 by O Wy
4u 7(2&: ow, ox? >+aﬁ E ([ ][ ] [ ][ :D
d'w J’w o'w 117123 129113
— 1 o) 12 13
A =1 ox? +6a; dw, Ow, 0z, 8:1:,8&:2 aﬂ E ([ ][ ] [ ][ ]
wird, woraus die ibrigen durch cyklische Vertauschung von 123 folgen.
Dann nehmen die Transformationsrelationen von G, die einfache Form an:

(b.) A,ﬂy - %A‘kr‘ﬂr;.
In dhnlicher Weise lassen sich die zu F=F' gehorigen Transformations—

relationen, wie z. B. aus der zugehorigen Form von F hervorgeht, durch die
folgenden ersetzen:

(a.)

() Eg = %‘E‘krjgr;.
Hierzu gehort die Bemerkung, dass wegen der Gleichungen (19.)
(d.) Ala = Aik
ist und, was spater zur Anwendung kommt, A, sein Zeichen wechselt, wenn
i, und i, oder %, und k, mit einander vertauscht werden.
Die Gleichungen (b.) und (¢.) sind hiernach nichts anderes als die Trans-

formationsrelationen fiir die simultane Ueberfiihrung der terniren quadratischen
Formen

I' == %‘Aik‘XiXk,
b = 'ﬂ‘ZEikXiXk
in die folgenden '
l', = “:A'k"'t"’lw

. P = -‘% .Ik:;:r;s
mittelst der linearen Substitution
(e) X

It

%‘ r:?‘gﬁ:
deren Determinante

R =1
ist, und zu welcher die inverse Substilution

(e’.)A sy = %‘-:.—u"gX,
gehort.
Es ist bekannt, dass dieses Transformationsproblem ein bestimmtes ist,
indem vier simultane Invarianten und drei zugehorige Formen existiren, welche
in Bezug auf die Variabeln der letztern und die Coefficienten von 7', & von
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einander unabhdngig sind. Daraus ergeben sich drei absolute Invarianten;
wenn diese auch in Bezug auf die Variabeln x,, «,, x; von einander unab-
hiingig sind, so ist es nach dem Lehrsatze des art. 10. fir die gegenwirtige

Untersuchung nur noch nothig, zu F und G, die nachstfolgende Form G; ab-
zuleiten. Nun ist nach art. 6.

.. 0 (4,4,k,k, RPN AP
(991"2,‘?1’52) = _ng_—l"%‘[{gi'}(l%klkz)“‘ggi%;('hlklkz)

&
+ {5 i d) {7 G 3))
In dieser Summe hat man im ersten Gliede fir A nur die Werthe ¢, und ¢ zu
nehmen, da (i,i,k k,) =0 ist. Verfdhrt man ebenso bei den ibrigen Gliedern,

und vertauscht in den Fillen, wo 4 = ¢ oder =k gesetzt wird, diesen Index
mit dem zugehdrigen, so folgt zunichst

s . d J .2krk‘z s g .1 by kl ky
ik = SO i [+ L+ L+ )
) i )+ {9} k) + |0 G o)+ {9 G ey,

Nun sind 46,4, 6,64, und kkk, kkk, zugleich wit éi,é, und kkk, positive
Permutationen von 123; also folgt, wenn rechts in der Klammer des Sub-
trahenden noch {9?}4—{9,"‘} addirt wird:

.. dA;

(ghhklka) = aw: —2Aik§ ggrr}

=

%) Aut {90} A G At (98] gt {90} A+ {9} A
Diesen durch die Werthe g, i, k vollig bestimmten Ausdruck bezeichne ich
durch A,;, so dass
(gililkle) = Ago'k,
und nach der leicht herzuleitenden Formel
gy _ 1 GE
2‘?{7‘} ~ E Oz,
(F) A= G~ 5 a;‘;+%7[§z5“‘“+{k§f‘a]
“wird. Dieser Ausdruck hat die Eigenschaft, ungeindert zu bleiben, wenn i
mit %, dagegen sein Zeichen zu wechseln, wenn 4, mit i, oder k, mit k, ver-
tauscht wird. In Folge dessen lassen sich die zu G;= G; gehdrigen Trans-
formationsrelationen

A
Birigkiky

:’ﬂr = 2 AE"‘ug u?\ u‘ﬁa ul;'l\ u;"’ﬂ
X 9 *

N
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in die einfachere Form
(g.) oy = = A uS g7y
bringen und fithren nun zu einem weitern merkwiirdigen Resultate.

Sind namlich fir die zugehorigen Formen von 7' und & U,U,U; die
urspriinglichen, V,¥,¥; die neuen Variabeln, so dass die entsprechende, zu (e.)
transponirte Substitution wird

(h.) V, = 22 G,
woraus durch Umkehrung )

W) U =Ly,

@

folgt, so erhilt man aus der Gleichung (g.), indem man mit V,Z;.%, multiplicirt
und nach e, 3, y summirt:

%Aaﬂy Vah:ﬂh.!y == rg%AgikUgXi'Xk‘

Da aber r = R! eine Potenz der Substitutionsdeterminante ist, und in
beiden Summen sowohl die Variabeln der urspriinglichen als auch die der zu-
gehorigen Formen vorkommen, so miissen dieselben entsprechende simultane
Zwischenformen sein, und wir konnen demnach den folgenden Lehrsatz aus-
sprechen: _

Un die fur die Moglichkeit der Transformation eines terndren qua—
dratischen Differentialausdruckes
F = Zw,;0z,0x,
in einen andern
F' = Sw,;0x,0x;
erforderlichen und ausreichenden Bedingungen und, falls dieselben erfillt
sind, die Substitution zu erhalten, welche die verlangte Transformation
leistet, bilde man mittelst der Coefficienten von F die drei algebraischen
terniren Formen ‘
I'= SAXX,,
D =2 Eik‘XiXka
0 = =A4,,U, X, X,,
und fir F' in gleicher Weise die entsprechenden Formen 1", &', O mit
den Variabeln = und V an Stelle vor X und U.
Dann sind die verlangten Bedingungen genau die nimlichen, welche
erforderlich sind und hinreichen, damit durch eine directe Substitution

X, = ZnE,
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I'in I'", & in D' transformirt werde, und unter Voraussetzung der
transponirten Substitution

Ve = 21U
gleichzeitig © und O' entsprechende Zwischenformen werden, welche der
Gleichung

0 = RO
geniigen.

Dieser Satz findet jedoch nur wunter der Voraussetzung statt, dass
die sechs absoluten zugehorigen Formen und Invarianten oon 1, & ovon
einander unabhdngige Functionen der Variabeln x,x,x;U,U,U; sind.

Ist diese Bedingung erfillt, so erhdlt man aus den Gleichungen
swischen den wursprimglichen und transformirten Covarianten vor I', P

die Coefficienten —%u}; der inversen Substitution, also da r durch die In-

varianten bestimmt ist, us selbst und zwar so, dass allgemein
up = %
B
wird.
Ist sie micht erfillt, so folgt statt des vorstehenden Satzes das Re-
sultat, dass das Grissengebiet der Variabeln x,x,x; ohne Aenderung von
F stetig in sich verschoben werden kann.

Aus art. 10. folgt, dass unter den Voraussetzungen des vorsiehenden
Satzes alle fir die Moglichkeit der Transformation von F in F' erforderlichen
und ausreichenden Bedingungen sich mittelst der simultanen Invarianten dreier
homogenen Formen F, G,, G, und ihrer transformirten darstellen lassen.
Dieses Resultat setzt ebenso wie der obige Satz voraus, dass bei der Elimi-
nation der Substitutionscoefficienten ., oder r,, aus welcher die in Rede
stehenden algebraischen Grundformen hervorgehen, auf Integrabilitatshedin—
gungen zwischen denselben keinerlei Riicksicht genommen werde.

Nun ist oben gefordert, es sollen sich die Grossen A,; durch die
Coefficienten von I"und @, und die Grossen A, in der gleichen Weise durch
die Coefficienten von 7" und @’ so ausdriicken lassen, dass 1) O eine simul-
tane Zwischenform von I' und &, 2) O die namliche simultane Zwischen~
form von 1" und &', und 3) O' = R!O wird. Der Exponent von R zeigt,
dass diesen Bedingungen nicht geniigt werden kann, wenn die Grossen A,
rationale Functionen der Grossen A, E; sind. Andererseits lassen sich

diese Bedingungen sicher befriedigen, wenn F' nicht willkiirlich gegeben,
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sondern aus F durch irgend eine Substitution, z. B. die identische x; = «; ab-
geleitet worden ist. Also haben wir den Satz:

Man kann fir jeden terniren quadratischen Differentialausdruck F
die in den Gleichungen (f.) eingefihrten Grossen A, als irrationale
Functionen der Coefficienten von I' und P so darstellen, dass O eine
simultane Zwischenform von 1' und D wird, die zu ihrer transformirten
in der Beziehung O'= RO steht.

Figt man zu dieser die Gleichungen 1" =1, &' = ¢ und

Z+rirr; = R,
so erhalt man 31 Transformationsrelationen, aus denen sich, obgleich die Va-
riabeln von @ verschiedenen Substitutionen unterworfen sind, die 9 Substitutions-
coefficienten i, so eliminiren lassen, dass alle Eliminationsresultate die In-
variantenform
I' = R
annehmen.

In dem Hauptfalle, wo durch das Resultat der Transformation von I
und & die anzuwendende Substitution vollig bestimmt ist, gilt das Gleiche
nothwendig auch von den drei Functionen I, & und ©. Alsdann ist die Anzahl
der von einander unabhiingigen Invarianten 1) von I' und & allein gleich 4,
2) von I', & und O zusammen gleich 22, also 3) die Anzahl derjenigen unter
ihnen, welche nothwendig Coefficienten von O enthalten, gleich 18.

Nach der in art. 10. angewandten Ausdrucksweise hat also der Dif-
ferentialausdruck F im gegenwirtigen Falle 22 Invarianten dherhaupt und 21
absolute, ausserdem drei von einander unabhiéingige zugehorige Formen und
ebenso viel Covarianten. 7

Ueber die beim vorigen Lehrsatze ausgeschlossenen Differentialausdriicke
F, zu denen unter andern das Quadrat des Linienelementes im Raume von drei
Dimensionen gehort, liegt eine Abhandlung aus dem Nachlasse Riemanns *)
vor, zu welcher Herr Dedekind die dort unterdriickten analytischen Entwick~
lungen in Aussicht gestellt hat.

*) Ueber die Hypothesen, welche der Geomelrie zu Grunde liegen. Abh. der Got-
tinger Ges. d. W. vom Jahre 1867, Band XIII.

3. Januar 1869.




