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Ein Beitrag zur analytischen Zahlentheorie.

(Von Herrn Mertens in Krakau.)

- .
In Legendres Théorie des nombres (Troisiéme édition, quatriéme partie
§. VIIL) findet man die zwei merkwirdigen Formeln

zi- " l(lG-—0,08366)+C’,

1
”(1" ) 16— 008366’

wo das Summen- und Productzeichen alle bis zu der gegebenen Grenze G
vorkommenden Primzahlen ¢ umfassen, ! das Zeichen des natirlichen Loga-
rithmus ist und C, A gewisse unbekannte numerische Constanien bezeichnen.
Entfernt man die Zahl 0,08366, die ohnehin als auf empirischem Wege be-
stimmt von zweifelhaftem Werthe ist, so besagen die angefiibrten Gleichungen,
dass fir grosse Werthe von G néherungsweise

=— = lG+C,

A— .
gesetzt werden darf.

In dieser Gestalt findet man die Legerdreschen Formeln in einer Ab-
handlung von Herrn Tschebischeff *) wieder, in welcher auch ein Beweis der-
selben gegeben worden ist. Da indessen dieser Beweis nichi alle Zweifel
beseitigi, so werde ich in den folgenden Zeilen versuchen, einen strengen
Beweis der Legendreschen Formeln mitzutheilen und zugleich die bis jetst, so
viel ich weiss, unbekannten Constanten C, C' zu bestimmen.

Ferner sollen noch die Werthe der Summen aller reciproken bis zu
der gegebenen Grenze G vorkommenden und beziglich in einer der drei
Formen 4m+1, 4m+3, a+mk enthaltenen Primzahlen ermittelt werden, wo
a und % gegebene Zahlen ohne gemeinschaftlichen Factor vorstellen.

*) Sur la totalité des nombres premiers inférieurs & une limite donnée, in Liouvilles
Journal T. XVII. 1° série.
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1. :
Herr Tschebischeff hat in einer merkwirdigen Abhandlung *) fir die
Summe @z der ‘natirlichen Logarithmen aller Primzahlen, welche < x sind,

vermittelst der Gleichung

1(1.2.3...[2]) = Oz +6yx +0;/:c =+

1) o5 +0‘/2+0‘/2 K

eine obere Grenze gefunden ([x] soll hier wie iberall im Folgenden die in
x enthaltene grosste ganze Zahl vorstellen). Da ich diese obere Grenze fir
das Folgende nicht mit der Genauigkeit brauche, mit welcher sie Herr
Tschebischeff gegeben hat, so werde ich mir erlauben, die Gleichung (1.) zu
benutzen, um zu beweisen, dass immer Oz << 2z ist.

Setzt man nimlich

0z+0yz+0yz+- = ya,
so ergiebt sich

1(1-2-3 . [a])— 21{1 23] = xo— PE- N S
und wegen
g ATy AT g
(2) ge—xg<i1-2:3.-[a))—2(1-2--[5]):
Da nun nach der Stirlingschen Formel

— {
11-2.3-[z]) <wlz+}lz—z+ly2n+ 5,
‘ =y 2
2(1-2.3[2]) > elo—2R—te—z+2y2n+ - -5
ist, so folgt aus (2.), dass immer

L ar—g L <ol ilo—lyIn—B4—yt

31 1
<a:—-l(1—-l2)a:———3— 4ly2n+ 12— _-2——-1-2-5}

<z

*) Mémoire sur les nombres premiers, Liouvilles Journal T. XVII 1V série.
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ist, wofern « = 4. Ist <4, so verificirt man leicht direct diese letzte
Unglemhung, und . es :ist. mlthm allgemam

Ko— )5 < @

Wird hierin der Reihe nach z, fs—, —Z—,% u.s. w. statt = geselat,

bis man zu einem Gliede —— ghlangt, welches << 2 ist, so giebt die Addition
der Ungleichungen =~ .
ae—y 5 <,

@ x @
X‘z_"'lz<—2"7

T €T X
rgTAE S

m<e(lt )

, <2z,
also um so mehr

(3.) Oz <<2x.

2.
Die Primzahl ¢ geht in dem Producte 1.2.3...n genau

E§J+[£]#{é%}%~

mal auf; man hat daher

11.2.3..

wo die Summen alle Prlmzahlen bis zur (xrenze n umfassen Aus dieser
Gleichung folgt, wenn " .

P]~"

=7

und fir {(1 .2.3...n)__der(ags“ der Stirlingschen Formel sich ergebende. Werth
win—n+4ln+1y2n 4 —+ 12'5

gesetzt wird,

) -1t 2n+l'/2"

< lig4s

- ’_‘1_“_
o = g

- .
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A bedeutet, wie iberall im Folgenden, eine Zahl, von der man nur zu wissen
braucht, dass ihr absoluter Werth die Einheit nicht dbersteigt.
Die Differenz ln—Zqu— ist also der Gleichung (4.) zufolge (wofern
n—15) zwischen den Grenzen '
{ l
E S SR
q q
und
1
enthalten; da nun einerseits nach (3.)

=lg<2n
und andererseits

FrEdt<

ist, so schliesst man, wie gross auch = sei, ohne Riicksicht auf das Zeichen

5.) z%_m<z

3.
Bezeichnet man allgemein eine Grosse, welche mit der posi&i;&én Zahl

¢ zugleich unendlich klein wird, mit (¢), so ist bekanntlich nach Euler und
Dirichlet

® 1 1 1 1
1211 T = Mo tsmetame T
gre
. - 1+@
- [

und daher, wenn man zu den Logarithmen ubergeht und zur Abkirzung

@ 1 1 o

S EWEY IR
. . ,2 q z ¢ . \
setzt, .

- z+2€. +3‘2 3+39 = l("‘)""((’)

Journal fiir Mathematik Bd. LXXVIII, Heft 1. 7
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“oder

| 6)  Eom z(—-) H+ ().
Es sei nun fz die Summe derjenigen Glieder der Reihe
12 13 15 7. M 113
2 3 5 T M1 13
deren Nenner = « sind, G eine gegebene ganzzahlige Grenze, und es werde
allgemein, wenn U(n) als Function des Stellenzeigers » gegeben ist, unter

i‘ A(q) die Summe derjenigen Ausdriicke 2 verstanden, welche den in dem

Intervall von ¢ bis b mit Einschluss beider Grenzen vorkommenden Primzahlen
entsprechen.

Da die Differenz Lt‘ﬁ%’—'—j—)— den Werth O oder —:;- hat, je nachdem
n zusammengesetzt oder Primzahl ist, so hat man

= 1 g fa—f(n—-1)
= qre T 2’{ neln

G+1 G+
fG 1
(G+1)”ez(¢;+1)+£’;f {n“tn CEENIICEE N

Ersetzt man fn durch In+ D, und beachtet, dass

‘ . 1

et 1 }z_i__ i l(i’"n-H)

"\weln  (ntDei(n+1D) ne  (atDe  (ntDelnt+D

. '.s ' _ - L + 1 )
| | * W TG T GG TD | Sy reiat)
ist, so ergiebt sich ' -

1 ®
(@) éﬁﬁ? = Siweln n‘+9ln +*

WO
WG+ —fG 1 1

R = Grou@ — G A TG TG D -

1
+,§.D {n(’ln (u+1)et(n+1)}‘

Fir R 1st es leicht eine obere Grenze anzugeben, wenn man sich erinnert,
dass nach (5.) der Zahlenwerth von D, nie die Zahl 2 ﬁberstelgen kann. Es
ist namlich bis ¢ =0 hin
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’ 1 1
(G+D—f6 1 _ D +’(’+ﬁ)“‘a+1
@FRIGTD ~GIDTIETD — ~ @I T @ DG
2 N 1 v . 3
< l(G—H) R TGER )
@ 1 1
£12n<n+i>'+u<n+1)<fe‘§1 i IO
| 1
< 3@CIDIGTD’
- 1 1
;El’n{nun—<n+1>u(n+1>}<2,§.§ ~ D)
i <‘z(a"‘_+1)
und somit
4 1

8) R<igrnteien

Nach dem binomischen Lehrsatze ist ferner
1 1
+( +0)(240) 1 fooee

1 _ 1 . 1 (49
ont ToIDr — FDWe TT 2 mdyRe T 2.3 (afipe
und, wenn von z = G bis n = co summirt wird,

e 1 — _G;@_m, *

®) 2
1 +(1+o><24 Qg 1.

1+o
21 nite 2.3 & n3te

(10) &R =
Durch Iﬁtegration der Gleichung (9.) von ¢ =¢ bis ¢ =1 ergiebt sich

i At =) oo

51 niteln  gmnin In -
S
. -m—a-w-/'”zm-

/ G2 _[Rde+ (9)

f  do— "9 do
e ;

oder endlich
@ 1 ' ® —2 d‘”
1) 2w = l(;)—llG—@—[;G ot S

/ ' do-+ (o),
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52
wo € die Eulersche Constante
0,5772156649....

vorstellt. Es ist nun aber nach (10)
1, 1w 1
~0/‘ R d@ </ ;2 n’+€' G+l n3+9 +e ;d?

1
<£]< n’ln ’ln >+cﬁ.‘:‘( n’ln n'ln )+...
< G%."g n’ln

ferner '
/‘ G’—”d:c
GIG
und
P | 1
, fl n’ln G+1( (n——-i)l(n-v——i) nln>
1
<G’
Die Gleichung (ll) kann hiernach auch in der Gestalt
& nl+ezn l(“) Ue—€+ gz G’lG’ gig T(0)
geschrieben werden und glebt mit (7.) und (8) verbunden
12) ét q,ﬂ, (—) UG—€+J+ (o),

} ibersteigen kann.

wo J nie die' Grenzen _-I_-{ 0@ + 5 e
Subtrahirt man (12.) von (6.) und denkt sich hierauf ¢ unendlich klein,

so erhilt man die erste Legendresche Formel
(13.) %-;- = UG+E—H+0,

4
<< Gy Tae
Die zweite Formel Legendres ergiebt sich, wenn’ man erwigt, dass

@ é 1 ¢ 9 e 1
= EpH ISy

{——

q

]
b
o |-
+
T
L
M
d
l—i
M
|
|
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und dass

1 1
<

R | ®

g Tia

ist. Mit Hilfe von (13.) wird dann
(14.) 11‘:1 — = UG+E+J

(15.) 1G1 = &G

d\!

4 2 1
<7TG+Dh T el T3¢
4.
Die Constante H lasst sich, wie folgt, berechnen. Wird allgemein
1

= 1
¢ = Ty, ‘227:&:

1 =

T

gesetzt, so ist
. / H = m2+w3+w4+a:5+wo+$7+l‘s+‘"
%ISQ = @Iy +w4 +wﬁ +m8+"'
(16.) S, 5 +rs +-e-
IS, = z, +ay e

It

Um aus diesen unendlich vielen Gleichungen x;, =5, x;, ... zu elimi-

niren, sei u(n) ein Multiplicator, welcher
1° den Werth 1 hat, wenn n=1 oder aus einer geraden Anzahl ver-

schiedener Primzahlen zusammengesetzt ist,

2" den Werth —1 hat, wenn n aus einer ungeraden Anzahl verschie-
dener Primfacloren zusammengesetzt ist,

3" verschwindet, wenn n gleiche Primfactoren besitzt.

Bezeichnen dann 1, d, d', ... alle Theiler der Zahl », so lasst sich
aus der Definition der Zahlen w (1), u(2), ... leicht beweisen, dass

w()+u(@+p@d)+o =0 _

ist fir jede Zahl n ausser der Einheit. Multiplicirt man also die Gleichungen
(16.) der Reihe nach mit u (1), #(2), #(3) u.s. w. und addirt hierauf die-
selben, so fallen x,, z;, «,, ... alle heraus und man erhalt

H—}1,— 418, ~ $ 18+ }18,— H18;+ 7518y —- = 0
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oder ‘
H = }I8,+418:+518;— 3 1S5+ +1S;— 15 ISy ++ .

Hinsichtlich der Convergenz konnen bei der Eliminirung von z,, x;, -+
keine Bedenken entstehen, da diese Zahlen wie die Glieder der geometrischen
Reihe 1, 4, }, 4, ... abnehmen.

Mit Hilfe der Werthe der Reihen S,, S;, S,, ... welche Legendre
in seinem Traité des intégrales eulériennes gegeben hat, findet man

_ H = 0,31571845205
(1%.) ¢ 1
€—H=1lm{X UG =0,2614972128.
' 2 q G=»
5.
Denkt man sich in allen Gliedern der Reihe
i3 15 7 19 U 13
18) —m+5 -ty tm

deren Nenner nicht grosser als die gegebene ganzzahlige Grenze G sind, den
Logarithmus in die Logarithmen der Primfactoren des betreffenden Nenners
zerlegt und hierauf alle Ausdricke, welche den Logarithmus desselben Prim-
factors enthalten, in ein Glied zusammengezogen, so wird allgemein der Lo-
garithmus der ungeraden Primzahl ¢ mit dem Factor

q—1
=D 1
— {1-%4-:‘;-——“':':71—;
1 1
+l =]
21 -
(=D
-t
+. PO T T
behaftet erscheinen, wo s

/ IF<G<q(ft2), CLSG<@(FA2) usow
Beachtet man nun, dass ' -

: 1 A
I—jti—rtp = Thooy
=+t <1
I—+g—tr <1



Mertens, iiber die Veriheilung der Primzahlen. 55

und dass f _|_2 < ist, so kann man

A
1—p+d—d+ode = T+

setzen und dem Coefficienten von lg in dem vorher definirten Gliede die Gestalt

q—1
ol A
O R T e
geben, wo ' ebenso wie 4 die Einheit nicht ibersteigt. Es wird hienach

g-1
= G (——1)2
_Z%‘.___

1= I(2h+1
2 1 ( _I_-___)__ p

n —1) 2h+1

lg 28 ’ 1 1
+5§14+l 2{72 +—qs +}
oder

- M+1=6
=y aHISEong
(19.) 2(‘"” e =7 = CU=gg R

das

sein, wo ohne Riicksicht auf ichen

Ze
g g, lq
R <= —G—g q+2 +34

{2 q(q i)}<
ist. Da nun die Reihe (18.) convergent ist, so zeigt die Gleichung (19.),

q—l
dass der Zahlenwerth der Summe 2( 1)7 4 pie eine gewisse angebbare

12

Constante C uberschreiten kann, wie gross auch G sei.

6.
Mit Hilfe dieses Satzes ist es leicht die Convergenz der Reihe
(R0.) —3+3—t—Trt+ytr—Nr—dstdv—s
deren Glieder aus den reciproken Werthen der aufeinanderfolgenden ungeraden
q—l
mit dem Zeichen (—1) % behafteten Primzahlen ¢ bestehen, zu beweisen. Man
hat némlich, wenn

x = lg .
— 2 —
2N =g
geselzt wird,
g:l
gr—gmn—1) _ (=1°*
In q

oder = 0,
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je nachdem n eine ungerade Primzahl ist oder nicht, und daher
q—1

l(G+i) + l(gi'i) +£I‘P”{m "T(ﬁT)‘}'
IDa "liiz""T(rTi—F—ﬁ goTitw ist, so ist ohne Riicksicht auf das Zeicheq
(%. (_? —< l(G(—J{—i) + l(G’—H) +C£.{zn l(n—|—1)$
<EGi_?‘_T)‘9

wie weit auch @' iiber G angenommen werden moge. Die Convergenz der
Reihe (20.) ist also dargethan, weil G immer so gross gewihlt werden kann,

dass von vorgeschriebener Kleinheit wird.

2C
ICE=)) _
g:!
»n 2
Wird der Werth der unendlichen Reihe ‘3‘.‘ E—iq)—-— mit A bezeichnet,
so hat man

6 (—1)?F a2C
S = A+I(G+i)
und nach (13.)
. G
g_;_ 0G+€—H—}+9,
woraus durch Addition und Subtraction
21.) ‘3%—;- - yza+f_iﬂ i STY
22) 3 f‘ %uG+_";_l’.§_4_—.—+s'

entspringt; f vertritt alle bis zur Grenze G vorkommenden Primzahlen von
der Form 4m--1, f' die Primzahlen von der Form 4m-+3; ¢ und & konnen

. . 24-C 1 .
nie die Grenze m-km, iibersteigen.
1.
Nach Euler ist bekanntlich )
» 1 1 1 1 1
A——— =g tsm —mwmtow "
i—( -

1
gite
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—1 -1

g (—1 1 —1 1 1
@3) S0 DR 1 3 g+ 5 33,9 o = 1(1_31_ﬂ+m_...).

(-—i)

ql-l-e

Mit unbegrenzt abnehmendem ¢ strebt die Summe der Reihe X >

'2
der Grenze 2' ) zu, weil, ganz wie oben bewiesen wird, dass

q—l —1
® (_1) 2 (-——i) 'z A2C
ST R RN X

gesetzt werden kann; die rechte Seite von (23.) nahert sich hingegen der Grenze

(A—4+4—4+) = U(F)-
Man hat daher

ot , gt
® (—1) ? » 1 2 (—1) 2 n
< g +%§?+'}r%(\ qg o = l(jf)a
und hieraus
® 1 T
i == 1-dti—4+ =G
1__.(:£
q

Diese Gleichung findet man zwar schon bei Euler (Introductio in analysin
infinitorum Cap. XV. §. 285); allein sie war so lange problematisch, als die
Convergenz des unendlichen Productes unbewiesen blieb.

Setzt man
1 1 1 1
1-— §%+1 + B%+L g2kl + 9+1 et = T2k+n
1 1 1 1
1+ 3% + 30 + 7% + % +ee = Ty,
' =t
g () g 1
% = (Rk+1) Yut1, ?q__ 2kyu,
so hat man
(T, = ity t Yt 9ty +ys+y:+ys+-,
HT, = Y2 + 9. +ys  tyst-ee,
T, = Y | + Y L
-&lT,i == Ys +y8+...,

Journal filr Mathematik Bd. LXXVIIL Heft 1. ' 8
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und mit Hilfe der unter 4. gebrauchten Multiplicatoren w (1), u(2), B
- (24) y,=A=lT,—-%lT,—-M.’IQ-—yT}—;—ngG—HT,-{—ﬁ,lTw—
Nach dieser Formel ist die Berechnung von A leicht und man findet

« - A = —0,33498132529,
€—HiAd—}

5 —lim {z——— LUG),__=—0,2867420562,
€E—H—A—} .
ST lim {35 —306),_ =0,0182392690.

8.

Bezeichnet k=2"p"p'™... eine gegebene Zahl, so entspricht nach
Dirichlet **) jeder zu k theilerfremden Zahl m ein beslimmtes System von
Indices in Bezug auf die Zahl %, welches folgendermassen gebildet wird:
1°. Wenn » <2, so wird der Modul 2 nicht bericksichtigt. 2°. Wenn » =2,
so existirt immer ein nach dem Modul 2"~ ganz beslimmter Exponent [J’,,.,
welcher die Bedingung

'm-—l

m= (-1 5ﬁ4(mod 27)

erfillt; es sind dann‘ 2 , (3 die zwei Indices von m in Bgzug auf den

Modul 2. 3°. Fir jede Potenz p” einer ungeraden Primzahl, falls dieselbe
dberhaupt unter den Factoren von £ vorkommt, lege man eine primitive
Wurzel g zu Grunde und bestimme den Index y, von m in Bezug auf diese

Grundzahl g. 4°. Der Complex lnz;i, Brs ¥Yms ¥ms -~ - stellt dann das System

der Indices der Zahl m in Bezug auf £ dar; dieser Complex wird immer
wenigstens eine Zahl enthalten, wofern nicht k=2 ist, welcher Fall hier
ausgeschlossen werden kann. -

Es seien nun ¢, 7, w, w, ... bez. Wurzeln ‘der Gleichungen

-2 7T o
e=‘.l 7 =1, o =1, o' =1,

das Zeichen ¢@p”... in der 'Bedgmung von Gauss genommen, wobei zu be-
merken ist, dass fﬁr r<2'di‘e:heiden ersten, fﬁr k=2 die drilte und alle

Vergleiché Note sur différentes séries par M. P. Tschebuche[f in Liouvilles
Jou T XVI.

##%) Abhandlungen der Berliner . Akademxe 18317.
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folgenden Gleichungen wegzufallen haben, und man setze

(25.) g'"—éi,ﬂma,rmwwm... = €5
fir solche Zahlen m dagegen, welche mit & Theiler gemein haben, definire
man c, = 0. Die Coefficienten ¢,, ¢,, ¢;, ... haben dann folgende Eigen-
schaften:

€CnCo=1Cngy Cpopip==Cny Cpn=1,

CoprFCrpat o Cae = 0,
wenn nicht alle Wurzeln ¢, 7, 0, o', «.. =1 sind,

Zc,=¢k oder =0

je nachdem m =1 (modk) oder nicht; die Summe erstreckt sich auf alle @k
Werthe von c,,, welche dadurch erhalten werden, dass man in den Ausdruck (25.)
alle Werthe von ¢, 7, w, @', ... substituirt.

Sind nicht alle Wurzeln ¢, 4, w, o', .- in dem Ausdrucke ¢, der
Einheit gleich, so convergiren die Reihen

c, ¢, ¢

? .o
Tt 1+ )

cll | ¢l2  ¢13
i R

Namentlich ist

Cott | Cus2 | Cugs | 1 1 1 1
n-:i+n+2+n—|—3+ = G n+i'~n+2)+(c"+‘+c”+’)(n+2—_n+3)
1 1
+ (Cap1t CryatCoys) (m‘ - m) S

und demnach

mOd{:"—ri-i‘::?Z-{_ :<(P {(n+i n-:—2>+<n—:—2—n—i|-3)+m}

<

n+1

Dies vorausgeschickt, zerlege man in jedem Gliede der Reihe

CG l&

26) SR B c‘l4+ 4 Lol

PR
den Logarithmus in die Logarithmen der Primfactoren des betreffenden Stellen-
zeigers und vereinige hierauf alle mit dem Logarithmus der namlichen Prim—
zahl g behafteten Ausdricke zu einem Gesammigliede. Es wird dann allgenieia'

, gx _
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{g mit dem Factor
ot ettt

+Gq| + qun + + c“a
+cqs+0793+ +c;,qal
+ ..............

multiplicirt sein,, wo -

r=[3) o=lG) w=[Z)

‘Weil nun aber

2 o _ CafC G Lo
Bt +fq et
_ g & @
i 91%”’

q
09=+02q!+ + c.qq’ — _‘E%’_{_(;L_i__%__l_..._'--gﬂ.;

und dem Modul nach

o1 G4 Gl qpk
Tt Fre Foo < g <<

gesetzt wird, das Gesammiglied mit lg auf die Form
| Loqlq 19
gebracht werden, wo
1 1 1
modR < ok +or+5+-{lg

: 1 1 \
<okl +ogi4
Hiernach wird. ' |
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(217.) ‘l‘: Cyln - LE cqlq_l_m,

n

modR' < (pk{ a2tz e q 1)}

< ¢k{2+2 9(q— 1)}
Da die Reihe (26.) convergent und L nach Dirichlet von Null ver-

schieden ist, so schliesst man aus (27.) dass der Modul der Summe §_°«q_‘q.
2

nie eine gewisse angebbare Constante C iberschreiten kann, wie gross
auch G sei.

9.
Bezeichnet man die Summe %‘%9— mit yx, so ist

yo—wn—1) ¢
In _

oder =0,

je nachdem n eine Primzahl (ausser den in k aufgehenden) ist oder nicht ist.
Es ist daher
$ e _ & wn—ym—1)
l%(; q 1%; In ‘ .
e we

1
= " Tiare T GJ,I"" {m z(n+1)§

und dem Modul nach

<l ey Al - o)

2C
< 1G+1)°
wie weit auch G’ iber G hinaus angenommen werde. Die Reihe ﬁ‘%’— ist
2

demnach convergent, wenn nicht alle Wurzeln ¢, 7, w, '...=1 sind, und
zugleich sieht man aus den Gleichungen

& g cq A2C

%‘ q 2 ANTCER)) TCESN

2 C é y20

2w = T q’+? TR

mcg

2 4

zustrebt.

Cq
7 qite
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Da nun ‘
p— 3
2 i cq ! %‘ nl"'? ?
=
® Cpn ®
—L Ly = —_
1+e 7wt log%,‘ n'te?

so findet man fiir ein unend}wh klemes ¢ die Grenzgleichungen

;-;I-"--l-v}“? L = logL,
@ 1 _.w-c,.
q

Es ‘werde der Werth der Reihe }’f% mit A(e,7, w,...) und die
- _

Summe der reciproken in k& aufgehenden Primzahlen mit ¢ bezeichnet. Es
ist dann fir e =7 = =-...=1 nach (13.), vorausgesetzt dass G die grosste
in k enthaltene Primzahl uberstelgt

(28.) —é——llG'-l—(E —H—0+40
und in allen anderen Faillen

A2C

c
(29') P 2 _éq— = A(E’ 17’ )+ l(G+l)

Ist nmi a eine gegeBene zu k theilerfremde Zahl und o Ei(mod k), so

multlphclre man die Glelchung (29) mit —=- 7 k , summire hierauf in Bezug auf
alle Wurzelverbindungen ¢, 7, w, ... mit alleiniger Ausnahme der Verl)mdung
e=n=w=-..=1" und fiige noch die mit q:_k multiplicirte Gleichung (28.)
hinzu. Aus der Gesammisumme der linken Seite fallen dann alle Glieder

heraus mit Ausnahme derjenigen reciproken Primzahlen ¢, welche der Bedingung
dg=1 dh q-————a(modls) |

geniigen. Es ist demnach !
6 1 G '
%‘7 = +-—r-{@;' H—o0+Zc, A(e, n, 0,...)| + 0%

die Summe bezieht sxch auf alle in dem Intervall 2..,G vorkommenden Prim-
zahlen von der Form a+m[c :

Krakau, 20 Juh 1873




