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Grundziige einer arithmetischen Theorie der

algebraischen Grossen.

(Von L. Kronecker.)
(Abdruck einer Festschrift zu Herrn E. E. Kummers Doctor-Jubilium, 10. September 1881.)

Gleichzeitige Beschiiftigung mit algebraischen und zahlentheoretischen
Studien hat mich schon friih dazu geleitet, die arithmetische Seite der Algebra
besonders ins Auge zu fassen. So fiihrte mich die Untersuchung der aus
Wurzeln Abelscher Gleichungen gebildeten complexen Zahlen auf jenes alge-
braisch-arithmetische Problem, alle Abelschen Gleichungen fiir irgend einen
Rationalitiits-Bereich aufzustellen, dessen Losung ich im Juni 1853 der hie-
sigen Akademie mitgetheilt habe. Seitdem habe ich stets in gedruckten Publi-
cationen wie in meinen Universitiits-Vorlesungen die arithmetischen Gesichts-
punkte in der Algebra besonders hervorgehoben und auch vielfach die arith-
metischen Methoden auf einzelne algebraische Fragen angewendet. Doch war
es mir kaum moglich, iiber diese meine Arbeiten Mittheilung zu machen, ohne
mich auf die allgemeine Theorie berufen zu kinnen, und ich habe mich dess-
halb seit lingerer Zeit mit dem Gedanken getragen, eine ausfiihrliche Arbeit
dariiber zu verdffentlichen. Aber mannigfache Hindernisse, vor Allem der
Wunsch die vielen noch vorhandenen Liicken der Untersuchung auszufiillen,
haben mich davon zuriickgehalten, bis jetzt der Wunsch iiberwog, meinem
Freunde und Lehrer zu seinem Festtage die Ergebnisse anhaltender For-
schungen gesammelt und geordnet darzubringen, obgleich ich mir beim An-
fange ebenso der Schwierigkeit meines Vorhabens wie nachher beim Ab-
schlusse der Unvollkommenheit des Werkes bewusst gewesen bin.

Da der Umfang der Arbeit iiber das Maass einer Abhandlung ange-
wachsen ist, habe ich sie der Uebersicht wegen in zwei Theile gesondert. In
dem ersten werden die weiteren und engeren Sphiiren der Existenz der alge-
braischen Grossen fixirt, es wird die Art ihrer Existenz genauer dargelegt

und zwar auch in dem Falle, wo mehrere derselben zugleich durch irgend
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eine Anzahl algebraischer Gleichungen definirt oder eigentlich nur gefordert
werden. Im zweiten Theile werden die arithmetischen Eigenschaften der
ganzen algebraischen Grossen, d. h. diejenigen, welche auf ihre Theilbarkeit
Bezug haben, entwickelt. — Wihrend im ersten Theile von der unendlichen
Menge algebraischer Grossen einer Sphire ausgegangen wird und ihre zu-
‘néichst nur begriffliche Zusammenfassung in Gattungen und Arten durch eine
gemeinschaftliche Darstellung concreten: Ausdruck erhilt, wird im zweiten
Theile von einer beliebigen endlichen Anzahl ganzer algebraischer Grossen
ausgegangen und dem zundichst nur durch Analogie mit den ganzen ratio-
nalen Grossen geforderten Begriffe des gemeinsamen Theilers durch einen
algebraischen Ausdruck entsprochen. Wie jener elementareren Aufgabe der
Darstellung aller ganzen algebraischen Grossen einer Gattung nur dadurch
geniigt werden konnte, dass an die Stelle ganzer Functionen einer alge-
braischen Grosse lineare Functionen von mehreren genommen, d. h. dass
den Potenzen einer einzigen algebraischen Grosse noch andere Elemente der
Gattung associirt warden, um die gebrochenen , idealen“ Grossen zu wirk-
lichen zu machen®), so erforderte das hohere Problem der Darstellung des
gemeinschaftlichen Theilers ganzer algebraischer Griossen die Association der
»ganzen algebraischen Formen, um diesen aus der Sphiire blosser Abstrac-
tion in die Wirklichkeit algebraischer Grebilde zu versetzen. Aus der Vereini-
gung dieser beiden Darstellungs-Principien werden im Schlussparagraphen
die Fundamentalgleichungen hergeleitet, mit Hiilfe deren sich die gesammte
Theorie der algebraischen Grossen auf die der rationalen Functionen von
Variabeln reduciren lisst, und da bei dieser Reduction sich die Anzahl der
Variabeln und die Stufenzahl der Formen erhoht, so zeigt sich, dass jener
mit den Formen selbst zugleich eingefiihrte Begriff ihrer verschiedenen Stufen
den Begriff der algebraischen Irrationalitiit zu ersetzen geeignet ist.

Dass viele zum Thema gehorige Fragen noch unerledigt geblieben,
viele behandelte Punkte niher auszufiihren sind, habe ich an den einzelnen
Stellen der Arbeit selbst hervorgehoben und schon durch den Titel angedeutet.
Ich habe hier nur die ,Grundziige* einer im Wesentlichen neuen Behand-
lungsweise der algebraischen Grossen geben wollen oder kinnen.

#) Diese Darstellungsweise hat in dem speciellen Falle der algebraischen Zahlen
auch Herr Dedekind angewendet und vor mir 1871 durch den Druck vertffentlicht
(vgl. die Vorbemerkung zu meiner Abhandlung im Journ. f. Math. Bd. 91, S. 301). Die
Bedeutung gebrochener idealer Zahlen ist schon auf S. 31 der Kummersehen Abhand-

lung ,,Ueber die allgemeinen Reciprocititsgesetze’ aus dem Jahre 1859 dargelegt.
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Erster Theil.

§ 1.
_ + Die Rationalitits-Bereiche.

Ich fixire, wie in meinen fritheren Aufsiitzen, z. B. in denjenigen,
welche in den Monatsberichten der Berliner Akademie vom Juni 1853, vom
Februar 1873 und vom Mirz 1879 abgedruckt sind, durch die Grossen
R, R", R, ... einen bestimmten Rationalitits-Bereich (R', K", R, ...).
In dem ersten von jenen erwihnten Aufsitzen sind die den Rationalitiits-
Bereich charakterisirenden Grossen mit A, B, C, ... bezeichnet. Die dort
zuerst eingefiihrte Fixirung eines solchen Bereichs war, wie a. a. O. niher
dargelegt ist, fir die Klirung der Theorie der algebraischen Gleichungen
durchaus nothwendig. Das Bediirfniss einer Priicisirung dessen, was bei
einer bestimmten Untersuchung als rational zu betrachten sei, tritt bei
Galois und auch schon bei Abel, namentlich in der Einleitung zu seinem un-
vollendeten Aufsatze ,,sur la résolution algébrique des équations (Oeuvres
complétes, Tome II p. 185), deutlich hervor. Doch geht Abel in seinen be-
treffenden Ausfithrungen, wie sich dann zeigt, nicht bis auf das nothwendige
Fundament rationaler Functionen mit ganzzahligen Coefficienten zuriick,
sondern behilt im Gegentheil die nihere Bestimmung der Coefficienten vor,
und bei Galois macht die weitere Entwickelung die Pricisirung des , Ra-
tionalen* iiberfliissig. In dem letzten meiner oben erwihnten Aufsiitze
habe ich, wie auch stets in meinen Universitits-Vorlesungen, den Aus-
druck ,,Rationalitiits - Bezirk“ gebraucht, um dessen in gewisser Hinsicht
willkiirliche Abgrenzung zu kennzeichnen; doch glaube ich den hier ge-
wiihlten Ausdruck ,Bereich” um desswillen vorziehen zu sollen, weil darin
der Begriff des Réumlichen weniger scharf ausgepriigt ist, und weil er sich
in Folge dessen den anderen in meinen Arbeiten und Universitits- Vor-
lesungen eingefiihrten, durchweg nach Gauss' klassischem Muster der Syste-
matik der beschreibenden Naturwissenschaften entlehnten Bezeichnungen
niher anschliesst. Ueberdies findet sich auch im gewdhnlichen Sprach-
gebrauch bei dem Begriffe eines ,,Bereichs“ die Moglichkeit einer ver-
schiedenen Abgrenzung nicht geradezu ausgeschlossen, wenn sie auch darin
weniger — als in dem Ausdruck ,Bezirk“ — hervorgehoben ist.

1*
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Der Rationalitiits-Bereich (9, R", R",...) enthilt, wie schon die Be-
zeichnung deutlich erkennen liisst, alle diejenigen Grossen, welche rationale
Functionen der Grossen ', R, R, ... mit ganzzahligen Coefficienten
sind. Diese Bestimmung, dass die Coefficienten ganzzahlig sein sollen, ist
nur hier im Anfange, um jedes Missverstiindniss auszuschliessen, hinzugefiigt.
Im Folgenden soll stets, wie in allen meinen fritheren Aufsitzen, der Be-
griff ,der rationalen Function der Grossen :“, auch ohne weitere Hinzu-
fiigung, in seiner urspriinglichen, einzig priicisen Bedeutung als der einer
rationalen Function mit ganzzahligen Coefficienten gebraucht werden. Wenn
an einzelnen Stellen der Untersuchung bei rationalen Functionen der Grossen
R von der Beschaffenheit der Coefficienten abgesehen werden soll, so ist
es geeigneter, sie als solche zu bezeichnen, welche die Elemente i in ratio-
naler Weise enthalten oder durch rationale Operationen aus denselben ge-
bildet sind.

Durch den ,Rationalitits-Bereich (', R", R, ...)* sollen die simmt-
lichen rationalen Functionen der Elemente  — nur zur Erleichterung der
Ausdrucksweise bei der Darstellung der Theorie — begrifflich zusammen-
gefasst werden, und in derselben Weise soll auch noch weiterhin die Ein-
ordnung von ,,Grossen” nach bestimmten, besonders darzulegenden, gemein-
samen Eigenschaften in geschlossene Kreise oder Kategorieen erfolgen. Der
Ausdruck ,,Grosse“ ist hierbei in der weitesten arithmetisch -algebraischen
Bedeutung zu nehmen, und es sind im Allgemeinen auch Grossengebilde
wie ,rationale Functionen unbestimmter Grossen®, sogenannte ,,Formen be-
liebig vieler Verdnderlicher* u. s. w. mit darunter zu verstehen, denen der
Begriff der Maassgrosse, der des ,grosser oder kleiner Seins* géinzlich fremd
ist. Aber die gewohnlichen Zahlengrossen, die rationalen wie die alge-
braischen irrationalen Zahlen, gehdren mit in die Kategorie der zu be-
handelnden Grossen, und es ist desshalb ausdriicklich hervorzuheben, dass,
obgleich hier das ,grosser oder kleiner Sein“ volle Bedeutung hat, dennoch
bei allen im Folgenden vorkommenden Gruppirungen, weil sie nach allge-
meineren Gesichtspunkten vorzunehmen sind, die Maassgrosse keinerlei Riick-
sicht bilden wird. Bei der in § 3 erfolgenden Einfilhrung des Gattungs-
begriffs liegt- z. B. die zu einer besonderen Gattung gehorige Grosse V2
yoegrifflich“ weit ab von irgend einer der Quadratwurzel aus zwei noch so
nahe liegenden rationalen Zahl; ebenso tritt bei der spiteren Unterscheidung
der ganzen und gebrochenen Zahlen fiir die der Grosse nach benachbarten
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Zahlen der beiden Kategoricen eine begriffliche Trennung ein. Eben dess-
halb, und weil man doch gewohnt ist, sich die Zahlengrossen ihrer Maass-
grosse nach, nicht aber ihren algebraischen Eigenschaften nach, an einander
gereiht oder irgend wie réumlich gruppirt vorzustellen, halte ich es fiir
angemessen, in der Terminologie die Ausdriicke mit entschieden réumlichem
Geprige zu vermeiden und nur solche, kaum zu umgehende allgemeine
Ausdriicke — wie eben jenes Wort ,,Bereich“ — oder allgemeine Bilder
zu gebrauchen, welche die urspriinglich riumliche Bedeutung bei ihrer viel-
fachen Verwendung im gewohnlichen Sprachgebrauche schon fast verloren
haben. Aus diesem Gesichtspunkte habe ich auch geglaubt, von der Adoption
der Dedekindschen Bezeichnung ,,Korper“ absehen und meine &ltere Be-
zeichnungsweise im Wesentlichen beibehalten zu sollen, zumal gerade —
wenigstens fiir die vorliegenden Untersuchungen — mir eine ganz neue
Begriffsbildung zur Zusammenfassung der rationalen Functionen bestimmter
Grossen R', R, R, ... nicht erforderlich und diese Zusammenfassung selbst
durch das Wort ,,Rationalitits-Bereich* in schlichter, ungezwungener Weise
ausdriickbar erschien.

Mit der Fixirung des Rationalitiits-Bereichs wird die Frage der Zer-
legbarkeit ganzer Functionen von einer oder mehreren Verinderlichen, deren
Coefficienten jenem Bereich angehtren, zu einer vollig bestimmten, insofgrn
dabei verlangt wird, dass auch die Coefficienten der Factoren eben dem-
selben Bereich angehoren sollen. In diesem Sinne soll nun stets eine ganze
Function von beliebig vielen Verinderlichen mit Coefficienten aus dem
Rationalitits-Bereich (', R", K", ...) schlechthin als ,irreductibel” oder ,un-
zerlegbar bezeichnet werden, wenn sie keine eben solche ganze IFunction,
d. h. keine ganze Function derselben Veriinderlichen mit Coefficienten aus
demselben Rationalitits-Bereich als Factor enthilt (vgl. § 4). Die von den
Veriinderlichen unabhiingigen Factoren werden hierbei vorliufig ausser Acht
gelassen, da sie erst mit der Betrachtung der gamzen Functionen von %,
R, R, ..., d h der ganzen Grossen des DBereichs zu fixiren sind.

§ 2.

Die algebraischen Grossen; ihre Eintheilung in Gattungen.

Jede Wurzel einer irreductibeln Gleichung mter Grades, deren Coef-
ficienten dem Rationalitits-Bereich (R, R", R"”,...) angehoren; heisst eine
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algebraische Function nter Ordnung der Grossen R, R”, K", .... Die
n Wurzeln einer und derselben Gleichung sind ,,conjugirte algebraische
Functionen* von %', K", R, ....

Wenn man eine bestimmte algebraische Function nter Ordnung von
R, R, R, ... zu eben diesen Grossen R hinzunimmt oder ,,adjungirt®,
so constituirt die Gesammtheit derjenigen dem neuen Rationalitiits- Bereich
angehtrigen Grossen, welche algebraische Functionen ater Ordnung sind,
eine bestimmte ,Gattung” (genus) algebraischer Functionen nter Ordnung von
R, R, R, ..., also eine besondere, dem Bereich (R',R", R",...) nent-
stammende“ Grossengattung. Die Zahl » soll auch die ,,Ordrung der Gattung”
bezeichnen. Sind @, @' zwei algebraische Functionen verschiedener Gattun-
gen von der Beschaffenheit, dass simmtliche Functionen der Gattung & zum
Rationalitits-Bereich (&', R', R", R",...) gehoren, so soll die Beziehung der
beiden Gattungen dadurch zum Ausdruck gebracht werden, dass die Gattung
® als unter der Gattung &' ,enthalten® bezeichnet .wird. — Die Ordnung
der enthaltenen Gattung & ist ein Divisor der Ordnung der enthaltenden
Gattung &'. Denn wenn f(z) eine rationale Function von = bedeutet und

mit @, @, ... «, die » conjugirten algebraischen Functionen z bezelchnet
werden, 80 muss jeder 1rreduct1ble Factor des Products
II(y—f(z)) (*k=1,2,...n)

offenbar fir jeden der conjugirten Werthe y = f(x;) verschwinden, und dlese
irreductibeln Factoren miissen also. simmtlich identisch sein. Die Anzahl
der unter einander verschiedenen Werthe f(x,), d. h. die Ordnung der alge-
braischen Function f(x), ist demnach ein Theiler von » (vgl. meinen citirten
Aufsatz vom Mirz 1879). — Wenn conjugirte algebraische Functionen zu
verschiedenen Gattungen gehoren, so werden diese Gattungen selbst als
Hweonjugirt“ bezeichnet. Es giebt also hochstens so viel einander conjugirte
Gattungen, als ihre Ordnung betrigt. Wenn die Anzahl nur Eirs ist, d. h.
also, wenn die Gattung keine conjugirten hat, so ist sie eine ,Galoissche
Gattung®.

Der Rationalitits-Bereich (&', ', R", R, ...) umfasst ausser den alge-
braischen Functionen der Gattung &' noch alle diejenigen, welche den
unter &' enthaltenen Gattungen angehoren, und dazu sind auch die ratio-
nalen Functionen von %', %", R", ... zu rechnen, da sie gewissermassen
die Gattung erster Ordnung bilden. Der bezeichnete Bereich soll ,der Be-
reich der Guttung &'“ genannt werden, und es wird also durch den Zusatz
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des Wortes ,,Bereich“ dem Gattungsbegriff eine erweiterte Bedeutung bei-
gelegt. Die Gesammtheit der algebraischen Functionen hichster Ordnung,
welche in dem Gattungsbereich enthalten sind, bildet die Gattung selbst, im
engeren Sinne des Wortes. Das Verhiiltniss der Gattungen zu dem Bereich
(R, R", R",...), aus welchem sie entstammen, kann fiiglich dadurch zum
Adsdruck kommen, dass dieser als der ,Stammbereich“ der daraus hervor-
gegangenen Gattungen bezeichnet wird. Jeder Gattungsbereich enthilt
seinen Stammbereich.

Sind &', &", @, ... beliebige Gattungen algebraischer Functionen
von R, K", R, ..., so bildet die Gesammtheit der Grossen des Ratio-
nalitits - Bereichs (¢, ", @",... R, R", R",...) wiederum einen Gattungs-
bereich (&, R, K", R",...), wie in dem zweiten Absatze des folgenden Para-
graphen niher dargelegt wird. Die bestimmende Gattung & ist hierbei
ebensowohl dadurch charakterisirt, dass sie durch die algebraischen Func-
tionen hochster Ordnung des Bereichs (@&, ", &, ... R, R",R",...) ge-
bildet wird, als dadurch, dass sie die Gattung niedrigster Ordnung ist, unter
welcher die simmtlichen Gattungen @, ", @”, ... enthalten sind.

3.
Die natiirlichen Rationalitéts—B%zreiche und die Gattungs-Bereiche.

Die Wahl der Grossen %R, R”, R, ..., d. h. also der Elemente eines
Rationalitiits-Bereichs, unterliegt an sich keinerlei Beschrinkung, doch .iét
es fiir die Behandlung der algebraischen Grossen vollig bedeutungslos,
transcendente Zahlengrossen oder transcendente Functionen von Variabeln
unter die Elemente mit aufzunehmen; denn die Resultate bleiben ungeiindert,
wenn an Stelle solcher transcendenten neue unabhiingige Verinderliche
gesetzt werden. Sind n#mlich die Resultate der Theorie algebraischer
Functionen von %', R", R, ... erst fiir diesen Fall, wo die transcendenten
R durch unabhiingige Variable ersetzt sind, entwickelt, so konnen dieselben,
ihrer Natur und Herleitung nach, nur durch solche Specialisation von Grossen
R alterirt oder modificirt werden, bei welcher algebraische Beziehungen
zwischen denselben eintreten®). Es kann daher, unbeschadet der Allge-

*) In dem oben erwihnten, unvollendeten Aufsatze Abels (Oeuvres complétes 1839
Tome II p. 185) kommen Stellen vor, z. B. auf S. 188 und 8. 196, aus welchen her-
vorzugehen scheint, dass Abel bei seiner ersten Beschiftigung mit dem Gegenstande
noch glaubte, den Fall transcendenter Grossen R mit in Betracht ziehen zu mtissen.
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meinheit, angenommen werden, dass die Elemente eines Rationalitits—Bereichs
nur aus einer Anzahl verdnderlicher oder unbestimmter Grossen und algebrai-
scher Functionen derselben bestehen. .

Es ist an sich klar, dass man zu den Elementen eines Rationalitiits-
Bereichs, ohne denselben zu #ndern, jede beliebige rationale Function der-
selben hinzufiigen, sowie auch andererseits jede der Grossen N, welche eine
rationale Function der iibrigen ist, weglassen kann. Wenn ferner eine der
Grossen R eine algebraische Function der iibrigen ist, so kann eine beliebige
andere Function derselben Gattung dafiir gesetzt werden. Da nun fiir zwei
algebraische Functionen verschiedener Gattungen &', @" stets auf unendlich
viele Weisen lineare Functionen mit ganzzahligen Coefficienten ' &'+ N"G"
bestimmt werden konnen, welche die Gattung niedrigster Ordnung repri-
sentiren, unter denen beide Gattungen enthalten sind, so kann, wenn &' und
" unter den Elementen vorkommen, erst '@’ <+ N" " hinzugefiigt, alsdann
aber sowohl @' als " weggelassen werden, und man gelangt auf diese Weise
allmihlich zu dem am Schlusse des § 2 angegebenen Resultat, dass der
Rationalitits-Bereich (&', ", ®",... ®, R", R",...) mit einem Rationalitiits-
Bereich (&, R, R”, K", ...) identisch ist, in welchem & als Gattung niedrigster
Ordnung bestimmt ist, unter der die simmtlichen Gattungen &', ", &, ...
enthalten sind. Man kann sich hiernach schliesslich auf die Annahme
solcher Rationalitiits-Bereiche (3, R"”, R, ...) beschriinken, in welchen die
Elemente eine Anzahl veriinderlicher oder unbestimmter Grossen sind, zu
denen hichstens eine algebraische Function derselben tritt. Fiir ein solches
Hinzutreten von Grossen R, die den Rationalitits-Bereich in einer fiir die
algebraische Betrachtung wesentlichen Weise modificiren, bedient man sich
seit Galois des technischen Ausdrucks der Adjunction. Die allgemeinste
Annahme kann also dahin formulirt werden, dass fiir die Grossen R eine
Anzahl Variabler zu setzen und denselben hichstens eine algebraische
Function zu adjungiren ist. Hierin ist auch der Fall mit inbegriffen, wo die
Grossen R iiberhaupt fehlen, d. h. der Fall, in welchem der Rationalitits-
Bereich derjenige der rationalen Zahlen, also der ,absolute Rationalitiits-
Bereich ist, und dieser kann offenbar auch dadurch bezeichnet werden, dass
nur eine Grosse ! und diese gleich Eins angenommen wird. Die algebrai-
schen Functionen der Grossen R, d. h. die aus dem Rationalitits-Bereich
hervorgehenden algebraischen Grossen sind in diesem Falle jalgebraische
Zahlen“; sie sind es offenbar auch in dem Falle, wenn nur eir Element



Kronecker, Grundxiige einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grissen. 9

R, und dieses selbst gleich einer bestimmten algebraischen Zahl ange-
nommen wird.

Wenn fiir den allgemeinen Fall, wo die Elemente % eine Anzahl
veriinderlicher oder unbestimmter Grossen enthalten, unbedenklich von alge-
braischen Functionen der Grossen 9 die Rede sein konnte, so erscheint
doch diese Amsdrucksweise nicht mehr vollig zutreffend, wenn nur eine
Grosse M =1 vorhanden ist. Um diesen besonderen Fall auch in der Aus-
drucksweise mit zu umfassen, ist es vorzuziehen, die algebraischen Functionen
der Grossen i auch im allgemeinen Falle verinderlicher oder unbestimmter
Grossen R als algebraische, dem Rationalitits-Bereich (:#) entstammende
Grossen zu bezeichnen. Da jedoch die Anwendung des Begriffs der algebrai-
schen Functionen auf den besonderen Fall :# =1 nur in ganz Husserlicher
Hinsicht bedenklich erscheint, so kann dieser Begriff und die dem ent-
sprechende Ausdrucksweise neben der anderen, welche sich dem Falle :ft =1
besser anpasst, gebraucht werden.

Ein Rationalitiits-Bereich ist im Allgemeinen ein willkiirlich abgegrenz-
ter Grossenbereich, doch nur, so weit es der Begriff gestattet. Da niimlich ein
Rationalitéits-Bereich nur durch Hinzufiigung beliebig gewihlter Elemente
R vergrossert werden kann, so erfordert jede willkiirliche Ausdehnung seiner
Begrenzung zugleich die Umschliessung aller durch das neue Element rational
ausdriickbaren Grossen. Es giebt aber auch natirlich abgegrenzte Ratio-
nalitiits-Bereiche, so das Reich der gewdhnlichen rationalen Zahlen, welches
als das absolute in allen Rationalitiits-Bereichen enthalten ist und, wie es
durch R =1 bezeichnet worden, auch gewissermassen die absolute Einheit
des Rationalitéits-Begriffs repriisentirt. Auch das Reich der rationalen Func-
tionen von R', R", R, ..., wenn diese séimmtlich unabhiingige Variable
bedeuten, ist ein ,natirlich“ abgegrenztes; es ist darin das Reich der rationalen
Zahlen sowie iiberhaupt das der rationalen Functionen von einem Theile
der Variabeln %', R", R, ... mit enthalten.

Aus einem Rationalitits-Bereich ,,gehen die verschiedenen Gattungen
algebraischer Functionen hervor*; sie konnen wieder ganz oder theilweise
in einen grisseren Bereich zusammengefasst werden, in welchem dann noth-
wendig der urspriingliche Rationalitits-Bereich enthalten ist. Es ist an sich
klar, dass, wenn die Elemente %,, R|,... zu einem Rationalitits-Bereich
(R, R",...) gehoren, der Rationalitits-Bereich (R, R, ...) ein Theilbereich
dessen mit den Elementen R', R",... ist. Sind die Elemente %;, R/, ...

Journal fiir Mathematik Bd. XCII. Heft 1. 2
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und R, R", ... gegenseitig durch einander rational ausdriickbar, so sind die
beiden dadurch bestimmten Rationalitiits-Bereiche identisch.

Die siammilichen aus einem natiirlichen Rationalitiits-Bereich hervor-
gehenden Gattungen algebraischer Grossen bilden zusammen ein geschlossenes,
den Stammbereich mit einschliessendes Grossenreich, so z. B. das Gesammt-
reich der algebraischen Zahlen, oder das Gesammtreich aller algebraischen
Functionen von unabhingigen Variabeln ®', R"”,..., welches das erstere
in sich schliesst. Man kann aber auch ein solches kleineres Gesammireich
(R, Ry, ...) einem grosseren Rationalitits-Bereich (R, Ry, ..., R, R",...)
anschliessen und also z. B. im Falle ;=1 einen aus variabeln Elementen
R gebildeten Rationalitiits-Bereich (', R",...) mit dem Reiche aller alge-
braischen Zahlen verbinden, d. h. also bei der Behandlung algebraischer
Functionen der Variabeln R', R”, ... von den ,,Constanten* absehen. Dies
geschieht z. B. in der Regel bei analytisch- geometrischen Untersuchungen,
wenn R', R, ... die Coordinaten bedeuten. So kommt es bei der Frage
nach der Zerlegbarkeit einer ganzen rationalen Function F(z, y, s), wenn man
F(x,y,5) =0 als die Gleichung einer algebraischen Fliche betrachtet, in
der Regel nicht darauf an, ob die Coefficienten der Factoren rationale
Zahlen sind oder nicht. Aber man braucht, wie dieses Beispiel zeigt, bei
bestimmten Fragen doch nur die Adjunction bestimmter Grossen, und anstatt
von vorn herein unendlich viele Grossen zu adjungiren, geniigt es daher,
gich nur die Adjunction besonderer, aus der Untersuchung selbst sich er-
gebender Grossen vorzubehalten. — Im Allgemeinen hat sich also, wie
oben dargelegt worden, die arithmetische Behandlung der algebraischen
Grossen auf Rationalitits-Bereiche mit lauter unabhiingigen Variabeln und
solche, bei denen iiberdies noch eine Grattung algebraischer Functionen der-
selben adjungirt ist, also auf ,,natirliche Stammbereiche und Gattungsbereiche*
zu beschrinken (vgl. meinen Aufsatz ,Ueber die verschiedenen Sturmschen
Reihen* im Monatsbericht der Berliner Akademie vom Febr. 1873, S. 122
und 123).

§ 4.
Die Zerlegung ganzer Functionen von Variabeln in irreductible Factoren.
Die im Art. 1 aufgestellte Definition der Irreductibilitit entbehrt so

lange einer sicheren Grundlage, als nicht eine Methode angegeben ist,
mittels deren bei einer bestimmten, vorgelegten Function entschieden werden
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kann, ob dieselbe der aufgestellten Definition gemiiss irreductibel ist oder
nicht*). Die zuniichst sich darbietende Methode, die Coefficienten der Theiler
einer ganzen Function von Veriinderlichen durch Elimination aus den dafiir
bestehenden Gleichungen zu bestimmen, empfiehlt sich schon um desswillen
nicht, weil bei naturgemisser und vollstindiger Entwickelung der Theorie
dér Elimination die Zerlegung ganzer Functionen in ihre Factoren gebraucht
wird. Desshalb soll hier eine neue Methode dargelegt ‘werden, welche nur
einfache, hier bereits verwendbare Hiilfsmittel in Anspruch nimmt,

Ist erstens zu entscheiden, ob eine ganze ganzzahlige Function einer
Variabeln « rationale Divisoren hat oder nicht, so braucht man, wenn die-
selbe vom Grade 2# oder 2z+1 ist, offenbar nur die etwaigen Theiler
nten oder niedrigeren Grades zu ermitteln. Sind nun 7, ry, r, ... r, be-
liebige, von einander verschiedene, positive oder negative ganze Zahlen, und
setzt man

z—r)(z—r,)...(x—"1, z—r)(@—r,)...(2—r,

o (:L‘) - (so_r:i((ro_ri))"'gro“‘rz) » 9 (w) - (E'l—roggrt_rz))"'((rx —7'2) Ty
so ist jede ganze ganzzahlige Function f(wx), deren Grad hochstens gleich
n ist, als ganze ganzzahlige lineare Function der z-+4 1 Functionen g(x)
darstellbar, und zwar ist

f@) = f(ry) g (@) +f(r) g (@) ++++ f(1.) gu (@)
Soll also f(x) ein Theiler der vorgelegten Function F () sein, so muss bei
dieser Darstellungsweise der Coefficient von g,(x) ein Divisor der ganzen
Zahl F(r,) sein, und man hat daher nur eine endliche Anzahl von Coef-
ficienten - Systemen zu discutiren, um alle Theiler von F(z) zu erhalten
oder der Irreductibilitiit von F(xz) gewiss zu sein. — Eben dasselbe Ver-
fahren kann nun direct auf ganze Functionen mehrerer Variabeln ausge-
dehnt oder beim allmihlichen Uebergange zu 2, 3 und mehr Variabeln
angewendet werden. Aber es ist schon an sich (theoretisch) auch fiir Func-

tionen mehrerer Variabeln vollkommen ausreichend, da eine ganze Function
von z, &', ", ", ... ™, wenn

n
=ca, z'=c2", "=c¢z, ... W=c,a’

gesetzt und ¢ hinreichend gross genommen wird, in eine ganze Function

_ ® Das analoge Bedtrfniss, welches freilich hiufig unbeachtet geblieben ist, zeigt
sich auch in vielen anderen Fillen, bei Definitionen wie bei Beweisflibrungen, und

ich werde bei einer anderen Gelegenheit in allgemeiner und eingehender Weise darauf
zurltickkommen.

2*
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der einzigen Variabeln x iibergeht, welche in Beziehung auf ihre Zerleg-
barkeit so wie iiberhaupt in algebraischer Hinsicht die transformirte Function
von z, «', ', ... @™ durchaus zu ersetzen geeignet ist. Bei geniigender
Grosse der Zahl g werden nidmlich die verschiedenen Producte von Potenzen
der n+1 Variabeln « in ganze Functionen der einzigen Variabeln z ver-
wandelt, welche von lauter verschiedenen Graden und also linear unabhiingig
sind. (Vgl. meine Mittheilung im Monatsbericht der Berliner Akademie
vom Nov. 1880, S. 938, 939.)

Nachdem hiermit eine Methode angegeben worden, mittels deren
eine ganze ganzzahlige Function von beliebig vielen Verinderlichen in ihre
irreductibeln Factoren zerlegt werden kann, wenn fiir den Begriff der Irre-
ductibilitéit der natiirliche Rationalitits-Bereich festgehalten wird, bleibt nur
noch iibrig, die Zerlegung auch fiir den Fall, wo eine der Griossen R eine
algebraische Grosse ist, zu bewirken. Dies geschieht in folgender Weise,
wenn der Einfachheit halber eine der Variabeln hervorgehoben wird und
also nur die Zerlegung einer ganzen Function F(x) zu bewirken ist,
deren Coefficienten einem Rationalitiits-Bereich (R, R', R",...) angehoren, in
welchem R eine algebraische Function der iibrigen Grossen R', R, R, ...
ist. Dabei kann angenommen werden, dass die Function F(x) keine gleichen
Factoren enthiilt; denn anderenfalls wiirde man dieselbe von gleichen Fac-
toren dadurch befreien kionnen, dass man sie durch den grossten Theiler,
den die Function F(x) mit ihrer Ableitung gemein hat, dividirt. Man setze
nun zuvorderst z+u an Stelle von z in F(x), wo u eine unbestimmte
Grosse bedeutet; man betrachte ferner F selbst als Function von z und
der zum Rationalitits-Bereich gehorigen algebraischen Grosse 3, welche
also auch in den Coefficienten vorkommen kann, bezeichne demnach die
Function F durch F(z, R) und bilde das Product aller mit einander con-
jugirten Ausdriicke

F(z+uR, N),
d. h. aller derjenigen, welche entstehen, wenn man die mit R conjugirten
algebraischen Grossen an Stelle von %R setzt. Dieses Product ist eine ganze
Function von @, deren Coefficienten rationale Functionen der Variabeln
R, K", K", ... sind, kann also nach dem Vorhergehenden in irreductible
Factoren zerlegt werden. Sind diese Factoren: F,(z), F;(z), ..., so bilden,
wie leicht zu sehen, die grossten gemeinschaftlichen Theiler von
F(z+uR,RN) und F,(z)
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fir h=1, 2, ... die irreductibeln Factoren von F(z +uR, N), aus denen die
Factoren von F(x) selbst unmittelbar hervorgehen, wenn wieder z—u% an
Stelle von z gesetzt wird. Es ist noch zu bemerken, dass die Einfiihrung
von z+u#R an Stelle von = zu dem Zwecke erfolgt ist, das Vorkommen
von R in den Coefficienten zu sichern.

Fiir jede ganze Function beliebig vieler Veriinderlicher, deren Coeffi-
cienten einem festgesetzten Rationalitits-Bereich (R', R", R",...) angehoren,
ist hiermit die Moglichkeit ihrer Zerlegung in irreductible Factoren darge-
than. Dass eine solche Zerlegung nur in einer einzigen Weise moglich,
also vollkommen bestimmt ist, beruht — da man sich aus dem oben ange-
fiilhrten Grunde auf Functionen einer Variabeln beschrinken kann — einfach
auf dem Satze, dass ein Product von zwei ganzen Functionen von  nur dann
durch einen irreductibeln Factor theilbar sein kann, wenn eine der beiden
Functionen diesen Factor enthiilt. Fiir den absoluten Rationalitiits-Bereich
behilt dieser Satz auch noch seine Geltung, wenn der irreductible Factor eine
Function nullten Grades ist, also # gar nicht enthélt. Ein solcher irreduc-
tibler Factor ist demnach eine gewthnliche Primzahl, und es ist schon in
Art. 42 von Gauss’ Disqq. Arithm. nachgewiesen, dass ein Product ¢(z)y (x)
nicht durch eine Primzahl p theilbar sein kann, ohne dass einer der Factoren
¢(x) oder y(x) durch p theilbar ist. In dem angenommenen Falle :t =1
sind die Functionen, deren Zerlegung entwickelt worden ist, ganze ganz-
zahlige Functionen beliebig vieler Verdinderlicher, und die obigen Ausfiihrungen
enthalten daher die Methode, wie jede solche Function in irreductible Fac-
toren zerlegt werden kann, und zugleich den Nachweis, dass dies nur auf
eine einzige vollig bestimmte Weise moglich ist.

§ 5.

Die ganzen algebraischen Grdossen; ihre Eintheilung in Arten.

Wenn der Rationalitiits-Bereich (R', R", R",...) ein natiirlicher ist,
d. h. wenn es der Bereich % = 1 ist, oder wenn die Elemente $ sémmtlich
unabhingige Variable sind, so bilden die ganzen ganzzahligen Functionen
von R, R”, R, ... einen in sofern wieder in sich geschlossenen Theil-
bereich, als die simmtlichen ganzen ganzzahligen Functionen der darin ent-
haltenen Grossen ebenfalls mit darin enthalten sind. Diese ganzen Func-
tionen von R', R", K", ... sollen kurzweg als die ,ganzen“ Grossen des
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Rationalitiits-Bereichs bezeichnet werden. Fiir den dieselben umfassenden
Theilbereich kionnte auch fiiglich, nach Analogie des Ausdrucks , Rationali-
tits-Bereich®, die Benennung ,,Integritits-Bereich* eingefiihrt werden. Doch
werde ich in der vorliegenden Arbeit von dieser Benennung kaum Gebrauch
machen, sondern nur die Bezeichnung des Theilbereichs der ,,ganzen Grossen
eines Rationalitiits- Bereichs mit den Elementen %', R”, R, ... durch
eckige Parenthesen anwenden und denselben demgemiiss als den Bereich
R, R, R",...] von dem gesammten Rationalitiits-Bereich (R', R", R",...)
unterscheiden. Dies vorausgeschickt, kann die Definition der ganzen alge-
braischer Functionen in einfacher Form gegeben werden.

Eine Grosse « soll eine ,,ganze algebraische Function der Variabeln
R oder eine ,,ganze algebraische Grosse® genannt werden, wenn sie einer
Gleichung geniigt, in welcher der Coefficient der hochsten Potenz von «
gleich Eins ist, und die iibrigen Coefficienten ganze ganzzahlige Functionen
der Variabeln R, also Grossen des Bereichs [R', R", K", ...] sind. Fiir
den Fall i =1 sollen die ganzen algebraischen Grossen auch als ,,ganze
algebraische Zahlen bezeichnet werden. Fiir den Fall veriinderlicher & ist .
eine Grosse als ganze algebraische Function einer der Variabeln R dadurch
charakterisirt, dass sie fiir endliche Werthe derselben niemals unendlich
wird. Da ganze algebraische Functionen von ganzen algebraischen Grissen
offenbar selbst ganze algebraische Grossen sind, so bildet die Gresammtheit
der aus einem natiirlichen Stammbereich [R', k", R",...] hervorgehenden
ganzen algebraischen Grossen ein in sich geschlossenes algebraisches
Grossenreich,

Fiir jeden natiirlichen Rationalitiits-Bereich (&', R",R",...) gilt der
Satz, dass eine ganze algebraische Grisse, wenn sie rational ist, auch eine
ganze ganzzahlige Function von R', &”, K", ... sein muss. Soll nimlich
eine gebrochene rationale Function von %', R", R, ... einer Gleichung
ntt Grades geniigen, in welcher der Coefficient von «* gleich Eins ist, und
die iibrigen Coefficienten ganze ganzzahlige Functionen von &', R", R",...
sind, so muss offenbar die nt¢ Potenz des Z#hlers der gebrochenen rationalen
Functionen durch den Nenner theilbar sein. Dies ist aber, da Zihler und
Nenner nach § 4 in ihre irreductibeln Factoren zerlegt vorausgesetzt werden
konnen, unmoglich, wenn nicht der Nenner gleich Eins ist. Falls eine der
‘Grossen R eine algebraische Function der tibrigen und also der Rationali-
tits-Bereich ein Gattungsbereich ist, hat der Satz — genau in der obigen
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Form — nicht mehr unbeschriinkte Geltung; so ist z. B. fir ® =V —3 die
dritte Wurzel der Einheit 4 (—1+V —3), obgleich in Bruchform erscheinend,
algebraisch ganz.

Bezeichnet (', k", R",...), wie durchweg in diesem und dem fol-
genden Paragraphen, einen natiirlichen Rationalitits-Bereich, und sind &',
€", &@", ... irgend welche jenem Bereich entstammende, ganze algebraische
Grossen der Gattung &, so bilden diejenigen ganzen ganzzahligen Func-
tionen von

’ n n . ’ " n
R, R,OR .. S, S, S L.,

welche der Gattung angehoren, eine besondere ,Art“ oder ,Species* der-
selben. Ebenso wie der Begriff der Gattung in § 2 durch den des Gattungs-
bereichs erweitert worden ist, soll auch der Begriff der Art erweitert und
im , Art-Bereich® [}, R", R",...; &,&",&",...] die Gesammtheit der ganzen
ganzzahligen Functionen der ,,Elemente i und & zusammengefasst werden.
Der Art-Bereich schliesst also auch ganze algebraische Grossen von
Guattungen, die nicht zur Gattung & gehoren, sondern nur unter derselben
enthalten sind, in sich ein, aber er ist vollstindig in dém Gattungsbereich
(&) enthalten, bildet also einen Theilbereich desselben. Auch verschiedene
Arten einer und derselben Gattung stehen, wie die Gattungen selbst, in der
Beziehung zu einander, dass eine unter der anderen enthalten, dass also ein
Art-Bereich. von dem anderen eingeschlossen ist. - Die séimmtlichen Bereiche
der besonderen Arten einer Grattung sind, wie sich von selbst versteht, in
dem Gesammtbereich der ganzen algebraischen Grossen der Gattung ent-
halten. Dass aber auch dieser Gesammtbereich selber ein ,Art-Bereich*
im oben definirten Sinne des Wortes ist, d. h. also, dass ganze algebraische
Grossen &', €", @, ... existiren, durch welche im Verein mit den Grossen
R sich alle ganzen algebraischen Grissen der Gattung ganz und rational
darstellen lassen, bedarf eines besonderen Beweises; es ist dies eines der
Fundamente der arithmetischen Theorie der algebraischen Grossen. Die
durch solche Grossen & bestimmte Art soll, um ihrem Verhiltniss zu den
iibrigen Arten Ausdruck zu geben, als die ,,Haupt-Art* oder ,,Houpt-Species
bezeichnet werden. :

Nach den gegebenen Begriffsbestimmungen enthalten die verschie-
denen Arten algebraischer Grossen iiberhaupt nur ganze algebraische Grossen;
dennoch soll zur Erinnerung in der Regel das Beiwort ,ganz" hinzugefiigt
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werden. Es ist ferner hervorzuheben, dass die ,,Grossen der Haupt-Art*
mit den ,,ganzen algebraischen Grossen der Gattung® identisch sind, und
es soll nur, je nachdem auf den Gattungs- oder Art-Begriff mehr Gewicht
zu legen ist, die eine oder die andere Ausdrucksweise vorgezogen werden.

Die Bezeichnung der hier unterschiedenen Kategorieen ganzer alge-
braischer Grossen als ,Arten” oder ,Species® ist Dirichlet entlehnt. Im
zweiten Theile seiner berithmten Abhandlung ,,Recherches sur diverses appli-
cations de ’Analyse infinitésimale & la Théorie des Nombres* (Journal fiir
Mathematik, Bd. 21 S. 2) hat er die von Gauss ,eigentlich und uneigentlich
primitiv¢ genannten quadratischen Formen als solche von erster und zweiter
Art (formes de premiére et de seconde espéce) bezeichnet. Geht man von
den quadratischen Formen zu den complexen Zahlen iiber, welche aus ihren
Linearfactoren entstehen, so entsprechen den beiden Dirichletschen ,,Arten“
eben diejenigen, fiir welche oben diese Benennung eingefiihrt ist. Im
Uebrigen aber sind es die verschiedenen ,,Ordnungen* der quadratischen
Formen, denen die hier unterschiedenen , Arten* der zugehorigen complexen
Zahlen entsprechen, und es erscheint mir als ein Vortheil, dass der Gausssche
Ausdruck ,,Ordnung®, welcher schon so viele Bedeutungen hat, durch die
in erweitertem Sinne gebrauchte Dirichletsche Bezeichnung umgangen wird.

6.
Lineare Darstellung der Grossen der Haupt§art durch einq endliche Anz;;\hl von Elementen.

Um den Nachweis zu fithren, dass die Gesammtheit der ganzen alge-
braischen Grossen einer dem natiirlichen Rationalitits-Bereich (', R", R"', ...)
entstammenden Gattung @& in der That, wie im vorigen Paragraphen ge-
sagt ist, eine ,Art“ und zwar die ,Hauptart* bildet, soll nunmehr gezeigt
werden, dass sich jede ganze algebraische Grisse der Gattung & als
homogene ganze lineare Function einer endlichen Anzahl solcher Grissen
mit Coefficienten aus dem Bereich [R', R", R'",...] darstellen lisst, d. h. so,
dass die Coefficienten ganze ganzzahlige Functionen von ', &", K", ...
sind. Dabei stiitze ich mich in erster Linie darauf, dass jede Grisse einer
Gattung ster Ordnung als homogene ganze lineare Function von = linear
unabhiingigen Grossen der Gattung ausdriickbar ist, d. h. von » Grossen,
zwischen denmen keine lineare Relation mit rationalen, dem Bereich (3,
R", R, ...) angehorigen Coefficienten besteht. Bei einer solchen Dar-
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stellung brauchen aber die Coefficienten der homogenen linearen Function
nicht nothwendig ganz zu sein, selbst dann nicht, wenn jede der = Grossen
und auch die dargestellte Grosse ganz ist. Indessen tritt in diesem Falle
offenbar nur die aus den » zur Darstellung verwendeten Grossen und ihren
Conjugirten gebildete Determinante als Nenner der Coefficienten auf. Es
lassen sich daher alle ganzen algebraischen Griossen der Gattung als
homogene ganze lineare Functionen von n ganzen Grossen der Gattung so
darstellen, dass die Coefficienten gebrochene Functionen von %', R", R, ...
" mit einem bestimmten Nenner werden, welcher das Quadrat jener Deter-
minante, also, als ganze symmetrische Function von conjugirten ganzen
algebraischen Grossen, eine ganze Function von %', R®”, R, ... ist und
als ,die Discriminante der n Grossen“ bezeichnet werden soll. Da nun aber
nicht alle linearen Functionen der » Grossen mit solchen Coefficienten ganze
algebraische Grossen der Gattung sind, so handelt es sich nur noch darum,
die Bedingungen fiir die Coefficienten festzustellen, unter denen die dar-
gestellte Grosse algebraisch ganz wird. Hierbei geniigt es offenbar, wie
hier und im vorigen Paragraphen durchweg geschehen ist, nur natiirliche
Rationalitiits - Bereiche in Betracht zu ziehen, wo die Grossen R lediglich
unabhiingige Verinderliche sind, also keine algebraische Grosse enthalten.
In dem einfachsten Falle, wo die Anzahl dieser Veriinderlichen gleich Null
oder also 9 =1 ist, reicht es hin, fiir die Coefficienten alle echten Briiche
zu setzen, deren Nenmer die Discriminante ist, und alle auf diese Weise
resultirenden algebraischen Zahlen darauf hin zu priifen, ob sie ganz sind
oder nicht. Nimmt man alsdann diejenigen derselben, welche sich als alge-
braisch ganz erweisen, als neue Elemente zu den urspriinglichen n Ele-
menten der Darstellung hinzu, so leuchtet ein, dass eine homogene lineare
ganzzahlige Function aller dieser Elemente an sich eine ganze algebraische
Zahl der Gattung ist und auch zur Darstellung aller ausreicht. — Fiir den
Fall, wo die Grossen &', R", R, ... Variable sind, ist die allgemeine
Theorie der Elimination zu Hiilfe zu nehmen (vgl. § 10). Sind z. B. nur
zwei Verinderliche iR’ = v, " = w vorhanden, so kann vorausgesetzt werden,
dass die Zahl, welche den Grad der Discriminante in Beziehung auf » be-
zeichnet, zugleich die Dimension in Beziehung auf,» und @ angiebt, da sich
dies durch lineare Transformation der beiden Variabeln stets erreichen lisst.
Alsdann ist eine homogene lineare Function der = linear unabhingigen

algebraischen Grissen, die zuniichst als Elemente der Darstellung dienen,
Journal fiir Mathematik Bd. XCIIL Heft 1. 3
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zu bilden, deren Coefficienten als ganze Functionen von v, dividirt durch-
die Discriminante, anzunehmen sind, und zwar so, dass der Grad dieser
ganzen Functionen kleiner als der Grad der Discriminante ist. Die Coeffi-
cienten dieser » ganzen Functionen von v sind nun als ganze Functionen
von w 80 zu bestimmen, dass jene angenommene homogene lineare Func-
tion der » Elemente algebraisch ganz wird. Dadurch erhiilt man fiir die
zu bestimmenden ganzen Functionen von w ein System von Bedingungs-
gleichungen, in welchem die Coefficienten ganze Functionen von w sind, und
welches — wie aus der Entstehung erhellt — so beschaffen sein muss,
dass, wenn zwei verschiedene Systemé von Functionen

(), @(w), .. .5 Yi(w), Yu(w),
demselben gentigen wiirden, auch deren lineare Verbindungen

Lo (w)+py, (w), Ag,(w)+uy,(w),
das Gleichungssystem befriedigen miissten. Man erschliesst hierdurch aus
der Natur des Problems selbst, dass die Resolvente des Gleichungssystems
(vgl. § 10) linear sein muss, und dass sich eine Anzahl der zn bestimmen-
den Functionen von w als lineare Functionen der iibrigen in der Form

(P101+(P202+”'+(Pm0m = Qui10, §010;+(P20;+"'+(Pm0;n = P20,
ergiebt, wenn ¢,, ¢,, ... die zu bestimmenden, und 6, 6, 6,, ..., 6, 6, ...
bestimmte ganze Functionen von w bedeuten. Die Functionen ¢,, ¢, ...
sind hiernach nur der Bedingung unterworfen, dass die Ausdriicke

(/)101+(P202+"'+(Pm0m, (P10;+(P20;+"‘+(Pm0:n’
gimmtlich durch @ theilbar sein sollen, und daraus resultiren, wenn die
Functionen ¢ simmtlich von niedrigerem Grade als 6 angenommen werden,
lineare Gleichungen fiir die Coefficienten der m Functionen ¢,, ¢, ... @
Bei dieser Methode zur Bestimmung einer allgemeinen Form der ganzen
algebraischen Grossen einer Gattung ist der Einfachheit halber von den
Zahlcoefficienten abgesehen und nur dafiir gesorgt worden, dass die dar-
gestellte Grosse in Beziehung auf die Variabeln » und w ganz, d. h. also
fir endliche Werthe derselben niemals unendlich werde. Die Methode selbst
ist aber auch anzuwendep, um aus jener allgemeinen Form diejenige spe-
ciellere zu ermitteln, welche nur ganze algebraische Grossen, im vollen Sinne
des Wortes, enthilt; sie fiihrt ganz unmittelbar zu einer Reihe von solchen
Grossen, welche als Elemente zur Darstellung aller ganzen algebraischen
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Grossen der Gattung in der oben bezeichneten Weise dienen konnen, nim-
lich so, dass eine homogene ganze lineare Function der Elemente mit Coef-
ficienten, die ganze rationale Functionen von » und w sind, jede ganze alge-
braische der Gattung angehorige Function von o und w repriisentirt.

§17.

Besondere Fille, in denen die lineare Darstellung der Grdssen der Art
nur eine’ der Ordnungszahl gleiche Anzahl von Elementen erfordert.

In besonderen Fillen geniigen zur Darstellung der séimmtlichen
Grossen einer bestimmten Art solche Systeme von Elementen, deren An-
zahl die Ordnung der Gattung nicht iibersteigt. Dies findet namentlich
durchweg fiir den Bereich %t =1 und auch fiir den Fall einer einzigen
Variabeln R statt, sofern alsdann von den Zahlcoefficienten abgesehen wird;
.es findet ferner unter derselben Bedingung — es bleibe dahin gestellt, ob
die Bedingung nothwendig ist — im Bereich von n unabhingigen Variabeln
&R, R,... R™) fiir alle Gattungen statt, die durch irgend eine rationale
Function der = Wurzeln der Gleichung

"+ R+ R R = 0

reprisentirt werden (vgl. § 12). Um ein zur Reduction der Anzahl der
Elemente dienendes Verfahren darzulegen, wihle ich den Fall, wo nur eine
Variable it = o vorhanden ist. Bedeutet » die Ordnung der Gattung, und
bilden die »+m ganzen algebraischen Grossen z', ", ... ™+™. ein zur
Darstellung aller ganzen algebraischen Grossen der Species ausreichendes
System von Elementen, so kann man sich diese so geordnet denken, dass
die Discriminante der ersten n Grossen von moglichst niedrigem Grade, d. h.
dass jede der iibrigen Discriminanten von hoherem oder gleich hohem Grade
in » ist. Die m letzten Elemente lassen sich nun als homogene lineare
Functionen der = ersten darstellen, und zwar so, dass die Coefficienten ge-
brochene rationale Functionen von » werden, deren Nenner jene Digcriminante
der ersten n Elemente oder ein Theiler derselben ist. Durch Hinzuftigung
homogener linearer Functionen von &', «", ... 2™, deren Coefficienten ganze
Functionen von v sind, konnen daher die folgenden Elemente = so modi-
ficirt werden, dass bei ihrer Darstellung durch &', 2", ... =™ die Zihler
der Coefficienten von niedrigerem Grade sind als die beziiglichen Nenner,
und dass ganze Functionen von v als Coefficienten gar nicht vorkommen.
3*
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Nach dieser Modification, durch welche die Zahl der Elemente und auch
der Grad der Discriminanten sich vermindert haben kanﬁ, sind die Elemente,
also die = ersten nebst denjenigen von den m letzten, welche geblieben
sind, zusammen von Neuem in der angegebenen Weise zu ordnen. Wird
hierauf das obige Verfahren auf das neue Elementen-System und alsdann
wiederholt angewendet, so muss einmal der Fall eintreten, dass die ersten
n Elemente — weil ihre Discriminante schon von moglichst niedrigem Grade
ist — an ihrer ersten Stelle verbleiben. In diesem Falle konnen keine
weiteren Elemente mehr vorkommen; denn ein solches Element z"+" miisste
bei der Darstellung durch die ersten » Elemente wenigstens einer Coeffi-
cienten haben, dessen Grad in Bezug auf o negativ wire, und wenn dies
der Coefficient von &' ist, so wiirde die Discriminante der » Elemente x”,
", ... 2" von niedrigerem Grade sein als die der Elemente &', =", ... ™.
Ich bemerke noch, dass genau dieselbe Deduction fiir den Fall :{ =1 mit
der Massgabe anwendbar ist, dass an Stelle der Grosse des Grades in Be-
zug auf o die Grosse der Zahlen selbst tritt (vgl. § 24).

§ 8.

Die Discriminanten der Gattungen und Arten.

Ein System von ganzen algebraischen Grissen ', «”, ... z®t™,
einer bestimmten Art oder Species, welches so beschaffen ist, dass sich alle
Grossen derselben in der Form

¢'c' "z e 4 @l gt
darstellen lassen, wo ¢, ¢", ... ¢®+t™ ganze ganzzahlige Functionen von
R, K", K", ... bedeuten, soll als ein ,Fundamentalsystem der Art“ und
wenn es die Haupt-Art ist, auch als ein ,Fundamentalsystem der Gattung*
bezeichnet werden.

Damit auch fiir einen Gatfungs-Bereich (R', R", R",...) die in § 5
aufgestellte Begriffsbestimmung einer ,ganzen algebraischen Grosse’ oder
einer ,ganzen algebraischen Function der Elemente R Geltung behalte,
miissen die der adjungirten Gattung entnommenen Elemente so gewihlt
werden, dass sich alle aus dem Stammbereich hervorgehenden ganzen alge-
braischen Grossen des Gattungs-Bereichs als gamze Functionen derselben
ausdriicken lassen; dies ist z. B. der Fall, wenn die simmtlichen Elemente
eines Fundamentalsystems der adjungirten Gattung unter die Elemente R
mit aufgenommen werden.
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Jedes Fundamentalsystem kann auf seine nothwendigen Elemente
" beschriinkt angenommen werden, d. h. auf diejenigen, von denen keines
sich als homogene ganze lineare Function der iibrigen so darstellen lisst,
dass die Coefficienten ganze Functionen der Grossen R werden. Die simmt-
lichen Discriminanten von je » Elementen eines Fundamentalsystems bilden
ein System von Discriminanten, welches — als Ganzes betrachtet — selbst,
50 zu sagen, fundamental ist. Auch gelangt man, wenn man das Quadrat
der Determinante

Imz@)l (hyi=1,2,... n+m)
bildet, in welcher =, &{, ... « unter einander conjugirte algebraische
Grossen und aber z(;, (), ... %, unbestimmte oder variable Grossen

bedeuten, zu einer ganzen homogenen ,Form* dieser m(m+ ) Variabeln,
deren Coefficienten ein fundamentales System von Discriminanten bilden,
und welche also dieses System vertritt. Ebenso wird dieses System von
Discriminanten durch irgend eine lineare homogene Function derselben mit
unbestimmten Coefficienten #', »", ..., d. h. also durch eine lineare ‘homogene
Form der Variabeln « repriisentirt, deren Coefficienten die verschiedenen
Discriminanten eines Fundamentalsystems sind. Eine solche Linearform
sowie iiberhaupt — wenn von jeder Darstellungsweise abstrahirt wird — die
Gesammtheit dessen, was den Discriminanten eines Fundamentalsystems und
sugleich den als ganze homogene Functionen derselben (mit ganzen rationalen
dem Bereich [, R", R",...] angehorigen Coefficienten) darstellbaren Grissen
gemeinsam ist, d. h. der Complex aller derjenigen Eigenschaften jenmer Dis-
criminanten, welche fiir ganze homogene Verbindungen derselben erhalten
bleiben, gehort offenbar jeder Discriminante von je » Functionen der Art,
oder — wenn es die Haupt-Art ist — der Gattung an und bildet somit einen
Complex von Eigenschaften, welche der Art oder der Gattung als solcher
angehoren, also einen Complex von ,Invarianten“ der Art oder Gattung im
hoheren Sinne des Wortes*).

Sind die Grossen R die Elemente eines natiirlichen Rationalitéits-
Bereichs, d. h. also, kommen unter den Grissen R keine algebraischen
Grossen sondern nur unabhiingige Variable vor, 80 giebt es stets eine ganze
ganzzahlige Function derselben (fiir X = 1 eine ganze von Eins verschiedene

*) Vgl. § 25 und auch die Darlegung des allgemeineren Invarianten- Begriffs am
SAclélusse meines im Monatsbericht der Berliner Akademie vom April 1874 abgedruckten
ufsatzes.
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Zahl), welche gemeinsamer Theiler aller Discriminanten des Fundamental-
systems und desshalb fiiglich (wie in meinem citirten Aufsatze vom April 1874)
als ,, Discriminante der Art oder Gattung® bezeichnet werden kapn. Dies
findet nicht mehr immer statt, wenn eine Gattung algebraischer Grossen zum
Rationalitits-Bereich gehort, wenn dieser also ein Guattungs-Bereich ist. So
haben, wie ich schon im Monatsberichte der Berliner Akademie vom Juni
1862 S. 368 erwihnt habe, die Gattungen singulirer Moduln der elliptischen
Functionen die merkwiirdige Eigenschaft, bei Adjunction von gewissen
Quadratwurzeln, bei welcher die Gleichung der Moduln in Theilgleichungen
zerfillt, keine ,Discriminante der Gattung* mehr zu besitzen; so hat ferner
die von mir im Monatsberichte der Berliner Akademie vom Juni 1861 S. 611
aufgestellte Gleichung ‘
2+ 4az®+10b2*+ dex —dac+5b* = 0

die Eigenschaft, dass ihre Discriminante abgesehen vom Factor Fiinf das
Quadrat einer ganzen ganzzahligen Function der Grissen @, b, c ist, und
dass bei Adjunction der Quadratwurzel aus dieser ganzen Function von
a, b, ¢ die durch eine Wurzel der Gleichung reprisentirte Gattung alge-
braischer Functionen der Grossen a, b, ¢ keine Discriminante hat.

Giebt es Fundamentalsysteme von » Elementen, d. h. von genau so
vielen als die Ordnung betrigt, so ist die Discriminante der Elemente des
Fundamentalsystems selbst die Discriminante der Art oder Gattung, und
diese allein reprisentirt dann die ,Invariante. Ist die Anzahl der unab-
hiingigen Variabeln R gleich », so reprisentirt eine bestimmte Gattung
algebraischer Functionen derselben eine »-fache Mannigfaltigkeit, und die
Discriminante der Gattung, gléich Null gesetzt, eine (»—1)-fache Mannig-
faltigkeit. Aber nicht bloss diese (»—1)-fache Mannigfaltigkeit, sondern auch
alle diejenigen weniger ausgedehnten Mannigfaltigkeiten, d. h. die (v —2)-
fachen, (v—3)-fachen u. 8. w., in welchen simmtliche Discriminanten eines
Fundamentalsystems von mehr als » Elementen zugleich Null werden, sind -
Invarianten der Gattung. Doch bleibt dahingestellt, ob solche Invarianten
wirklich vorkommen.

Da jede einem Bereich (3, R",R'",...) entstammende algebraische
Grosse sich als homogene lineare Function von n linear unabhiingigen
algebraischen Grossen der Gattung so ausdriicken lisst, dass die Coeffi-
cienten zum Rationalitiits-Bereich (R', R", R",...) gehoren, so stehen die
Digcriminanten von je n algebraischen Grossen der Gattung zu einander in
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quadratischen Verhiltnissen, d. h. in Verhiltnissen von Quadraten rationaler
Grossen des Bereichs. Was nach Sylvesterscher Weise als Discriminante
einer homogenen Form
&' tc, 2"yt exy T 4 eyt
oder als Discriminante der Gleichung
2"+ e 2+ fezte, = 0
bezeichnet wird, ist nach den obigen Definitionen die Discriminante der =
algebraischen Grbssen
" e T e, 6T e @G, Ly, GG, 1,
welche simmtlich ganze algebraische Functionen der s+ 1 Grossen ¢ sind,
wenn & eine Wurzel jener Gleichung nter Grades bedetutet. Die Diserimi-
nante aller derselben Gattung angehdrigen Gleichungen®¥)
C, "+ ¢ &t = 0,
in welchen die Coefficienten ¢ offenbar als ganze rationale Grossen des
Bereichs vorausgesetzt werden konnen, stehen also zu einander in quadra-
tischen Verhltnissen und enthalten siimmtlich die Discriminante der Gattung
als gemeinsamen Theiler. Dies ist freilich nicht immer der grdsste gemein-
same Theiler; aber es ldsst sich zeigen, dass nur ein Divisor einer gewissen
Potens *der Discriminante der Gattung grosster gemeinsamer Theiler aller
Gleichungs-Discriminanten sein kann. Der Nachweis dieser fiir die Theorie
der algebraischen Gleichungen hichst wichtigen Eigenschaft der Discrimi-
nanten beruht auf folgendem elementaren Determinantensatze. '
Wird das Product der =(»— 1) Differenzen von » homogenen linearen
Functionen der Variabeln u,, w,, ... %,
Gt + Gttt @,y oy Gt Gttt a,u,
nach den verschiedenen Producten von Potenzen der Grossen u entwickelt,
so besteht fiir die dabei auftretenden Coefficienten b (a,,...a,,), welche
ganze ganzzahlige Functionen der Coefficienten a; sind,. eine Gleichung
ZD(ay, ... a,,) P(ay,...a,) = |a|""™ Gk=1,2,...n),
in welcher auch die Multiplicatoren ¥ ganze ganzzahlige Functionen der
Coefficienten a, sind, und in welcher die Summation auf alle Coefficienten

*) Der Begriff der Gattung ist hier, wie im Monatsbericht der Berliner Akademie
vom Mirz 1879 S. 214, von den algebraischen Grossen auf die Gleichungen tibertragen,
durch welche sie definirt werden. — Die Discriminante der Gleichung, welcher eine
ganze algebraische Grosse o gentigt, habe ich friher kurz als Discriminante der Grosse
z und den mit der Discriminante der Gattung identischen Theiler derselben als ihren
wwesentlichen®, den anderen als ,,ausserwesentlichen Theiler bezeichnet.
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& zu erstrecken ist. Dabei ist zu bemerken, dass die Functionen & und
¥ in Beziehung auf die verschiedenen Horizontalreihen der Coefficienten ay
symmetrisch sind. Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich unmittelbar, wenn

zk"aikuk = |ag|v; Gk=1,2,...n)
gesetzt wird, so dass, wenn die Grossen o, die Adjungirten der Grossen a,

bedeuten, die Variabeln # sich durch die neuen Variabeln v mittels der
Gleichungen

%‘aik’”k = U G,k=1,2,...n)
bestimmen, Dann ist nimlich

lag "D [T (v,—v,) = =D,

1573y coe

12T Tn .
r Ul U Uy, Gk=1,2,...),

wo sich das Productzeichen links auf alle unter einander verschiedenen
Werthe g, h=1, 2,...n und das Summationszeichen rechts auf alle Expo-
nenten-Systeme ry, 7y, ... 1, bezieht, und diese Gleichung wird eine Identitsit,
wenn man die Grossen » auf der rechten Seite durch die linearen Func-
tionen Zotyv,, oty v, ... ersetzt. Werden alsdann auf beiden Seiten die
Coefficienten des Gliedes v;~'.v;7*...v,_, mit einander verglichen, so resultirt
jene Gleichung
|a, [ = ZD(ay, ... a,,) Flay, ... a.,),

da auf der rechten Seite jeder der Coefficienten &, , , mit einer ganzen
ganzzahligen Function der Adjungirten von a,, ... @,,, also in der That
mit einer ganzen ganzzahligen Function dieser Grossen selbst multiplicirt
erscheint, , ‘ _

Nimmt man nunmehr an Stelle der »* Grossen a, die ganzen alge-
braischen Grossen «®, d. h. #» conjugirte Reihen von je » Elementen, so
bilden die mit & bezeichneten Ausdriicke die Coefficienten der Entwicke-
lung der Discriminante von

' wm'tu' - +u, ™
nach Producten der Potenzen von #,, #,, ... u, Die Griossen & sind dem-
nach ganze rationale Grossen des Bereichs, und deren grosster gemeinsamer
Theiler muss nach obigem Satze ein Theiler der iz(rn—1)ten Potenz der
Discriminante der » Elemente
, ', ... =™
sein. Bilden ferner, wie oben, die n+m ganzen algebraischen Grossen

, ' ... =™
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ein Fundamentalsystem, so reprisentirt der lineare Ausdruck mit unbe-
stimmten Coefficienten
wa'tuwa"++u,, 0™

die allgemeinste ganze algebraische Grosse der Gattung, und die Diseri-
minante der Gleichung, der dieser Ausdruck geniigt, kann keinen von den
Grossen » unabhiingigen Theiler haben, der nicht ein Divisor der in(n—1)ten
Potenzen aller Discriminanten von je » Elementen x, d. h. also ein Divisor
der in(n—1)tn Potenz der Discriminante der Gattung wiire. Dies ist der
eigentliche Zielpunkt der vorstehenden Entwickelung. Es folgt daraus,
dass alle Discriminanten der verschiedenen Gleichungen der Gattung, d. h.
alle die Discriminanten, welche man erhilt, wenn man den Grossen
u alle moglichen Werthe beilegt, keinen Divisor gemein haben konnen,
der nicht zugleich Divisor der j}n(rn—1)tn Potenz der Discriminante der
Gattung wiire, sofern némlich eine ganze Function der unbestimmten Grossen
u, welche keinen von denselben unabhingigen Theiler enthilt, durch ge-
eignete Bestimmung von u,, #,, ... u,,, so eingerichtet werden kann, dass
sie mit einer gegebenen ganzen rationalen Function von &', R", R, ...
keinerlei gemeinsamen Theiler hat. Dies ist stets moglich, wenn wenigstens
eine Variable unter den Grossen R vorkommt, wihrend allerdings fiir R =1
z. B. der Ausdruck «”— u, obgleich ohne einen von » unabhiingigen Factor,
doch falls p Primzahl ist, fiir jeden ganzzahligen Werth von # durch p
theilbar wird (vgl. § 25).

Im Vorhergehenden ist vielfach von Theilern und namentlich von
ngrossten gemeinschaftlichen Theilern* ganzer rationaler Functionen von
R, R, R, ... die Rede gewesen. Fiir natiirliche Rationalitits- Bereiche
ist dies durch die in § 4 nachgewiesene Moglichkeit der Zerlegung ganzer
ganzzahliger Functionen von Variabeln in irreductible Factoren vollig ge-
rechtfertigt; fiir die Gattungs-Bereiche aber bedarf es des Hinweises auf die
erst im zweiten Theile folgende Begriindung.

§9.

Die Beziehungen zwischen Discriminanten verschiedemer Gattungen,
von denen die eine unter der anderen emthalten ist.

Repriisentirt die ganze algebraische Grisse x eine Gattung nter Ord-

nung und die ganze algebraische Grosse y eine Gattung mater Ordnung,

unter welcher die erstere enthalten ist, so theilen sich die mn conjugirten
Journal fir Mathematik Bd. XCII Heft 1. 4
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Grossen y in » Gruppen von je m Grossen. Jede von diesen » Gruppen
besteht aus denjenigen m Grossen y, welche bei Adjunction einer bestimm-
ten der » conjugirten Grossen x mit einander conjugirt bleiben. Die Glei-
chung mnten Grades, welcher y geniigt, zerfillt nimlich in » Gleichungen
mten Grades, welche gewissermassen mit einander conjugirt sind; denn es
ist, wenn die zu x, gehdrige Gruppe von Grossen y mit gy, Yus -« Yo
bezeichnet wird,

(Y=Y Y—Yn). .- (Y—Ym) = G(y, ),

wo G(y,x) eine ganze Function von y und x bedeutet, deren Coefficienten
dem Rationalitits-Bereich (&', R",R",...) angehoren, und die Gleichung

IkIG(y, z)=0 *k=1,2,...)

ist also diejenige Gleichung mmten Grades, durch welche die algebraische
Grosse y definirt wird. Bildet man nun fiir irgend eine Reihe ganzer alge-
braischer Grossen g', y”, 9", ... y® der durch y bezeichneten Gattung
die mn Reihen conjugirter Grossen

! 1 " .
Yas Ya> Yas -+ YD (i=1,2,...m; k=1,2,...n)

und ersetzt alsdann in diesem Grossensystem jede der » Reihen

"

' "
Yus Yus Yus -+ -+ YR (k=1,2,...n)

durch die Reihe von Summen

i=m i=m i=m i=m

! " "
‘21 y!'k’ 21 yik, 2; yik 9 . e e 21 !/1(1:) k=1, 2,...1;),
1= = 1= i=

welche simmtlich Griossen der Gattung «; sind, 8o entsteht ein System von
mn Reihen von je r Elementen, unter denen » Reihen beziehungsweise den
n conjugirten Gattungen x,, «, ... «, angehoren. Hieraus geht hervor,
dass die Discriminante von je mn ganzen algebraischen Grossen der Gattung
y sich als lineare homogene Function von Discriminanten der Gattung «
so darstellen ldsst, dass die Coefficienten ganze algebraische Grossen sind.
Jede der ,Invarianten der Gattung x ist also gewissermassen in den ,In-
varianten der Gattung y enthalten, und namentlich ist die Discriminante
der Gattung x ein Theiler der Discriminante der Gattung y, unter welcher
jene enthalten ist. Da ferner jede Discriminante von je n Grossen der
Gattung y durch die Discriminante der Gattung theilbar ist, so folgt, dass
die Discriminanle einer Gattung algebraischer Griossem x Divisor der Discri-
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minante einer jeden (auch reductibeln) Gleichung ist, welche die Eigenschaft
hat, dass sich durch eine ihrer Wurzeln die Grossen jemer Galtung x ra-
tional ausdriicken lassen.

§ 10.

Die Systeme von Gleichungen; ihre Discriminanten und ihre verschiedenen Resolventen.

Der oben entwickelte Begriff- der Discriminante der Gattung findet
vielfache Anwendung in der Theorie der Elimination, und eine der wichtig-

sten dieser Anwendungen soll hier kurz erwihnt werden. — Bedeuten F,
F,, ... F, ganze homogene Functionen der n+1 Variabeln 2, &', «", ... 2™,
welche vollstindige Ausdriicke der Dimensionen r,, r,, ... 7, sind, so

werden durch das Gleichungssystem
F,=0, F,=0, ... F,=0

die Verhiiltnisse der n+1 Grossen « als algebraische Functionen der Coef-
ficienten von F,, F,, ... F, definirt. Alle diese algebraischen Functionen
gehoren einer bestimmten Gattung an, und die Discriminante dieser Gattung
ist eine ganze ganzzahlige Function jener Coefficienten, welche auch in
folgender Weise, unabhiingig von den obigen allgemeinen Entwickelungen,
erklirt werden kann. Bedeutet F, eine ganz beliebige (z. B. eine lineare)
homogene Function der n+1 Griossen x mit unbestimmten Coefficienten,
80 hat die Eliminations-Resultante der »+1 homogenen Gleichungen

F1=O, FQ:O, S Fn=07 iFyh‘—'——O (g:h=0,1,...n)

einen von den Coefficienten der Function F, unabhingigen Factor, welcher
fiiglich als die Discriminante des Functionen-Systems (F,, F,, ... F,) oder des
Gleichungssystems

F,=0, F,=0, ... F,=0
zu bezeichnen ist und mit jener Discriminante der Gattung genau iiberein-
stimmt. Nur fiir das Vorzeichen derselben bediirfte es noch einer besonderen
Bestimmung.

Die Discriminante des Functionen-Systems (F,, F,, ... F,) ist irreductibel,
wie ich in einer anderen Abhandlung beweisen werde. Das Verschwinden der-
selben enthilt die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass zwei
den Gleichungen F=0 geniigende Werthsysteme mit einander identisch werden.

Die Behandlung ganz allgemeiner Gleichungssysteme, welche hier
einen zu grossen Raum einnehmen wiirde, behalte ich einem besonderen

4:*
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Aufsatze vor; doch muss hier eine Andeutung der Methode und eine Angabe
der Hauptresultate ihren Platz finden, weil ich mich in den folgenden
Paragraphen darauf zu beziehen haben werde. Ein System von beliebig
vielen algebraischen Gleichungen fiir z°, z', ", ... 2™, in welchen die
Coefficienten dem Rationalitéits-Bereich (', R”, R",...) angehoren, definirt
algebraische Beziehungen zwischen den Grossen z und %, deren Erkennt-
niss und Darlegung den Zielpunkt der Theorie der Elimination bildet. Die
m Functionen G,, G,, ... G,, welche, gleich Null gesetzt, die Gleichun-
gen bilden, sind als ganze rationale Functionen der » Grossen s voraus-
zusetzen, deren Coefficienten aber nur als rationale (ganze oder gebrochene)
Functionen der Grossen R mit ganzzahligen Coefficienten. Fiir die Anzahl
der Functionen, welche mit m bezeichnet ist, soll keinerlei Beschrinkung
angenommen werden; sie kann, wie im obigen speciellen — dem soge-
nannten allgemeinen — Falle, pleich n, d. h. gleich der Anzahl der zu
bestimmenden Grossen z, aber auch grosser oder kleiner als diese Zahl
n sein. Werden die Grossen z als unbeschrinkt verdnderlich aufgefasst,
so constituiren die Gleichungen G'=0 eine gewisse Beschrinkung dieser
Variabilitit, deren nihere Charakterisirung als die Aufgabe der Elimi-
nation bezeichnet werden kann. Dabei ist aber die Unbestimmtheit der
etwaigen unbestimmten Grossen R', R", R, ... oder, falls diese als Variable
aufgefasst werden, die uneingeschriinkte Variabilitiit derselben festzuhalten,
d. h. es ist nur diejenige Beschrinkung der Variabilitit der Grossen z zu
charakterisiren, welche keinerlei Beschrinkung der Variabilitit der Grossen
R erfordert. Die hier priicisirte Unterscheidung zwischen den Variabeln z
und denen, die unter den Grossen R vorkommen, ist von der grossten
Wichtigkeit; sie involvirt keinerlei Beschrinkung der Allgemeinheit, sondern
sie scheidet nur die verschiedenen Aufgaben, welche bei der Elimination
gestellt werden konnen, nach ihrem begrifflichen Inhalt. (Vgl. die Unter-
scheidung zwischen den Unbestimmten # und den Variabeln i in den Con-
clusionen des § 22.)

Umn die Functionen G von Zufilligkeiten zu befreien, ist auf die Grossen
5 eine allgemeine lineare Transformation anzuwenden, deren Specialisation vor-
behalten bleibt. Werden die # transformirten Variabeln mit «', ", ... #®
bezeichnet, so ist nunmehr an Stelle von =™ eine lineare Function

wx Fux o+ u, ™

mit unbestimmten Coefficienten # einzufiihren, die mit « bezeichnet werden
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moge. Hiernach treten an Stelle der m Gleichungen G =0 ebensoviel
Gleichungen
H =0, H,=0, ... H,=0,
in welchen H,, H,, ... H, ganze Functionen von z, ', 2", ... 2 und
deren Coefficienten rationale Functionen der Grossen « und R sind. Diese
konnen iiberdies als gans in Beziehung auf w,, ... w, vorausgesetzt werden,
da, um diese Voraussetzung zu erfiillen, nur mit einer Potenz von w, mul-
tiplicirt zu werden braucht. Jede der Functionen H kann ferner von etwaigen
gleichen Factoren befreit gedacht werden. Endlich kann der grosste gemein-
same Theiler aller Functionen H herausgehoben werden. Dieser sei
F (z, 2, 2", ... 2"Y),
und der Quotient der Division von H, durch F, sei K,; alsdann ist das
System der Gleichungen H =0, abgesehen von dem Inhalte der Gleichung
F, =0, dquivalent dem Systeme der Gleichungen K = 0. Bildet man nun
zwei lineare Verbindungen der letzteren m Gleichungen
U1K1+U2K2+"'+Ume:01 V1K1+ V2K2+"'+Vme=0,
entwickelt die aus der Elimination von =™ hervorgehende Resultante nach
Producten von Potenzen der unbestimmten Grossen U, V, und setzt alle
einzelnen Coefficienten gleich Null, so gelangt man zu einem Gleichungs-
system fiir die z—1 Grossen x, ', ", ... 2", welches zum neuen Aus-
gangspunkt genommen werden kann. Es wird demgemiiss der grisste ge-
meinsame Theiler aller jener Coefficienten der Resultante, nachdem derselbe
von etwaigen gleichen Factoren befreit ist, mit F,(x, &/, 2", ... ") zu be-
zeichnen sein, und allmihlich bei wiederholter Anwendung des angegebenen
Verfahrens eine Reihe von Functionen
Fi(z,z',2",...2" "), F(z,z,2",...2"), ... F,\(2)
sich ergeben, welche, gleich Null gesetzt, ein dem urspriinglichen System
G =0 #quivalentes Gleichungssystem bilden. Die Productgleichung
F,.F,.....F, =0
ist die Gesammtresolvente des Gleichungssystems G =0; jede Theilresolvente
F, = 0 reprisentirt eine durch die Gleichungen G =0 aus der gesammten
n-fachen Mannigfaltigkeit (z) ausgeschiedene (»— k)-fache Mannigfaltigkeit,
also ein (n—k)-fach ausgedehntes Gebilde, und es kann daher im Allgemeinen
durch irgeng ein Gleichungssystem G = 0 eine Anzahl von Gebilden jeglicher
Ausdehnung, Punkten, Linien u. s. w., d. h. eine Anzahl nullfacher, einfacher,
zweifacher, ... (r—1)-facher Mannigfaltigkeiten (z) simultan definirt werden.
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Die Functionen F, sind simmtlich, als Functionen von #,, %,, ... w,,
in lineare Factoren zerlegbar. Jeder Linearfactor von F, ergiebt, gleich
Null gesetzt, die letzten & Grossen x, ndimlich z®—*D, gC=*D_ g® gl
algebraische Functionen der ersten #— k Grissen «', =", ... " ; denn ein
solcher Linearfactor hat die Form

=t @'~ ¢ — e —u, 9™,
wo ¢, ¢, ... ¢™ algebraische Functionen von ', =", ... 2 bedeuten,

und es sind dabei die ersten » —k Grossen ¢ beziehungsweise mit den ersten
n—k Grossen = selbst identisch, so dass bei Emsetzung des Werthes von z
nur ein Aggregat
un—k+1 (x(”"’k"'l) _(p("_k+l)) _l_,, . + u” (w(”) __(p("))
verbleibt, welches, gleich Null gesetzt, wegen der Unbestimmtheit der
Grossen » den Complex der k Gleichungen
Ok — (p(n—k+l) I 1 C) (p(ﬂ)

und also eine (n—k)-fache Mannigfaltigkeit darstellt. Weil hiernach die Theil-
resolvente F, =0 ein System von k Gleichungen vertritt, soll die Function
F, so wie die Gleichung F, =0 als eine von ,ktr Stufe“ bezeichnet werden.
Die einzelnen Functionen F, kénnen, als Functionen von z, «', ... "9
betrachtet, mit Berticksichtigung des Rationalitits-Bereichs (R', R", ®'",...)
in irreductible Factoren zerlegt gedacht werden. Jeder dieser irreduc-
tibeln Factoren, sowie iiberhaupt jeder Theiler ¢ des Products F,F,...F,
stellt, gleich Null gesetzt, die Gesammtresolvente eines gewissen Gleichungs-
systems dar. Man erhilt dasselbe, indem man in dem herausgehobenen
Theiler jenes Products & die Grosse = wieder durch ihren Werth
wa’ +u '+ tu, 200
ersetzt und alsdann den Grossen u eine Anzahl bestimmter Werthsysteme
beilegt. Man sieht dabei leicht, dass stets s+ 1 solcher Werthsysteme aus-
reichen, damit die hieraus entstehenden Gleichungen
b, =0, #,=0, ... &,,,=0
die Geesammtresolvente @& = 0 haben, und es ergiebt sich daher das Resultat,
' dass der gesammte Inhalt jedes Theilers der Resolvente eines
(Hleichungssystems fiir » Grossen s durch ein System von nur s+ 1
Gleichungen dargestellt, also auch jedes System von beliebig vielen

Gleichungen durch ein solches yon nur n-+1 Gleichungen ersetzt
werden kann,
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Die ,,Ordnung" eines Gleichungssystems wird durch den Grad seiner Resol-
vente bezeichnet. Das Gleichungssystem heisst irreductibel, wenn die Resol-
vente irreductibel ist. Stellt das irreductible Gleichungssystem ein (r— k)-
fach ausgedehntes Gebilde dar, so ist es unmoglich, nur einen ebenfalls
(n—k)-fach ausgedehnten Theil desselben durch ein algebraisches GHleichungs-
system auszudriicken. Auch fiir eine Resolvente F, =0, welche nur einzelne
Punkte der =-fachen Mannigfaltigkeit (s) darstellt, behilt der Begriff der
Irreductibilitit mit Riicksicht auf den angenommenen Rationalitiits-Bereich
seine Bedeutung. Nur von den Potenzen irreductibler Resolventen ist bei
der vorstehenden Betrachtung ginzlich abgesehen, da ja schon bei der
Methode der Bildung di¢ Befreiung von gleichen Factoren Bedingung war.

Derjenige Theil der Resolvente eines beliebigen Gleichungssystems,
welcher eine (»— k)-fache Mannigfaltigkeit (z) reprisentirt, driickt eine
zwischen n» —k+ 1 Grossen x bestehende Beziehung

F.(z,z',2",...2" ™) = 0

aus, wihrend die = Variabeln s durch diese »—k+1 Grossen « und durch
die Grossen » und R rational darstellbar sind. Auch konnen den unbe-
stimmten Grossen » solche speciellen Werthe beigelegt werden, dass diese
Art der Darstellbarkeit erhalten bleibt. Bezeichnet man die Function F, fiir
derartige specielle Werthe der Grossen » mit &, so repriisentirt die Glei-
chung & = 0 eine aus der (n— k- 1)-fachen Mannigfaltigkeit «, «', ", ... "
~ ausgesonderte (rn—k)-fache Mannigfaltigkeit, auf welche jene aus der n-fachen
Mannigfaltigkeit (s) ausgesonderte (n— k)-fache Mannigfaltigkeit eindeutig
bezogen ist. Es lisst sich daher jedes m-fach ausgedehnte Gebilde einer
beliebig grossen Mannigfaltigkeit auf ein solches eindeutig beziehen, das
aus einer nur (m-+1)-fachen Mannigfaltigkeit entnommen ist.

Es ist schliesslich als ein Hauptresultat der allgemeinen Eliminations-
theorie hervorzuheben, dass der in § 2 an die Betrachtung einer einzigen Glei-
chung gekniipfte Begriff der algebraischen Grisse keinerlei Erweiterung be-
darf, wenn Systeme von Gleichungen mit in den Kreis der Betrachtung gezogen
werden. Sind niimlich eine Anzahl Grissen zusammen durch eine beliebige
Anzahl von algebraischen Gleichungen definirt, deren Coefficienten dem
Rationalitéits-Bereich (R', %", R",...) angehoren, so ist, wie aus der Theorie
der Elimination hervorgeht, jede einzelne der so definirten Grossen eine
algebraische Function von &', R", R", ... auch in- dem engeren in § 2 ange-
gebenen Sinne des Wortes.
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§ 11.

Die besonderen Gleichungssysteme, durch welche conjugirte algebraische Grossen definirt werden.
Das Galoissche algebraische Princip.

Die allgemeine Theorie der Elimination, wie sie im vorhergehenden
Paragraphen skizzirt worden ist, zeigt die eigentliche Quelle des neuen
Lichts, welches gerade vor einem halben Jahrhundert durch Galois in die
Theorie der algebraischen Gleichungen gebracht worden ist.

Es seien ¢, ¢, ... ¢, Grossen des Rationalitits-Bereichs (%', R”,
R, ...) und

A4 z"—cz" '+ t—i+ec, =0
eine irreductible Gleichung mit den Wurzeln &, &, ... §,, welche also con-
jugirte algebraische Functionen der Grossen R sind. Es seien ferner

fi(@), @ayeen ), Fo(@yy @ayeenn), .. fuley, @ay...2,)
die » durch die identische Gleichung

(x—z) (@—x2) ... (®—2,) = " —fx" '+ "2 —--
definirten ,elementaren symmetrischen“ Functionen von ,, @,, ... =,. Als-

dann kann man die = Grossen & ebenso wie durch die eine Gleichung (A4),
auch durch das System von n Gleichungen

B) &, &,...8) = ¢ (*k=1,2,...n)
bestimmt ansehen, und es ist diese hohere Auffassung der in einer algebrai-
schen Gleichung enthaltenen Bestimmungen, welche — wenn auch nicht
geradezu ausgesprochen — der Galoisschen Behandlung der algebraischen
Gleichungen zu Grunde liegt. Um dies zu erkennen, braucht man nur das
besondere, » conjugirte algebraische Grossen definirende Gleichungssystem

+f.

©) fi(@yxy...x,) = ¢ (*k=12,...n)
nach der allgemeinen im vorhergehenden Paragraphen entwickelten Methode
zu behandeln. '
Das Gleichungssystem
©  filwyay...) = ¢ G=12..n)
kann nur eine Resolvente nter Stufe haben, da ja aus diesem Gleichungs-
gystem auch das folgende hervorgeht
(Z) o—exy '+ et — vk, = 0 (k=1,2,...n).
Hierbei ist jedoch hervorzuheben, dass die beiden Gleichungssysteme (C) und (A)
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keineswegs dquivalent sind; sondern das letztere, welches von der Ordnung
n" ist, enthilt das erstere, welches nur von der Ordnung n! ist.

Bedeutet nun F(z)=0 die Resolvente des Gleichungssystems (C) und ist
. T = U+t + U,
so sind die Coefficienten von F(x) ganze Functionen der Unbestimmten

uy, 4y, ... uw, und rationale Functionen der Grossen R. Da die Gleichun-
gen (C) nur durch Werthsysteme

wl=§r,7 Ty = 79 Y . 0 wn=§r”
erfiillt werden konnen, wo ry, r,, ... r, gewisse Permutationen der Zahlen
1, 2,...n bedeuten, so muss F(x) gleich dem iiber alle diese Permutationen
erstreckten Producte
II(z—wu &, —w &, ——uk,)

sein. Aber nicht bloss das Gleichungssystem (C) selbst, sondern auch jedes

andere, welches durch Hinzufiigung irgend welcher Gleichungen entsteht

und mit (C) bezeichnet werden moge, kann nur eine eben solche Resolvente
I (z—ué, —wé,——us) =0

haben. Also, welche Gleichungen auch fir «,, =, ... z, bestehen mogen,

stets muss, sobald nur » Gleichungen (C) daraus abzuleiten sind, die Resol-
vente von der angegebenen Art sein. Bezeichnet man nunmehr mit

G(z, fl’ f27 o) =0
die Galoissche Gleichung, deren n! Wurzeln durch

T = U+ Tyt U, T

fir simmtliche »! Permutationen 4, é,, ... i, reprisentirt werden, so sind
die Coefficienten der mit G bezeichneten Function von «, f,, f,, ... f, ganze
ganzzahlige Functionen von u,, #,, ... w,. Irgend einer der irreductibeln
Factoren von G(z, ¢, c;,...c,) muss daher, gleich Null gesetzt, die Resol-
vente des Gleichungssystems (C) reprisentiren. Ein solcher Factor ist also
eine ganze Function von x und den Unbestimmten w,, w,, ... u, mit Coef-
ficienten des Rationalitiits-Bereichs (R', R", R",...) und moge mit

: g (@, Uy Uy oo W)
bezeichnet werden. Dann ist gemiss den oben eingefiihrten Bezeichnungen
. 9@, u, 0, ... 0,) = II(z—u §r,—u2§’1_°"~u"§'n)’

oder wenn die Linearfactoren des Products — statt nach w,, w,, ... , —
Journal fir Mathematik Bd. XCIL Heft 1. 5
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nach §,, &, ... & geordnet werden,
9(®, Uy, .o w,) = I(x—u, §—u, &——u, &)

Es ist daher

g(x, w,, 4y, ... w,), als Function der Unbestimmtgn «,, u,, ... u,

betrachtet, eine solche, die bei gewissen durch r,, r,, ... r, be-

zeichneten Permutationen ungeiindert bleibt,
und man gelangt somit, von irgend einer speciellen Gleichung (A) aus-
gehend, zu allgemeinen Functionen von » unbestimmten Grossen, welche
die Eigenschaft haben, bei gewissen Permutationen derselben ihren Werth
unverindert beizubehalten. Hierin liegt die grosse Bedeutung des Galoisschen
algebraischen Princips, anstatt einer einzigen Gleichung das die conjugirten
Wurzeln gleichzeitig definirende Gleichungssystem der Untersuchung zu Grunde
zu legen. Galois selbst hat es klar erkannt, dass seine neue Auffassung
der algebraischen Gleichungen es moglich macht, von jeder einzelnen Glei-
chung mit ganz speciellen Coefficienten, z. B. von jeder Zahlengleichung,
die’ fiir die algebraische Theorie einzig wesentlichen Eigenschaften *) zu
abstrahiren, und er hat diese zur wahren Erkenntniss fithrende Methode
dadurch vollstindig dargelegt, dass er gezeigt hat, wie jeder speciellen
Gleicliung eine von der Werth-Bedeutung der Coefficienten oder Wurzeln
unabhiingige Eigenschaft in der von ihm so genannten ,Gruppe der Sub-
stitutionen* zukommt. Nur scheint mir, dass der Galoisschen Theorie noch
eine weitere formale Ausbildung durch die leichte hier eingefiihrte Modi-
fication zu geben ist, bei welcher an Stelle der abstracten Substitutionen
und deren Gruppen die concreten bei einer Gruppe von Permutationen un-
verinderlichen Functionen behandelt werden.

§ 12.

Die Gattungen rationaler Functionen mehrerer unbestimmten Gréssen.

Nachdem gezeigt worden ist, wie das Galoissche Princip fiir jede
specielle algebraische Gleichung eine fiir dieselbe charakteristische ganze
Function von n Unbestimmten » ergiebt, konnen diese Functionen selbst

*) Die Bedingungen, unter demen die nach dem Galoisschen Princip sich er-
gebenden Eigenschaften der algebraischen Gleichungen, welche ich als ,Affecte“ be-
zeichne, in der That die einzigen sind, werde ich in einem folgenden Aufsatze voll-
stindig entwickeln.
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zum Ausgangspunkt der Entwickelung genommen - werden, Setzt man x,,
x,, ... x, an Stelle der Unbestimmten #,, #,, ... #,, so sind also ganze
Functionen der » unbestimmten Grossen z in Beziehung auf die Veriinde-
rungen zu untersuchen, welche sie erfahren, wenn die Grossen « darin auf
alle moglichen Weisen permutirt werden. Diese Untersuchung ordnet sich
aber naturgemiiss in die arithmetische Theorie der algebraischen Grossen
ein, sobald man die ganzen Functionen von z;, =,, ... @, als algebraische
Functionen der » elementaren symmetrischen Functionen f,, f,, ... f, auffasst,
und hiermit wird also die Stelle bezeichnet, an welcher die Galoisschen
Resultate sich in die allgemeine Theorie einfiigen.

Werden die » Functionen f,, f,, ... f, an Stelle von %', ®", ®",...
genommen, 8o dass (i, f.,...f.) den Rationalitiits-Bereich bezeichnet, so ist
jede rationale Function von z,, ,, ... x, eine aus dem Bereich hervorgehende
algebraische Function und gehort als solche einer bestimmten Gattung an,
welche nun einfach als , Gattung von .Functionen vor z,, z,, ... z,“ be-
zeichnet werden soll *)., Der Begriff ,,conjugirt?, sowie der Begriff der Ord-
nung soll aunf diese Gattungen von Functionen iibertragen werden, und auch
~ der Begriff der ,Art* kann bei den ganzemn Functionen von =z, x,, ... z,
Anwendung finden.

Jede der einzelnen Grossen « repriisentirt eine Gattung nter Ord-
nung; durch eine lineare Function

U T+ Uy Ty + o+ U, T,
mit unbestimmten Coefficienten « wird die ,Galoissche Gattung® reprisentirt,
welche von der Ordnung #! ist und alle andern Gattungen unter sich ent-
hilt. Die Ordnungen der einzelnen Gattungen sind hiernach Theiler von
n!, und wenn eine Gattung mit g, deren Ordnung mit ¢ und der Quotient

!
%’— mit r bezeichnet wird, so ist r die Anzahl der , Permutationen der

Gattung g“, d. h. die Anzahl derjenigen Permutationen von x,, x,, ... &,,
bei denen eine Function der Gattung g ungeéindert bleibt. Ist die Gattung
g unter der Gattung g¢' enthalten, so ist ¢ ein Theiler von ¢' und also ',
d. h. die Anzahl der Permutationen von g¢', ein Theiler der mit r bezeichneten
Anzahl der Permutationen von g, und es sind offenbar die ersteren Permu-
tationen selbst unter den letzteren enthalten.

*) Vgl. meinen mehrerwihnten Aufsatz im Monatsbericht vom Mirz 1879, aus
welchem hier auch einige Stellen wortlich aufgenommen sind.

5*
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Die Gattungen scheiden sich in ,eigentliche“ Gattungen von Func-
tionen von n Grossen und in ,uneigentliche“, je nachdem unter deren Ad-
junction die Gleichung «"—f,&"~'+f,2"*—..-+f, = 0 irreductibel bleibt oder
reductibel wird. Die uneigentlichen (zattungen lassen sich also auf Gattungen
von Functionen von weniger als » Grossen zuriickfiihren.

Werden die einer eigentlichen Gattung g angehorigen Functionen den
symmetrischen adjungirt, und wird demgemsiss an Stelle des Rationalitits-
Bereichs (fy, f,y...f.) der erweiterte Bereich (f,,f.,...f.,3) festgesetzt, so
#ndert sich damit der algebraische Charakter der durch die Gleichung

‘ ‘B”*fxa?n_l'l'fzm”—z"‘"'ifn -0

definirten algebraischen Function, und sie tritt damit in eine besondere
,Clagse* von algebraischen Grossen ein. Die auf diese Weise definirten
Classen algebraischer Functionen umfassen die einzelnen Gattungen. Ueber-
trigt man die Begriffe der Gattung und Classe von den algebraischen
Functionen auf die Gleichungen, denen sie geniigen, so gehiren bei Fest-
setzung eines bestimmten Rationalitits-Bereichs (R, R", R",...) alle die-
jenigen irreductibeln Gleichungen @ (x)=0 in eine und dieselbe Gattung,
welche durch rationale Substitution von = aus einander entstehen, und alle
diejenigen in dieselbe Classe, bei welchen die einer bestimmten Gattung g
angehorigen Functionen der Wurzeln zugleich dem festgesetzten Rationalitits-
Bereich (R',R", R",...) angehoren. Die Classe der algebraischen Grissen
und Gleichungen wird daher ebenso wie die Gattung und Ordnung durch
den angenommenen Rationalitiits- Bereich bedingt. Ist aber dieser Bereich
festgesetzt, so wird die Classe durch eine wesentliche, bei allen rationalen
Transformationen von x bleibende, besondere Eigenschaft der Gleichung
charakterisirt, welche ich desshalb nach einer von Jacobi, wenn auch in
anderem Sinne, gebrauchten Ausdrucksweise als den ,Affect“ der Gleichung
zum Unterschiede von anderen Eigenschaften derselben bezeichne. Eine
irreductible Gleichung

(4 z'—ecx 'tz i—te, = 0,-

deren Coefficienten ¢ dem Rationalitits-Bereich (R', R", R",...) angehoren,
hat also einen besonderen Affect, wenn eine bestimmte Gattung von Func-
tionen ihrer Wurzeln, welche die , Affect-Gattung* heissen soll, ebenfalls
dem festgesetzten Rationalitiits-Bereich angehort. Die Gruppe der Permu-
tationen der Affect-Grattung ist die Galoissche ,,Gruppe der Gleichung. Wird
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die Affect-Gattung durch g(z,, «,... z,) reprisentirt, so ist es das System
der 41 Gleichungen

(E) 9(51,52,"'§n)=607 fk(§ly§27"'§n)=ck (k=l’2”“")7
welches nach dem Galoisschen Princip an die Stelle der einen Gleichung
(A) tritt, und wenn «,, x,, ... x, als die Unbekannten eines Gleichungs-

systems aufgefasst werden, so ist das System der » Gleichungen

(E) 9(‘1/‘1,1?2,---%):00, fk(mlaa’z,-o-mn):ck *=12..%)
80 beschaffen, dass es nur durch die r Werthsysteme

wlz'rlj m?=§rg, . ' . wn=§r”
befriedigt wird, welche durch die r Permutationen (r,,r,,...r,) der Gattung
g charakterisirt sind. Es ist also von der Ordnung s und bildet den irre-

ductibeln Theil des oben mit (C) bezeichneten Gleichungssystems
fi@, oy .. ®) = ¢ k=12,...n),
welches von der Ordnung n! ist. Die Zahl r soll auch die Ordnung des
Affects und der durch denselben bestimmten Classe genannt werden. Alsdann
gehort also — immer bei festgesetztem Rationalitiits-Bereich —
eine algebraische Grosse nter Ordnung und die Gleichung, durch
welche sie definirt wird, in eine bestimmte Classe der Ordnung
r, wenn das Gleichungssystem, durch welches die » conjugirten alge-
braischen Grossen zugleich definirt werden, von der Ordnung r und
durch n41 Gleichungen (C) darstellbar ist, von denen die erste
eine Function einer besonderen fiir die Classe bestimmenden Gat-
tung, jede der iibrigen » aber nur je eine der elementaren symme-
trischen Functionen enthiilt. '
Dass, wie hier entwickelt worden ist, jeder irreductible Theil eines Glei-
chungssystems, welches » conjugirte algebraische Grossen definirt, durch
n+1 Gleichungen, und zwar — mit Ausnahme des Falles, wo die Ordnung
n! ist — nicht durch weniger Gleichungen dargestellt werden kann, fillt
unter den allgemeinen fiir beliebige Gleichungssysteme geltenden Satz,
welcher im vorhergehenden Paragraphen aufgestellt worden ist. Aber es
bildet eine hichst bemerkenswerthe Eigenthiimlichkeit dieser n-+1 Glei-
chungen, dass sie auf jene, so zu. sagen, ,separirte Form* (C) gebracht
werden konnen, bei welcher die einen Seiten der Gleichungen nur ganze
ganzzahlige, von den gegebenen Griossen R unabhiingige Functionen der
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Unbekannten, die anderen Seiten lediglich rationale Functionen der Grossen
R enthalten. :
An die eigenthiimliche ,separirte Form* der Gleichungen (C) lisst
gich die Darlegung des principiellen Unterschiedes der Abelschen und Galois-
schen - Behandlung der algebraischen Gleichungen am besten ankniipfen.
Abel bleibt nimlich bei den durch die specielle Gleichung gegebenen oder
zu ermittelnden rationalen Functionen &', R", R"', ... stehen, welche in dem

Systeme (C) die rechte Seite bilden, wihrend Galois, wenigstens implicite
durch die Aufstellung der Gruppe, von dem speciellen Gleichungsproblem
die theoretisch allein wichtigen Functionen auf der linken Seite des Systems

(C) abstrahirt. Freilich entgeht Galois eben durch diese vollstindige Ab-
straction auch eines der interessantesten Probleme, welches Abel in der
Theorie der algebraischen Gleichung findet und auch behandelt. Es ist
das Problem der Aufstellung aller Gleichungen einer bestimmten Classe fiir
einen gegebenen Rationalitiits-Bereich, und ich will dasselbe hier auch dess-
halb niher darlegen, weil dabei die arithmetische Natur algebraischer Fragen
deutl’ich hervortritt.

Wenn mit g, wie oben, eine Function einer Gattung eter Ordnung
bezeichnet wird, so besteht zwischen g und den elementaren symmetrischen
‘Functionen f,,.f,, ... f, eine Gleichung

b (g, fis f?) o) = 0,

in welcher @ eine ganze ganzzahlige Function der »+ 1 Grossen g, f,, ., ...
" §. bedeutet, die in Bezug auf g vom Grade ¢ ist. Soll es nun fiir einen
Rationalitiits-Bereich (R', R", k"', ...) Gleichungen einer durch die Gattung
g bestimmten Classe geben, so miissen n-+1 rationale Functionen der
Grossen R

‘ Poy Py P2y oo o Py
existiren, fiir welche die Gleichung

D(Poy Py Pay oo ) =0
erfiillt wird. Die Aufgabe, alle Gleichungen eines bestimmten Affects auf-
zustellen, ist hiernach durchaus arithmetischer Art, sie ist eine sogenannte
Diophantische Aufgabe fiir den gegebenen Rationalitiits-Bereich, die freilich
ebenso schwierig wie interessant zu sein scheint. Selbst fiir den einfachsten
Fall, wo g eine alternirende Function bedeutet, ist die Aufgabe fiir ein all-
gemeines n, so viel ich weiss, noch nicht gelost worden. In diesem Falle
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ist der Grad von & in Bezug auf g moglichst klein, nur gleich Zwei; die
Schwierigkeit der Aufgabe scheint aber nicht mit der Grosse des Grades
zu wachsen; denn fiir den Fall, wo g eine cyclische Function darstellt, und
also jemer Grad so gross als moglich ist, habe ich die Losung schon in
meiner oben citirten Mittheilung vom Juni 1853 gegeben. Damals hatte
ich allerdings fiir allgemeine Rationalitiits-Bereiche den Fall, wo = eine
Potenz von Zwei ist, noch ausschliessen miissen, ich habe aber spiter auch
diesen Fall erledigt und dabei gefunden, dass die Aufgabe in der That fiir
n=2_8, 16, 32,... einen ganz anderen Charakter hat als fiir die tibrigen
Zahlen n. ‘

Da die ganzen rationalen Functionen z,, z,, ... «, als algebraische
Functionen von f;, f,, ... f, aufgefasst werden konnen und als solche eben
jene Gattungen bilden, welche zur Definition der Functions-Gattungen ge-
dient haben, so miissen alle zu einer Gattung gehorigen ganzen Functionen,
welche also die Haupt-Art bilden, gemiiss § 6 durch eine bestimmte Anzahl
von Elementen linear darstellbar sein, und es ist schon in § 7 erwihnt, dass
die ausreichende Anzahl in diesem Falle nicht grosser ist als die Ordnung
der Gattung. Ich habe diesen Fundamentalsatz zuerst in meinen im Winter
1870/71 gehaltenen Universitits-Vorlesungen vorgetragen und will hier die
damals gegebene Entwickelung in Kiirze mittheilen.

Das Fundamentalsystem fiir die Galoissche Gattung kann durch die
n! Elemente '

hy—1
Thah,..x ") U =0,1,..0—k; k=1,2,...n—1)

dargestellt werden. Ich habe dies zuerst in meinem schon oben citirten

Aufsatz ,Ueber die verschiedenen Sturmschen Reihen* im Monatsbericht der
Berliner Akademie vom Febr. 1873 nachgewiesen. Da némlich das Product

. (& —x) (T —Tp4) ... (T —T,)
fir jeden der » Werthe =1, 2, ... n eine ganze Function (n— k4 1)ten
Grades von z ist, deren Coefficienten ganze ganzzahlige Functionen von

STy &y e Ty Ty fnyoee T
sind, so stellt dasselbe, gleich Null gesetzt, eine Gleichung fiir &, dar, mit
deren Hillfe sich jede hdhere als die (n— k)te Potenz von «, durch niedrigere
so ausdriicken lisst, dass die Coefficienten ganze ganzzahlige Functionen
VOn &, &, ... @, und f,, f,, ... f, werden. Indem man dies nun der
Reihe nach fir k=m, n—1, n—2, ... ausfilhrt, kann man jede ganzzahlige
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Function von @,, «;, ... «, auf eine solche reduciren, welche in Beziehung
auf jedes «;, nur vom Grade n—Fk ist, und deren Coefficienten ganze ganz-
zahlige Functionen der elementaren symmetrischen Functionen { sind. Eine
solche ,reducirte Form“ einer ganzen Function von z,, x,, ... @, ist offen-
bar vollig bestimmt und eben nichts Anderes als die Darstellung durch das
angegebene Fundamentalsystem der Galoisschen Gattung. Dabei ergiebt
sich iibrigens in einfachster, naturgemsisser Weise die Darstellbarkeit jeder
ganzen symmetrischen Function von a,, «;, ... x, als ganze ganzzahlige
Funection von f, f, ... f.. .

Denkt man sich die obigen Elemente eines Fundamentalsystems der
Galoisschen Gattung nach ihrer Dimension geordnet, diejenigen von gleicher
Dimension aber in je eine Gruppe vereinigt, und bezeichnet man dieselben
_ der Reihe nach mit 4, 9", ¥, ..., so kann man entsprechende ganze
Functionen einer gegebenen Gattung g¢', ¢”, ¢, ... daraus bilden, indem
man diejenigen aus einem Element y durch die r Permutationen der Gattung
entstehenden Functionen, welche unter einander verschieden sind, zu ein-
ander addirt. Dann ldsst sich offenbar jede ganze Function der Gattung
g als lineare ganze Function von ¢, g”, ¢, ... so darstellen, dass die
Coefficienten ganze ganzzahlige Functionen von f,, f,, ... f, "sind; die =»!
Elemente bilden also im vollen Sinne des Wortes ein Fundamentalsystem
der Gattung g. Es soll aber nunmehr nachgewiesen werden, dass sich alle
diese n! Elemente durch nur ¢ derselben linear darstellen lassen, wenn
man als Coefficienten ganze Functionen von f,, f,, ... f, mit bloss rationalen,
d. h. auch mit gebrochenen Zahlcoefficienten zuldsst, dass also fiir ein
Fundamentalsystem in diesem nicht ganz vollen Sinne des Wortes eine die
Ordnungszahl ¢ nicht iibersteigende Anzahl von Elementen gentigt (vgl.
den Anfang des § 7). ,

Bei jeder Darstellung einer Function g durch die Functionen y

() g% = ay'+oir" + o'y
wobei ¢}, ¢, @', ... ganze ganzzahlige Functionen von f;, f., ... f. be-
deuten, konnen nur Functionen y von der durch g selbst répriisentirten oder
von voramstehenden Gruppen vorkommen. Addirt man alle diejenigen Glei-
chungen (I"), welche bei den r Permutationen der Gattung daraus entstehen,

zu einander, so resultirt eine Gleichung ,
(G) Tg(k) —_ m'(P;'cQ"f‘m"fp;’,’ gn + mm (P;n gm + ey

"

in welcher m', m", m"', ... ganze Zahlen und zwar Theiler von r bedeuten,
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da =y, wenn in Beziehung auf alle r Permutationen summirt wird, die ent-
sprechende Function g mehrmals ergiebt. Die Gleichung (G) zeigt, dass
alle diejenigen Functionen g%, bei deren Darstellung (I") durch die Elemente
y nur solche von voranstehenden Gruppen vorkommen, sich zugleich auf
lineare Functionen von Gattungs-Elementen g der voranstehenden Gruppen
reduciren. Die Coefficienten dieser linearen Functionen sind ganze Func-
tionen von f, f», ... f, mit rationalen Zahlcoefficienten. Alle auf die an-
gegebene Weise reducirbaren Elemente g konnen also weggelassen werden,
und es bleiben dann nur solche Functionen ¢g® iibrig, welche bei der Dar-
stellung (I") auch Elemente y von derselben Gruppe wie die dargestellte
Function g und zwar diese mit ganzzahligen Coefficienten enthalten. Be-
zeichnet man diese linearen Aggregate von Elementen y der hochsten Dimen-
sion, welche nur ganzzahlige Coefficienten haben, mit I'®, so ist g® —I'®
eine Function, welche bei ihrer Darstellung durch die Elemente » nur solche
von geringerer Dimension enthéilt. Nimmt man nun die einzelnen Functionen
g®, welche einer und derselben Gruppe angehoren, in einer beliebigen
Reihenfolge, so ldsst sich, wenn eines der Aggregate I'® durch Aggregate

I'é¢=n_ e .. von voranstehenden Elementen g*—", g®=? ... linear dar-
stellbar ist, das Element g% selbst als eine lineare Function voranstehender
Elemente g*=", g*=? ... ausdriicken. Ist niimlich

I'® = ¢ & 4o, 16D ..
80 wird
g(k) — C' g(k—l) + cu g(k-—Q) _{., .__+ (g(k) __Iv(k))

— ¢/ (gD — -y " (gD — =D ...

und ebenso, wie jedes einzelne Glied g— I, enthilt der ganze zweite Theil
auf der rechten Seite dieser Gleichung bei der Darstellung durch die
Elemente y nur solche von geringerer Dimension als ¢g®, und erfiillt daher,
als Function der Gattung g, diejenigen Bedingungen, fiir welche oben nach-
gewiesen worden, dass sich eine solche Function linear durch Gattungs-
elemente g von geringerer Dimension darstellen lisst. Nach Weglassung
aller solcher Elemente g%, deren zugehorige Aggregate I'® durch Aggregate
voranstehender linear ausdriickbar sind, bleiben nur Elemente g,, g», 8s, - -

iibrig, welche in dem Sinne linear unabhingig von einander sind, dass
keine Relation

Ui+ Ve Gt ¥ g5+ =0
Journal fiir Mathematik Bd. XOIL Heft 1. 6
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besteht, in welcher v,, y,, v;, ... ganze Functionen von f,, f,, ... f, sind.
Denn schon zwischen den entsprechenden Aggregaten der hiochsten Dimen-
sion I, I, I3, ... kann keine lineare Relation mit Coefficienten v bestehen.
Die Anzahl der iibrig gebliebenen Functionen g muss demnach genau gleich
¢ sein, da dies die Anzahl der von einander linear unabhingigen Functionen
der Gattung g ist. :

Wird die Discriminante der durch x, bezeichneten Gattung, nimlich

das Product .
I (x;,—x;) G k=1,2..0; i=>F)
mit D bezeichnet, so ist die Discriminante der Galoisschen Gattung Di".
Nach § 8 ist also auch die Discriminante jeder anderen Gattung eine Potenz
von ®. Denn jede solche Gattung ist unter der Galoisschen enthalten; ihre
Disceriminante muss daher Theiler einer Potenz von D und also, da ® im
Rationalitits-Bereich (f,, f, ... f.) irreductibel ist, selbst eine Potenz von D sein.

Bedeuten g,, g., 83, ... ganze ganzzahlige Functionen von z,, «, ... z,,
welche der Gattung g angehidren, und in dem oben angegebenen Sinne ein
Fundamentalsystem dieser Gattung bilden, so kann nach § 8 die Discrimi-
nante der Gleichung, welcher

UG+ UGtz Gateee

geniigt, keinen anderen von den unbestimmten Grossen # unabhiingigen
Factor enthalten als einen solchen, der Theiler einer Potenz der Discri-
minante der Gattung g ist; es kann daher, wenn jene Discriminante nach
Producten von Potenzen der unbestimmten Grossen » entwickelt wird, der
grosste gemeinsame Theiler simmtlicher dabei auftretender Coefficienten
nur eine Potenz von ® sein. Hieraus folgt, dass sich fiir irgend welche
gegebenen Werthe von f,, f;, ... f, — vorausgesetzt nur, dass der Werth von
Q® dafiir nicht verschwindet — stets unendlich viele specielle Functionen
jeder Gattung g bestimmen lassen, deren siémmtliche conjugirte unter ein-
ander verschieden sind, und durch die sich daher jede andere Function der-
selben Gattung rational ausdriicken lisst.

§ 13.

Begriindung der arithmetischen Existenz der algebraischen Grdssen.
Die am Schlusse des vorigen Paragraphen entwickelte Eigenschaft
der Gattungen algebraischer Functionen von f,, f;, ... f, bildet die wesent-
lichste Grundlage bei einem dem Gaussschen Beweise von 1815 nachge-
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bildeten Existenzbeweise fiir die Wurzeln algebraischer Gleichungen, welchen
ich schon in meiner an der hiesigen Universitit gehaltenen Wintervorlesung
von 1870/71 vorgetragen und seitdem in meinen Vorlesungen iiber die
Theorie der algebraischen Gleichungen stets fast in derselben Weise ge-
geben habe. — Der Beweis stiitzt sich auf ,juneigentliche* Functionsgat-
tungen, welche entstehen, wenn man aus einer Gattung g(zx,, @,, ... z,), falls
h << }n ist, eine neue bildet, die durch
(5“‘9(9311 Loy eee wh)) (5‘“9(“«'“1, Tpyay oo m?h))

repréisentirt wird. Niinmt man némlich nach einander k= 1,2,4,... 2% und
bezeichnet dié entsprechenden Gattungen mit g,, g,, G.,... §,, 80 enthilt die
Zahl, welche die Ordnung der Gattung g, angiebt, genau die (» —u)te Potenz
von 2, wenn die Zahl » keine hohere als die »t¢ Potenz von 2 enthilt.
Die Ordnung von g, ist also ungrade. Es ist ferner g,_, Wurzel einer qua-
dratischen Gleichung, deren Coefficienten der Gattung g, angehoren, so dass

, Bu—1 = #(8.)+Vy(g,)

wird. Hierbei bedeuten ¢ und vy ganze Functionen von g,, deren Coeffi-
cienten rationale Functionen von f;, f,, ... f, sind, und es kann darin nur
die Discriminante der Gleichung, welcher die als Repriisentant der Gattung
gewihlte, bestimmte Function g, geniigt, oder ein Theiler derselben als
Nenner vorkommen. Die Kette jener Gleichungen fiir w =1, 2,...» giebt
hiernach g, oder, was dafiir genommen werden kann, @, als explicite, ledig-
lich Quadratwurzeln enthaltende, ganze algebraische Function von g, und
fiy f2y oo fa, dividirt durch eine ganze Function von f,, f,, ... f., welche
nur ein Theiler des Products gewisser Discriminanten sein kann, Wird dieses
Product mit p bezeichnet, so existirt daher eine lediglich durch Quadrat-
wurzeln aus ganzen ganzzahligen Functionen von g, f,, {2, ... f, zu bildende
algebraische Function 6(y), welche, wenn darin y =g, genommen wird,
px, ergiebt. Die algebraische Function 0(y) ist von der Ordnung 2”; es
besteht daher eine Gleichung % (x,y) =0 des Grades 2, welche durch den

Werth = = %y_) befriedigt wird, und, wenn der Coefficient der hochsten Po-

tenz von x gleich Eins ist, in ihren fibrigen Coefficienten nur ganze Func-
tionen von g, f,, f»y ... f., dividirt durch Potenzen von p, enthilt. Nun ist
(e—a) = P, Ce=123,.2%)
und folglich '
F@) = Pz, 9,)0(=,8,), .

6
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wo auch £ ganz ebenso wie P eine ganze Function von x, g, bedeutet,
deren Coefficienten rationale, nur Potenzen von p im Nenner enthaltende
Functionen der Grossen f sind. Wenn also ®&(y) =0 die Gleichung ist,
durch welche g, als algebraische Function der Grossen | definirt wird, so
muss eine identische Gleichung

F(@) = Bz, 9D (2, 9)+G@y) Rz, y)

bestehen, in welcher auch R (x, y) eine Function von derselben Beschaffen-
heit wie B und L bedeutet. Setzt man hierin = = g%y—), so wird 3 (z,y) =0,
und es resultirt die identische, d. h. fiir jeden beliebigen Werth von y gel-

tende Gleichung o) o6
5(72) = s R(“L, ),

welche zeigt, dass die Gleichung §(x) =0 durch die algebraische Grosse
6(y)

verschwindet. Da nun am Ende des vorigen Paragraphen der diesen letzten
Schluss einzig ermiglichende Nachweis gefiihrt ist, dass fiir solche Werthe
~ von f,, fy ... f., fiir welche die Discriminante der Gleichung & () =0 von
Null verschieden ist, stets die Functionen g,, g2, ... g, 80 gew#hlt werden
konnen, dass jede der betreffenden Discriminanten und also auch deren
Product p einen von Null verschiedenen Werth hat, so folgt, dass jeder
Gleichung. durch eine explicite algebraische, nur Quadratwurzeln enthaltende
Function einer Griosse y geniigt wird, welche selbst Wurzel einer Gleichung
ungraden Grades ist.

Es verdient hervorgehoben zu werden, dass in dieser Entwickelung,
wie in der citirten Gawssschen Abhandlung von 1815, eine viel speciellere
Art der Existenz algebraischer Grossen dargelegt wird, als bei allen anderen
Beweismethoden. Dieser Unterschied tritt besonders deutlich hervor, wenn
man den oben fiir Gleichungen ungraden Grades vorausgesetzten Begriff
der reellen Wurzeln algebraischer Gleichungen genauer analysirt, wie ich
es in meinen Universitits-Vorlesungen regelmissig gethan habe; und ich
gedenke auch diese Analyse bei einer nichsten Gelegenheit durch den Druck
zu veroffentlichen. Der hier entwickelte Beweis enthélt recht eigentlich
eine Begriindung der arithmetischen Existenz der algebraischen Grissen und
fiigt sich desshalb in die systematische Darstellung, welche ich in der vor-
liegenden Arbeit zu geben versucht habe, vollstindig ein.

befriedigt wird, wenn y der Gleichung &(y) =0 geniigt und p nicht
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Zweiter Theil.

14.
Die grossten gemeinschaftlichen Th§eiler von ganzen algebraischen Grossen.

Mit dem Begriffe der ganzen algebraischen Grossen (vgl. § 5) ist
der Begriff der Theilbarkeit unmittelbar gegeben. Eine ganze algebrdische
Grosse « ist durch eine andere ' theilbar, wenn der Quotient der Division
von x durch «' wiederum eine ganze algebraische Grosse ist. Hierbei ist
der Divisor ' als gegeben zu betrachten. Aber auch die andere Frage
der Auffindung oder Aufstellung der Divisoren gegebener algebraischer
Grossen lidsst eine hochst einfache Behandlung zu. In der That hat man
zu den algebraischen Grossen einer bestimmten Art oder Species & nur
lineare Functionen derselben mit unbestimmten Coefficienten hinzu zu nehmen,
um ohne alle Symbolik und ohne alle Mittel der Abstraction die grissten
gemeinsamen Theiler je zweier algebraischer Grossen der gesammten Art
@& wirklich darzustellen. Bedeuten néimlich #', «”, ... unbestimmte Grissen
und x, &', «",... ganze algebraische Grossen einer bestimmten Art &, so
ist das iiber alle conjugirten Werthe erstreckte Product

Hz+d x' +u" 2"+,
welches auch nach der iiblichen ‘Ausdrucksweise als die ,Norm* von
ct+u'z'+u" "+ und demnach mit

Nm (x4 &'+ o' ')
bezeichnet werden kann, eine ganze Function der Grossen u, deren Coeffi-
cienten ganze rationale Grossen des Bereichs sind. Wird nun zunidchst —
wie unbeschadet der Allgemeinheit geschehen kann — von dem Falle ab-
strahirt, wo nicht simmtliche Grossen R von einander unabhiingig sind,
wird also ein natiirlicher Rationalititsbereich angenommen, so ist der Begriff
des grossten gemeinsamen Theilers aller jener Coefficienten ohne Weiteres
begriindet, da diese Coefficienten alsdann nur ganze Zahlen oder ganze ganz-
zahlige Functionen unabhiingiger Verinderlicher sind. Eben derselbe Theiler
kann auch als der grosste von den Unbestimmten u unabhingige Theiler
der Norm von =+« ' +u" 2"+ charakterisirt werden, und der nach Ab-
sonderung dieses Theilers verbleibende Theil der Norm ist eine ganze
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Function von «/, «",..., deren Coefficienten ganze rationale Grossen des
Bereichs sind, die nicht siimmtlich einen und denselben gemeinsamen Theiler
haben. Nennt man diese ganze Function, obwohl sie nicht homogen ist,
doch in Gaussscher Weise eine in Linearfactoren zerlegbare ,primitive Form
nen Grades von o', w', . ..“, deren ,abgeleitete“ die Norm von ¢ +o'z' +o" " +--
ist, und bezeichnet dieselbe mit

Fm(w+ulw'+un H+ ),

80 besteht, der Definition gemiiss, zwischen der ,,Norm* und der ,,Form“
eine Relatlon. .
P.Fm(z+v'z'+u"z"+) = Nm(z+o'z' +4" 2"+ -.),
in welcher P eine ganze rationale Grosse des Bereichs ist. Dies voraus-
geschickt, kann ,der griosste gemeinschaftliche Theiler“ beliebig vieler ganzer
algebraischer Grossen =, «', =", ... durch den Bruch
rct+u'z2 +u'a" 4.
Fm (e 4o o'+ u'" 2" --.)

vollkommen dargestellt werden, da jede lineare Function = +o'2'+o"a" 4-..
mit beliebigen Coefficienten ¢ durch jenen Bruch theilbar ist, der Quotient
der Division aber keinen solchen Bruch mehr als Theiler enthalten kann.
Um das Erstere einzusehen, braucht man- nur die Gleichung zu bilden,
welcher der Quotient

c+vad 0"z .

ctu'a +u'a"
geniigt, d. h. also, wenn dieser Quotient mit Q (x, ', =, ...) bezeichnet wird,
die Gleichung

Fm(a:+u'ar'+u" "eed)

Nm(X—Q(z, ', 2",...)) = 0,
in welcher X die Unbekannte bedeutet. Die Norm auf der linken Seite
der Gleichung nimmt nimlich, wenn zur Abkiirzung erst
Fm(z+d'z'+u"2"+.+") =
und dann
X—F=w, X—vF=w', W'X—0"F=w",...
gesetzt wird, die Gestalt an
Fo(wz+w'a' 4 w"2" + )
Fom(z+v'a' +u'a"+..) !
und es wird hiermit evident, dass dieser Ausdruck eine ganze ganzzahlige
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Function der Grossen X, &', &, R", ..., o, o",... ¢, 0", ... ist, welcher
iiberdies als Coefficienten der hichsten Potenz von X die Zahl Eins und also,
gleich Null gesetzt, ganse algebraische Grossen zu Wurzeln hat. Dass nun
zweitens der mit Q(z, o', £’,...) bezeichnete Quotient nicht noch durch
einen Bruch '
z, +u\ 2 +u)) 4

Fm(z, o« 4 u ) 4-)
theilbar sein kann, erhellt unmittelbar, wenn man nach erfolgter Division
die Norm bildet. Diese Norm wird nimlich, wenn

P,.Fm(x,+ v,z +u «/ +---) = Nm (e, v, @)+ o/ +-)
ist, gleich

—%F m(z+o's'+o"c"+-) . (Fo (e4u's' +o'' 2"+ ) . Fm (@ 4wz tu) ) 4 -)),
also nur dann ganz, wenn P,=1 ist.

Dass die Divisoren der ganzen algebraischen Grossen in Bruchform
dargestellt sind, kann keinen Anstoss erregen; denn die Uebertragung des
urspriinglichsten Begriffes der Division mit ganzen Zahlen auf die mit
gebrochenen gehort schon den Elementen an. Complexe gebrochene Zahlen
habe ich als Moduln oder Divisoren zuerst in § 6 meiner Doctordissertation
yDe unitatibus complexis® (Berlin 1845) genau so angewendet, wie sie
wenige Jahre darauf in der Kummerschen Definition der idealen Zahlen
benutzt werden (vgl. die Anmerk. in § 19), und sie haben namentlich auch
in den Ezporenten der Einheiten wesentliche Dienste geleistet. Aber erst
viel spiter wurde ich beim Uebergang von den complexen Zahlen zu den
zerlegbaren Formen (vgl. § 19) daranf gefiihrt, das Hiilfsmittel der ge-
brochenen Divisoren mit jenem ,methodischen Hiilfsmittel der unbestimmten
Coefficienten* combinirt anzuwenden, um alle unniitzen und theilweise auch
_ verwirrenden Specialititen abzustreifen. Damit erschienen dann in der That
die Divisoren der ganzen algebraischen Grossen in einfacher, iibersichtlicher,
naturgemiisser Geestalt, in welcher fiir den speciellen Fall der gewohnlichen
Zahlen, d. h. fiir den Fall R =1, alle sowohl bei der Kummerschen Begriffs-
bestimmung der idealen Zahlen als auch bei der Dedekindschen Definition
der ,Ideale benutzten abstracten Eigenschaften an einem concreten algebrai-
schen Gebilde vereinigt sind. Der Grund dieses Erfolges liegt einfach
darin, dass mit jenen Divisoren das Gebiet der algebraischen Grossen,
welche den Ausgangspunkt bilden, geniigend erweitert wird, um den bei
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ganzen Zahlen und bei ganzen rationalen Functionen von Variabeln gelten-
den einfachen Gesetzen der Theilbarkeit, welche beim Uebergang zu den
ganzen algebraischen Grossen modificirt werden, wiederum Raum zur vollen
Wirksamkeit zu schaffen. Es ist also ein von den bisher angewendeten
Methoden principiell verschiedenes Verfahren, welches ich bei Einfiihrung
jener Divisoren eingeschlagen habe, es ist das , Princip der Association
neuer Grossengebilde zu der gegebenen Gattung wund Species algebraischer
Grissen®, welches hierbei die Grundlage bildet*). '

§ 15.

Die algebraischen Divisoren.

Eine ganze algebraische Grosse, deren Norm gleich Eins und durch
welche also jede ganze algebraische Grisse theilbar ist, soll eine ,alge-
braische Einheit* genannt werden. Diese Einheiten sind durch keine anderen
ganzen algebraischen Grossen theilbar. Ebendieselbe Eigenschaft besitzen
auch die ,primitiven Formen*, welche die Nenner jener ,Divisoren ganzer
algebraischer Grissen bilden, und es konnten desshalb die Zihler allein schon
als Reprisentanten der Divisoren gebraucht werden, wenn bei den Quotienten
der Division von solchen Nennern, die durch keine ganze algebraische Grosse
theilbar sind, abgesehen wird. Diese Betrachtungsweise wird spiter (in § 22)
systematisch angewendet werden; hier im Anfang der Entwickelung glaube
ich der obigen Darstellung der Divisoren den Vorzug geben zu sollen, weil
sie keinerlei Abstraction erfordert. Nur eine der Sache entsprechende abge-
kiirzte Ausdrucks- und Bezeichnungsweise einzufiihren erscheint wohl statt-
haft. Um ndmlich nicht jedes Mal fiir die Form eines linearen Ausdrucks
z+u'a'+u"x" +.-- ein besonderes Zeichen zu benutzen, soll unter dem
wModul [z+4 &' +4"a" +--.] oder ,,dem Divisor [z+u'z'+u" 2" +---]“ der
lineare Ausdruck selbst, dividirt durch die daraus entstehende primitive Form,
verstanden und mit

mod[z+u'a' +u"2" +.-] oder div[z+u'z'+u"a"+--]
bezeichnet werden. Im Sinne des in dieser Arbeit vielfach benutzten ,,metho-

dischen Hiilfsmittels der unbestimmten Coefficienten”, welches zu der obigen
Bildungsweise der Divisoren gefiihrt hat, sind die Ausdriicke =+ o' z'+ 4" 2"+ -

*) Vgl. die weiteren Ausfiihrungen ilber die , Association® in § 22.
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dabei als lineare Functionen der Grissen x mit unbestimmten Coefficienten
u bezeichnet worden; doch ist es von allgemeinerem Gesichtspunkte aus
geeigneter, die Grossen x als die Coefficienten der Unbestimmten » und
also jene algebraischen Ausdriicke als ,lineare Formen“ mit ganzen alge-
braischen Coefficienten aufzufassen. Denn ausser den bereits eingefiihrten,
aus linearen Formen hervorgegangenen algebraischen Divisoren kinnen noch
allgemeinere aus Formen beliebiger Grade gebildet werden, und es ist so-
gar nothwendig, diese mit in den Kreis der Betrachtung zu ziehen, weil bei
der Division einer linearen Form durch einen der oben eingefiihrten Divi-
soren der Quotient eine ganze Function der Unbestimmten von hiherem
Grade, also eine ,Form* hioheren Grades wird.

Zum Zwecke der Definition der allgemeineren Divisoren muss nun-
mehr die der Formen vorausgeschickt werden.

I. Eine ganze rationale Function beliebig vieler unbestimmter Grissen
u, v, w, ... soll, wenn die Coefficienten ganze Grossen des natiir-
lichen Rationalitiits- Bereichs (', N", X", ...), also Grossen des in
§5 mit [N, RN, R",...] bezeichneten Bereichs sind, einc ,ganze®
(rationale) Form des Bereichs [R', R", N",...] mit den Unbestimmten
u, v, w, ..., und, wenn die Coefficienten ganze algebraische Grossen
eines Gattungs-Bereichs (@) und eines Art-Bereichs (&) sind und
wenigstens einer derselben der Art © selbst angehort, eine ,ganze
algebraische Form der Gattung & und der Art ©“ genannt werden.

Di¢ ganzen algebraischen Formen, im weiteren Sinne des Wortes,
umfagsen auch die ganzen rationalen Formen, ebenso wie die ganzen alge-
braischen Grissen die ganzen rationalen mit umfassen.

II. Enthalten die Formen die Unbestimmten nur linear, so sollen sie
als ,ganze rationale* oder ,ganze algebraische Linearformen® be-
zeichnet werden.

III. Die ganzen rationalen Formen heissen nprimitiv®, wenn ihre Coeffi-
cienten keinen gemeinsamen Theiler haben. Eine ganze alge-
braische Form ist als primitiv zu bezeichnen, wenn ihre Norm
primitiv ist.

Eine weitere Unterscheidung der primitiven Formen in eigentlich und un-
eigentlich primitive wird spiter in § 22 gegeben werden.

Die Uebertragung der iiblichen Bezeichnung ,,Form* auf nicht homo-

gene ganze Functionen scheint mir keinem Bedenken zu unterliegen. Das
Journal fiir Mathematik Bd. XCIL Heft 1. 7
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Zutreffende an der Bezeichnung ist, dass sie, im Gegensatz zur Benennung
y,Function der Grossen w, v, w, ..., die Coefficienten als das Wesentliche,
die Unbestimmten als das Unwesentliche kennzeichnet. Da hier, genau so
wie im gewohnlichen Sinne, das Wort ,Form“ schon an sich einen Aus-
druck bedeutet, welcher in Bezug auf die Unbestimmten der Form ganz
und rational ist, so konnten in den aufgestellten Definitionen jene Bezeich-
nungen ,ganze rationale", ,ganze algebraische* Formen, welche die Natur
der Coefficienten charakterisiren sollen, unbedenklich als adjectivische den
Formen selbst beigelegt werden. Auch die Begriffe des Conjugirt-Seins, der
Norm u. s. w. sollen im Folgenden, ebenso wie der Begriff der Gattung
und Art, von den Coefficienten auf die algebraischen Formen selbst iiber-
tragen werden.

IV. Wird eine ganze algebraische Form durch diejenige primitive Form
dividirt, deren abgeleitete die Norm der algebraischen Form ist,
80 reprisentirt der Quotient einen allgemeinen ,algebraischen Modul
oder Divisor®, dessen ,Elemente“ durch die Coefficienten der alge-
braischen Form gebildet werden.

Es verdient hervorgehoben zu werden, dass diese Definition auch
fiir den besonderen Fall Geltung behiilt, wo die ganze algebraische Form
sich auf eine ganze rationale reducirt, also die Anzahl der Conjugirten
gleich Eins, und die Norm daher mit der ganzen rationalen Form selbst
identisch wird.

Nach den gegebenen Definitionen sind die ganzen algebraischen
Grossen selbst ebenso in den ganzen algebraischen Formen wie in den
algebraischen Divisoren mit inbegriffen, und eben, damit dies der Fall sei,
hat die Beschrinkung auf homogene Formen aufgegeben werden miissen.
Das Verhiltniss der ganzen algebraischen Grossen zu den Formen und
Divisoren, unter denen sie mit inbegriffen sind, ist in folgender Weise ein-
fach zu charakterisiren:

V. In einer bestimmten Art oder Species bilden die ganzen algebrai-
schen Grissen die ,Hauptclasse” der algebraischen Divisoren; sie
gehoren auch zur Hauptclasse der ganzen algebraischen Formen
(vgl. § 22, VII), sowie die algebraischen Einheiten gewissermassen
die Hauptclasse der primitiven algebraischen Formen ausmachen.

Mit Hiilfe der obigen Definitionen kann der Begriff der Theilbarkeit
der Formen und Divisoren genau und einfach pricisirt werden.
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V1. Eine ganze algebraische Form ist durch einen algebraischen Di-
visor theilbar, wenn der Quotient ebenfalls eine ganze algebraische
Form ist.

VIL. Ein algebraischer Divisor soll als theilbar durch einen anderen Di-
visor bezeichnet werden, wenn die Form, welche den Zihler des
ersteren bildet, durch den letzteren theilbar ist.

Der hier aufgestellte Begriff der Theilbarkeit ist in der gewdhnlichen
Weise nach Gauss fiir den Congruenzbegriff zu benutzen, und es soll auch
das Gausssche Congruenzzeichen zuweilen gebraucht werden.

Da die Briiche, welche in der obigen Definition (IV) als algebraische
Divisoren definirt sind, nur in jhrer Eigenschaft als Divisoren Anwendung
finden, so sind alle diejenigen, welche einander in dieser Eigenschaft voll-
kommen ersetzen, als dquivalent zu betrachten; und, um dies ausdriicklich
zu formuliren, sei hier der Satz angefiigt:

VIII. Zwei algebraische Divisoren sind ,absolut #quivalent”, wenn jeder
von beiden durch den anderen theilbar ist.
Ein algebraischer Divisor ist dann und nur dann #quivalent
Eins, also iiberhaupt kein Divisor in der eigentlichen Bedeutung
des Wortes, wenn die ganze algebraische Form, aus welcher der-
selbe gebildet worden, primitiv ist.
Das Beiwort ,absolut” ist um desswillen hinzugefiigt, weil spiter (S. 64)
auch ein Begriff ,relative Aequivalenz* eingefiihrt werden soll.

An die entwickelten Begriffshestimmungen ist nun zuniichst ein Satz
zu kniipfen, welcher den Einheitscharakter der primitiven Formen darlegt
und somit ein Fundamentaltheorem fiir die algebraischen Formen und Divi-
soren bildet.

IX. Wenn das Product von zwei ganzen algebraischen Formen, deren
eine primitiv ist, fiir einen algebraischen Divisor congruent Null
ist, 8o muss die andere Form selbst durch den Divisor theilbar sein.

Der aufgestellte Satz fillt unter die bereits in § 4 enthaltenen Ent-
wickelungen, wenn in demselben ganze rafionale Formen und Grossen an
die Stelle der algebraischen gesetzt werden; denn alsdann sind Formen und
Grossen nichts Anderes als ganze ganzzahlige Functionen von Variabeln
und somit in irreductible Factoren zerleghar. Auf diesen besonderen Fall
kann aber der allgemeine Satz leicht zuriickgefiihrt werden. Der Voraus-
setzung nach soll niimlich, wenn der Divisor der Hauptclasse angehort,

7{'
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eine Gleichung

(4 F(u,v,w,...).Glu,v,w,...) = X.H(u,v,w,...)
bestehen, in welcher X eine ganze algebraische Grosse und F, G, H ganze
algebraische Formen bedeuten, von denen die erste primitiv ist. Mit w,
v, w, ... sind die Unbestimmten der Formen bezeichnet. Aus der Gleichung
(A) geht unmittelbar die folgende hervor:

(B) Nm(s—Etned) - Nm(s— f22),
in welcher das Zeichen Nm, wie oben, das iiber alle conjugirten algebrai-
schen Grossen und Formen erstreckte Product andeutet. Wird dieser Glei-
chung (B) die Gestalt gegeben

Nm F(u, b, w, ...).Nm (s X— G (u, v, w, ...))

= NmX.Nm(z3F(u, v, w,...)— H(u, v, w, ...)),
so sieht man, dass sie genau die oben erwihnten Voraussetzungen des zu
beweisenden Satzes fiir den Fall rationaler Formen und Grissen enthilt;
denn an die Stelle der in der Gleichung (4) vorkommenden Formen und
Grossen

(©)

F, G, X, H
sind in der Gleichung (C) die Ausdriicke
NmF, Nm(zX—G), NmX, Nm((zF—H)

getreten, von denen der erste eine primitive ganze rationale Form mit den
Unbestimmten », », w, ..., der zweite und vierte eine ganze rationale Form
mit den Unbestimmten z, #, v, w, ... und der dritte eine ganze rationale
Grosse des Bereichs darstellt. Mit Hiilfe der Entwickelungen in § 4 ist
daher aus der Gleichung (C) zu erschliessen, dass der zweite Factor auf
der linken Seite durch den ersten Factor auf der rechten theilbar, also die
linke Seite der Gleichung (B) ganz sein muss. Die Gleichung fiir =:

Nm(ﬁ___G_(u,v),(w,...)) =0

ist somit eine solche, deren Coefficienten siimmtlich algebraisch ganz sind,
und es ist also
G(u,v, w,.:z_
. X
algebraisch ganz, oder, der Behauptung des Satzes gemiiss, G(u,,w,...)
durch X theilbar. — Wird nun endlich an Stelle der ganzen algebraischen
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Grosse X ein Divisor, mod[pz+¢'z 4 ¢"2" +-..], genommen, in welchem
x, o', «”, ... ganze algebraische Grossen und ¢, ¢, ¢", ... die ver-
schiedenen Producte von Potenzen unbestimmter Grossen v, w, ... bedeuten,
so folgt aus der darnach modificirten Gleichung (A) die Relation
(A) FG® = PH,

in welcher & und P durch die Gleichung

(px+g'z'+¢"x"+... )b = P.Fm(gpz+¢ ' +¢"a"+-.)
erkliirt und zur Vereinfachung die Unbestimmten der verschiedenen Formen
weggelassen sind. Die Gleichung (A') geht in (A4) iiber, wenn G an Stelle
von G und X an Stelle von P gesetzt wird. Aus der obigen Entwickelung
folgt daher, dass die Congruenz

GHP=0 (modP)
bestehen muss, dass also, da
P = & mod[pz+o¢'z'+¢" 2" +--]

ist, G in der That, wie im obigen Satze behauptet worden, durch den mit

n_n

mod [gz+ ¢'z'+ ¢" 2" 4] bezeichneten Divisor theilbar sein muss.

§ 16.

Die algebraischen Divisoren, welche aus Linearformen gebildet sind.

Jeder der allgemeineren Divisoren ist, wie nachher gezeigt werden
wird, einem aus Linearformen gebildeten Divisor absolut #quivalent. Es
geniigt desshalb, die Eigenschaften dieser besonderen Divisoren darzulegen,
welche in § 14 zuerst eingefiithrt worden sind, und es ist nothwendig, die
Entwickelung damit zu beginnen, weil bei jenem Nachweise der Aequi-
valenz mit den allgemeineren Divisoren davon Gebrauch zu machen ist.

Die aus Linearformen entstandenen Divisoren haben, wie bereits in
§ 14 gezeigt worden ist, die Haupteigenschaft, dass jede Linearform durch
einen Divisor theilbar ist, dessen Elemente die Coefficienten der Linearform
bilden. Dies ist nach den in § 15 aufgestellten Definitionen in den Satz
zu fassen:

I. Divisoren, welche dieselben Elemente haben, sind einander absolut
dquivalent.
Hierbei sind, wie iiberhaupt zuniichst, unter den Divisoren nur solche zu ver-
stehen, die aus Linearformen hervorgehen. Mit der Begriffshestimmung dieser
besonderen Divisoren sind folgende Eigenschaften unmittelbar gegeben.
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IL

IIIL

Jede Grosse, welche durch den algebraischen Divisor theilbar ist,
kann dessen Elementen hinzugefiigt werden, und es kann jedes
Element weggelassen werden, welches fiir den aus den iibrigen
Elementen gebildeten Divisor congruent Null ist; d. h. bei den
angegebenen Verinderungen wird der Divisor nur in einen absolut
dquivalenten transformirt.

Der grosste gemeinsame Theiler von zwei algebraischen Divisoren
wird durch einen dritten dargestellt, der die Elemente beider als
Elemente enthilt, so dass

mod [z + o td" ¢yt o'y oy "]
der grosste gemeinsame Theiler von
mod [z +o'z'+u" 2"++-] und mod[y+o'y'+0"y"+.-]
ist, wenn die Theilbarkeit eines Divisors in dem oben (§ 15, VII)

definirten Sinne, d. h. als wirkliche Theilbarkeit seines Zihlers
aufgefasst wird.

Hieraus folgt jene Eigenschaft der algebraischen Divisoren, von welcher in
§ 14, S.46 bei der Bildung derselben ausgegangen wurde, nimlich, dass
jeder algebraische Divisor den griossten gemeinschaftlichen Theiler seiner
Elemente darstellt. — Ist der grosste gemeinsame Theiler von zwei Divi-
soren #quivalent Eins, so haben sie ,keinen gemeinsamen Theiler* in der
eigentlichen Bedeutung des Wortes und kénnen auch als , gegen einander
relativ prim“ bezeichnet werden.

IV.

Das Product von zwei algebraischen Divisoren entsteht durch wirk-
liche Multiplication der Zghler, d. h. es ist
mod [z+ ' «'+u"2"+.--].mod [y + o'y + 0" y"+ ]
oo mod[zy+w'zy'+w'z'y+.-0],
da in der That erstens jedes einzelne Element des linearen Aus-
drucks rechts
zy+w'zy'+ o' y+--,
also dieser Ausdruck selbst durch das Product links theilbar ist,
und da zweitens jedes Glied des entwickelten Products
(@40 +u' 2" +) (g +0'y'+ 0"y )
ein Element des Moduls rechts bildet und also durch denselben
theilbar ist.



Kronecker, Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grissen. H5

V. Ist das Product von zwei algebraischen' Divisoren durch einen
dritten theilbar, und hat der erste Divisor mit dem dritten keinen

gemeinsamen Theiler, so ist der zweite durch den dritten theilbar.
Denn wenn die Elemente der drei Divisoren

z, 2", .. oy, 9y, . s, 8, 8",
sind, so ist fiir mod[s+w's'+w"5"+..] der Voraussetzung nach
(@tu'a' +u"z"+) (y+o'y'+0"y'"+-) = 0,
also auch
(etu'a'+u'e" 4 fatw' s 4w 5" ) (g +o' y 0"y ) =0,
und der aus dem ersteren dieser beiden Factoren zu bildende
Modul ist der Voraussetzung nach #quivalent Eins.

§ 17.

Die allgemeinen algebraischen Divisoren; ihre Aequivalenz mit den besonderen,
welche aus Linearformen gebildet sind.

Abgesehen von der Definition der Hauptclasse (§ 15, V) ist bei den
bisherigen Darlegungen iiber die , algebraischen Divisoren* vom Begriffe
der Art oder Gattung kein Gebrauch gemacht worden. In der That bedarf
es einzig und allein der Feststellung des Begriffs der mit einander ,,con-
jugirten* Ausdriicke x+o'z'+«"2"+--, um die Norm und daraus den mit
Fm(x+'2'+ 4" 2"+ --) bezeichneten Nenner des Divisors bilden zu konnen.
Der Begriff der speciellen Ar¢ und damit auch der Gattung tritt aber von selbst
auf, wenn man eine Anzahl ganzer algebraischer Grissen zusammen be-
trachtet, nimlich der Begriff derjenigen Art und Gattung niedrigster Ord-
nung, unter welcher dieselben enthalten sind, und in diesem Sinne ist mit
dem Begriffe des grossten gemeinsamen Theilers von ganzen algebraischen
Grossen x, o', =, ... auch der Begriff der Art gegeben, welche durch die Ele-
mente x, «’, <, ... bestimmt ist, sowie der Gattung, welcher die Art angehort.

Erst mit Festsetzung der Art oder eigentlich der Gattung, zu welcher
die Art gehort, wird fiir einen algebraischen Divisor der Begriff der Irreduc-
tibilitsit bestimmbar, und dieser soll vorldufig in folgender Weise definirt
werden, indem dabei — wie auch weiterhin — nur die Haupt- Arten, also
diejenigen, welche alle ganzen Grossen einer Gattung umfassen, zu Grunde
gelegt werden sollen.
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I. Ein algebraischer Divisor ist ,irreductibel” oder ,,prim*“ (Primmodul,
Primtheiler, Primdivisor), wenn er durch keinen anderen ,eigent-
lichen“ Divisor der festgesetzten Art oder Gattung theilbar ist, d. h.
also, wenn er nur durch solche Divisoren der Art theilbar ist,
die ihm selbst oder der Eins #quivalent sind.

Ich hebe ausdriicklich hervor, dass bei dieser Erklirung nur der
Begriff der Theilbarkeit der Divisoren (nach § 15, VII), nicht der ihrer
Zerlegbarkeit, d. h. ihrer Darstellbarkeit als Product von anderen Divisoren
zur Anwendung kommt. Doch geniigt diese beschriinkte Definition zur Her-
leitung eines zweiten Fundamentalsatzes der Divisoren-Theorie, mit Hiilfe
dessen alsdann die Definition der Irreductibilitiit vervollstindigt werden soll.

II. Algebraische Divisoren, welche dieselben Elemente haben, sind
absolut #quivalent im Sinne der in § 15, VIII gegebenen Definition.

Um den Satz allgemein zu beweisen, geniigt es offenbar, den Fall zu
behandeln, wo einer der beiden Divisoren aus einer linearen Form hervor-
gegangen ist. Dass jeder andere algebraische Divisor durch einen solchen
theilbar ist, folgt unmittelbar daraus, dass nach § 14 und § 16, I jedes ein-
zelne Element eines Divisors, welcher aus einer Linearform gebildet ist,
denselben als Theiler enthiilt. Es ist also nur noch andererseits der Nach-
weis zu fithren, dass z+4'2'+4"2"+..- durch mod[pz+ ¢’z + ¢" 2"+ -]
theilbar ist, wenn x, &', 2", ..., wie oben, ganze algebraische Grossen und
¢, ¢', ¢, ... die verschiedenen Producte von Potenzen irgend welcher un-
bestimmten Grossen v, w, ... bedeuten.

Gemiiss der unter No. I gegebenen Definition der Irreductibilitit und
auf Grund des in § 16, V aufgestellten Satzes kann ein Product ganzer
algebraischer Grossen einer bestimmten Gattung & nur dann durch einen
irreductibeln aus einer Linearform gebildeten Divisor theilbar sein, wenn
einer der Factoren des Products durch denselben theilbar ist. Dieser Satz
gilt ebenso fiir ganze algebraische Formen mit beliebig vielen Unbestimmten;
denn wenn man denselben fiir den Fall von m—1 Unbestimmten als er-
wiesen voraussetzt und beide Factoren des Products nach steigenden Po-
" tenzen der mten Unbestimmten # entwickelt denkt, so ist aus der Annahme,
dass in dem einen Factor nur die ersten % Coefficienten, in dem anderen
nur die ersten k Coefficienten durch einen irreductibeln Divisor theilbar seien,
unmittelbar zu erschliessen, dass in dem Product der beiden Factoren der
Coefficient von #*** den irreductibeln Divisor nicht enthalten kann, da ja
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dieser Coefficient — nur in Bezug auf die Theilbarkeit durch den Divisor be-
trachtet — sich auf das Product der beiden Coefficienten von #* in dem
einen, und von «* in dem anderen Factor, die beide als nicht theilbar an-
genommen worden, reducirt. — Bedeutet nun @ irgend eine Gattung, unter
welcher alle conjugirten algebraischen Formen z4u'a' 44" 2"+ -+ enthalten
sind, und D einen im Sinne dieser Guattung irreductibeln, aus einer Linear-
form gebildeten algebraischen Divisor von Nm(gz+ ¢’z +¢"2"+--+), d. h.
also einen Divisor desjenigen Theilers dieser Norm, welcher von den in
¢, ¢, ¢", ... enthaltenen Unbestimmten v, w, ... unabhiingig ist, so muss
nach jenem eben bewiesenen Satze einer der conjugirten des Ausdrucks
pxt¢'z'+¢"z"+--+ durch D theilbar sein, und es muss daher dieser Aus-
druck gz+¢'z'+¢"a" 4. selbst einen der conjugirten des Divisors D als
Theiler enthalten. Dividirt man demnach ¢z+¢'z'+¢" 2" +-.. durch den
" beziiglichen Divisor, so erhilt man als Quotienten wiedernm eine ganze
algebraische Form der Gattung &, und diese Divisionen sind so lange fort-
zusetzen, bis der Quotient eine primitive Form wird. Durch ein solches -
‘Verfahren erhiilt man also den Ausdruck ¢z +¢'z'+¢""2"+---, von welchem
ausgegangen wurde, als ein Product von irreductibeln, aus Linearformen
hervorgegangenen algebraischen Divisoren und einer primitiven Form der
Gattung & dargestellt, und es wird daher, wenn man das Product der irre-
ductibeln Divisoren nach der Multiplications-Regel (§ 16, IV) zu einem ein-
zigen, aus einer Linearform gebildeten, algebraischen Divisor der Gattung &,
mod[ug+u't' +u"g"+--], vereinigt:

(4) gz+g'a'+¢ "2+ = modup+u'y'+u"t"+--]. F 'y o0, w, 00
wo & eine primitive Form ist. Nur der zweite Factor rechts enthilt die
Unbestimmten o, w, ... und ist daher eine lineare homogene Function der
verschiedenen Producte von Potenzen derselben, welche mit ¢, ¢', ¢", ...
bezeichnet sind. Die Gleichung (A) reprisentirt daher lauter Gleichungen
(A 2® = mod[ug+u'y +u""+-]. O,y ...)  @=un2.,
in welchen §® ganze algebraische Formen der Gattung & mit den Unbe-
stimmten u, ', ... sind, oder lauter.Congruenzen
z® =0 (mod [ug—l—u’g' _{_.ﬁ"g" + ]) (*k=0,1,2,..),
Sind #, «", ... neue Unbestimmte, so besteht also die Congruenz

ct+u'a +u'z’+-=0 (mod[ug+u'y' +u"t"+--]),
Journal fir Mathematik Bd. XCIL. Heft 1. 8
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welche, verbunden mit der Gleichung (A4) zeigt, dass

' (z+uz'+u"2"+ ). Fu, oy .00, w,...)

durch pz+¢'z'+¢" 2"+---, also auch durch den mit mod[¢px+¢' z'+¢" "+ ]
zu bezeichnenden allgemeineren algebraischen Divisor theilbar ist, und da

& eine primitive Form ist, so folgt aus jenem in § 15, IX aufgestellten
ersten Fundamentaltheorem, dass in der That die Congruenz
z4+v o' +u"" 4. =0 (mod[cpw.—l—q)’w'—l—cp”m"—l---;])
und also die Aequivalenz v
mod[m+u'm’+u"m"—l—-~~] oo mod[(px-l—(p’m'—}-cp”w"-i—m]
besteht, welche den Inhalt des zu beweisenden zweiten Fundamentaltheo-
rems bildet. _

Da jeder algebraische Divisor, wie eben nachgewiesen worden, einem |
solchen iHquivalent ist, der aus einer Linearform entsteht, so braucht man
keine anderen als diese besonderen Divisoren anzuwenden. Der zweite
Fundamentalsatz zeigt, dass, wenn man sich auf das Gebiet dieser besonderen
Divisoren beschrinken will, man auch bei der Division innerhalb desselben
bleiben kann. Denn wenn ein Divisor mod [z + 'z +w" 5" +-.-] durch einen
anderen, mod[y+o'y'+o"y" 4], theilbar sein soll, so muss nach der Defi-
nition (§ 15, VI) der Quotient, abgesehen vom Nenner des ersten Moduls,
eine ganze algebraische Form sein, und der aus einer solchen gebildete
Divisor ist eben stets einem Linearform-Divisor dquivalent. Um aber diesen
entscheidenden Punkt noch genauer darzulegen, sei

Nm(y'l"’v'y'—l"v”y"'i—“‘) - Q.Fm(y+vly!+”lly”+...)..
Wenn nun der Modul mit den Elementen z durch den Modul mit den

Elementen y theilbar sein soll, so muss nach der Definition (§ 15, V und VI)

der Ausdruck

(B) SO Fu( oy oy

oder der damit iibereinstimmende Ausdruck
UL
(B). —é—(z +o0's' + 5" )- NI';(_"’J;’: ’f{_jf;:fi-k)
eine ganze algebraische Form sein. In dieser letzteren Gestalt (B') ist es
evident, dass der Ausdruck ganz in Bezug auf die Unbestimmten v, w ist.
Denkt man sich denselben nach den verschiedenen Producten von Potenzen
der Unbestimmten », w entwickelt und bezeichnet alle diese verschiedenen
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Producte der Einfachheit halber mit ¢, ¢', ¢", ..., so nimmt der Ausdruck
die Gestalt an

(p:E-I—(p'ﬂB’—I—(p”w"-*-'”,
und die Coefficienten der von einander linear unabhingigen Functionen ¢,
¢, ¢", ..., welche mit z, #, ", ... bezeichnet sind, miissen nach der

Voraussetzung ganze algebraische Grossen sein, Die Congruenz

©) 4wz +w'z"+.-=0 (mod [y +o'y' +o" y" +--1]),
welche die Voraussetzung der Theilbarkeit des ginén Divisors durch den
anderen enthiilt, hat also eine Gleichung
(©) (ypet+g¢'a’+9¢"a"+) . mod[y+o'y' +o"y"++] = s+w's' +w"s" +...
zur Folge, und aus dieser Gleichung soll nun die Aequivalenz (D)
mod [+ #' '+ u"z"+---] . mod [y +o'y'+ 0"y "+ Joomod [5 + w' 5+ w'" 5" ]

abgeleitet werden. Dass der Divisor auf der rechten Seite durch das Product
der beiden Divisoren links theilbar ist, folgt aus der ersten Grundeigenschaft
der Divisoren. Denn da jedes Element « durch mod [x+#'z'+u" 2" +-] theilbar
ist (vgl. § 16, I), so muss das Product auf der linken Seite der Gleichung (C)
und also auch z+w'z'+w"z"+ -+ durch das Product auf der linken Seite der
Aequivalenz (D) theilbar sein. Damit aber auch andererseits das Product
der beiden Divisoren auf der linken Seite der Aequivalenz (D) durch den
~ Divisor auf der rechten theilbar sei, ist nothwendig und hinreichend, dass

(4u'z' +u"z"+) (y+o'y' +o"y"+) . Fm(z+w's' +w"s"+--)
durch z4w's'+w"z"+---, oder also, mit Riicksicht auf die Gleichung
(C), durch .
(pe+o¢ @' +¢"@" +). mod [y +o'y' +0"y"+ -]
theilbar sei. Ks ist also nachzuweisen, dass der Ausdruck

ztu'a+u'a -

frm+¢'w'+gv"w"+-~~ ‘
ganz, d. h. eine ganze algebraische Form ist. Bezeichnet man diesen Aus-
druck mit & und setzt

Nm(s+-w's'+o"3" +-) _ R
Fm(z+w'z’+w"z"—}—"‘) ’

Fm(y+o'y'+o"y"+). Fm(s +w's'+w"s"+ )

8*
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so wird mit Hiilfe der Gleichung (C)
$R = G,

wo G die ganze algebraische Form .

(2a @' +a"a ) (g oy oy ) S )
bedeutet. Da nun nach dem obigen zweiten Fundamentalsatz die Congruenz

zt+uad+u'z"+.-=0 (mod[pz+¢ 'z +¢"z"+.-])
besteht, also &.Fm(pz+ ¢ 'z’ +¢"2"+--+) oder
. . —g—Fm((pm+(p'm'+(p'I$'l+"')

eine ganze algebraische Form ist, so folgt aus dem ersten Fundamentalsatz
(§ 15, IX), dass G selbst durch R theilbar sein muss, und dass daher & in
der That eine ganze algebraische Form ist. Hiermit ist also der Nachweis
gefiihrt, dass aus der Congruenz (C) die Aequivalenz (D) hervorgeht, dass
also, wenn ein algebraischer Divisor durch einen anderen theilbar ist, auch
der Quotient wieder als ein eben solcher, aus einer Linearform gebildeter
Divisor dargestellt werden kann. ' |

Nunmehr kann auch an Stelle der obigen Irreductibilitits-Definition
(I) die folgende gesetzt werden:

I'. Ein algebraischer Divisor ist irreductibel oder prim, wenn er nicht
einem Product algebraischer Divisoren der festgesetzten Gattung
dquivalent ist.

Ferner kann als ein Corollar des obigen zweiten Fundamentaltheorems der
Satz aufgestellt werden:
II'. Jedes Element eines beliebigen allgemeinen algebraischen Divisors
ist durch denselben theilbar,
durch welchen jene erste Grundeigenschaft der in § 14 eingefiihrten beson-
deren Divisoren auf die allgemeineren ausgedehnt wird.

§ 18.

Die Zerlegung der algebraischen Divisoren in irreductible Factoren.

Zur vollen Begriindung der in No.I des vorigen Paragraphen ge-
gebenen Irreductibilitits-Erkldrung fehlt noch der Nachweis, dass es stets
moglich ist, bei einem gegebenen algebraischen Divisor zu ermitteln, ob
derselbe die Bedingungen der Irreductibilitit erfiillt oder nicht. Es wird
nun zwar spiter in § 25 noch gezeigt werden, wie die irreductibeln Divisoren
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einer gegebenen algebraischen Grosse mit Hiilfe weiterer Entwickelungen
der Theorie direct aufzustellen sind, aber es erscheint doch angemessen,
darzulegen, wie diese nothwendige Ergéinzung der im vorigen Paragraphen
enthaltenen Grundlagen der Theorie auch gleich Anfangs, wenn auch in
einer weniger einfachen und eleganten Weise, erfolgen kann. Die Auf-
stellang der irreductibeln Divisoren braucht nur fiir die Haupt-Art, d. h. also
fir die Gattung zu erfolgen.

Um alle irreductibeln Divisoren einer gegebenen algebraischen Grisse
aufzufinden, braucht man offenbar nur diejenigen zu suchen, die in ihrer
Norm enthalten sind. Es geniigt daher zu zeigen, wie die sémmtlichen
irreductibeln Divisoren einer irreductibeln, ganzen rationalen Grisse des
Bereichs (R, R", R, ...) zu bestimmen sind*). Fiir den Fall f =1 ist dies
eine Primzahl p, und man hat alsdann zuvirderst alle ganzen algebraischen
Zahlen der Gattung aufzustellen, bei denen die Coefficienten der Elemente
des Fundamentalsystems nicht negativ und kleiner als p sind. Hierauf denke
man sich, wenn x alle jene algebraischen Zahlen reprisentirt, die simmt-
lichen Divisqren div[x+ up], und von denjenigen, die nicht fquivalent Eins
sind, alle grossten gemeinsamen Theiler gebildet. Die Reihe dieser Divi-
soren enthiilt dann alle, durch welche p theilbar ist, und wenn man aus
derselben diejenigen wegliisst, welche iquivalent Eins sind, sowie die-
jenigen, welche andere Divisoren der Reihe als Theiler enthalten, so bleiben
alle verschiedenen algebraischen Primdivisoren von p iibrig. Denn sie ge-
niigen den hierfir aufgestellten Kriterien, niimlich durch keinen anderen
Divisor — der ja ebenfalls ein Divisor von p sein miisste — theilbar und
nicht dquivalent Eins zu sein. — Fiir den Fall von Variabeln R erfolgt,
im Anschluss an das so eben fir R =1 auseinandergesetzte Verfahren, die
Bestimmung der irreductibeln Divisoren einer beliebigen irreductibeln, ganzen
rationalen Grosse des Bereichs ganz analog, wie in § 6 die Bestimmung
der Elemente eines Fundamentalsystems gegeben worden ist.

Dividirt man einen aus einer Linearform gebildeten algebraischen
Divisor der Gattung & durch einen der in ihm enthaltenen algebraischen
Divisoren, so ist der Quotient gemiiss den am Ende des vorigen Paragraphen

*) Es ist kaum nothig zu bemerken, dass der Ausdruck ,Irreduetibilitit“ sich bei
Lirreduectibeln, ganzen, rationalen Grossen des Bereichs (R', R", R, ...), wie schon in
§ 1 hervorgehoben worden, auf diesen Bereich selbst bezieht, dass also solche Grossen
keine ganzen rationalen, wohl aber algebraische Divisoren haben konnen.
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gegebenen Entwickelungen wieder ein solcher algebraischer Divisor; man
gelangt daher durch fortgesetzste Division zur vollstindigen Zerlegqung eines
algebraischen Divisors der Gattung & in seine irreductibeln Divisoren, und
diese ist auf Grund des Satzes § 16, V eine vollig bestimmte. Es ist also
im Besonderen auch jede irreductible ganze rationale Grosse des Bereichs
als ein Product irreductibler algebraischer Divisoren der Gattung @& dar-
stellbar, und zwar kommt darin dann und nur dann wenigstens einer der
Primdivisoren mehrfach vor, wenn jene ganze rationale Grosse ein Theiler
der Discriminante der Gattung ist (vgl. § 25). Die wverschiedenen irreduc-
tibeln algebraischen Divigoren einer und derselben irreductibeln ganzen ratio-
nalen Grosse des Bereichs sollen ,verbundeme algebraische Divisoren® oder
»Factoren® (divisores conjuncti)®) genannt werden, wiihrend nach der bereits
oben (S. 50) getroffenen Festsetzung zwei algebraische Divisoren ,conjugirte®
(divisores conjugati) heissen, wenn die Elemente des einen die (im gewdhn-
lichen Sinne) conjugirten des anderen sind. Das Product der verschiedenen,
verbundenen Divisoren eines irreductibeln, ganzen rationalen Factors P der
Discriminante der Gattung hat — da ein solcher Factor P, wie eben erwiihnt,
mindestens einen der verbundenen Divisoren mehrfach enthilt — die Eigen-
schaft, dass es, zu einer gewissen Potenz erhoben, durch jene ganze ratio-
nale Grosse des Bereichs, welche mit P bezeichnet ist, theilbar wird. —
Die Norm eines irreductibeln algebraischen Divisors ist der Potenz einer
irreductibeln ganzen (rationalen) Grosse des Bereichs (R', R",R",...) #qui-
valent; der Exponent dieser Potenz soll die ,,Ordrung* des irreductibeln
Divisors bezeichnen. Fiir eine Gattung mter Ordnung ist daher die Summe
“der Ordnungen simmtlicher verbundener irreductibler Divisoren einer irre-
ductibeln ganzen rationalen Grosse gleich », wenn diese nicht Theiler der
Discriminante ist und also keinen der verbundenen algebraischen Divisoren
mehrfach enthilt.

*) Da der Ausdruck ,conjugirt® bereits seine bestimmte Bedeutung hat, musste
fiur den neu auftretenden Begriff eine davon verschiedene Bezeichnung gewiihlt werden,
und ich habe dafir in dem n#chstverwandten und auch von Gauss bei den Grossen
a - bi angewendeten Ausdruck ,numeri conjuncti“ eine geeignete Bezeichnung zu finden
geglaubt. Dass bei diesen Grossen, wie auch bei den aus Wurzeln der Einheit ge-
bildeten Zahlen, im Lateinischen der Ausdruck ,numeri conjuneti“, im Deutschen und
Franzosischen das Wort ,conjugirt“ gebraucht wird, koonte keinen Gegengrund fiir
jene Einfihrung bilden, weil in diesen Fillen — wie tiberhaupt in allen Fillen, wo
die Gattung keine conjugirten hat und also eine Galoissche Gattung ist, — die beiden
unterschiedenen Begriffe selbst sich decken.
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Im Falle | =1 ldsst sich fiir jeden algebraischen Divisor der
Gattung & und der Art & ein System solcher Zahlen aufstellen, die ein
vollstindiges Restsystem bilden. Die Anzahl der verschiedenen Zahlen
dieses Systems ist der Norm des Divisors gleich oder Hquivalent. Dies
folgt, wenn es keine zu & conjugirten Gattungen giebt, d. h. wenn & -eine
Galoissche Gattung ist, unmittelbar daraus, dass erstens die Anzahl der
Elemente eines Restsystems fiir ein Product von Divisoren stets gleich dem
Producte der Zahlen ist, welche die Anzahl der Elemente fiir die einzelnen
Divisoren bezeichnen, dass zweitens die Anzahl der Elemente fiir conjugirte
~ Divisoren dieselbe ist, und dass drittens die Anzahl der Elemente eines Rest-
- systems fiir einen Divisor m, wenn m eine gewohnliche Zahl bedeutet, offen-
bar gleich m" ist, da das Restsystem alsdann aus allen denjenigen Zahlen
besteht, welche man erhiilt, wenn man den » Coefficienten der Elemente
eines Fundamentalsystems alle modulo m incongruenten Werthe beilegt.
Der allgemeine Satz iiber die Anzahl der Elemente eines Restsystems fiir
eine beliebige Gattung lisst sich aus dem fiir eine Galoissche Gattung her-
leiten; er kann aber auch direct auf die besondere Art und Weise gegriindet
werden, wie sich fiir die Primdivisoren die Restsysteme aufstellen lassen.
Mittels eben jenes Verfabrens, welches zur Aufstellung eines Fundamental-
systems einer Art und Gattung fiihrt, ldsst sich nidmlich das Restsystem fiir
einen Primdivisor hter Ordnung, dessen Norm p" ist, so aufstellen, dass alle
Zahlen nur lineare Functionen von % Elementen des Fundamentalsystems
sind, und hieraus folgt dann, dass die Anzahl dieser in Bezug auf den Prim-
divisor incongruenten Zahlen genau p* ist.

§ 19.

Die ganzen algebraischen Zahlen und ihre Divisoren. Das Kummersche Princip der Aequivalenz.

Die in § 14 eingefiihrten, aus Linearformen gebildeten algebraischen
Divisoren, deren Eigenschaften in den darauf folgenden Paragraphen ent-
wickelt worden sind, geniigen fiir den einfachsten Fall =1 vollkommen,
um die Theorie der aus dem Rationalitits-Bereich hervorgehenden algebrai-
- schen Grossen, d. h. also die Theorie der algebraischen Zahlen zu erledigen.
‘Man braucht nur noch jene Aequivalenz-Bestimmung, welche Herr Kummer
fiir seine idealen Divisoren aufgestellt hat, auf diese wirklichen algebraischen
Divisoren zu iibertragen, um auch die Theorie der einzelnen besonderen
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mArten* (Species) von algebraischen Zahlen zu vervollstindigen. Da jedoch
fiir die algebraischen Divisoren schon oben (§ 15, VIII) eine Aequivalenz-
Bestimmung gegeben worden ist, so erscheint es nothwendig bei der An-
wendung des

,Kummerschen Princips der Aequivalens®

die neue ,weitere Aequivalenz*, welche durch die besondere ,Art“ der be-
handelten algebraischen Zahlen bedingt wird, mittels der Zusatzbestimmung
nrelativ von jener emgeren ,absoluten“ Aequivalenz zu unterscheiden.
Wenn zwei Divisoren ¢ und v die Eigenschaft haben, dass beide,
mit einem und demselben Divisor y multiplicirt, einem Divisor der Haupt-
classe absolut dquivalent sind, so begriindet dies eine speciell auf die ,,Art* -
beziigliche ,relative Aequivalenz® der Divisoren ¢ und yw. An die Stelle
der angegebenen Bedingung fiir die relative Aequivalenz kann auch die
gesetzt werden, dass zwei Divisoren der Hauptclasse, also zwei algebraische
Grossen m, 0 existiren, welche zur festgesetzten Art gehoren und fiir welche

die Divisorenproducte ¢ und ny absolut dquivalent sind, so dass sich der

Quotient relativ iquivalenter Divisoren % durch den Quotienten ganzer al-

gebraischer Grossen —%, multiplicirt mit einem Quotienten primitiver Formen,

darstellen lsisst. Relativ dquivalente Divisoren sind also solche, die sich
im Sinne der absoluten Aequivalenz nur durch Factoren von einander unter-
scheiden, welche ganze algebraische Grossen der festgesetzten Art sind, und
es sind also absolut liquivalente Divisoren a fortiori relativ #quivalent.
Die Gesammtheit der einander relativ Hquivalenten Divisoren ganzer
algebraischer Grossen einer Art constituirt eine ,Classe“. Fiir den hier
behandelten Fall der algebraischen Zahlen (R =1) folgt nun unmittelbar
nach der in § 6 meiner Doctordissertation angewendeten Methode (vgl. das
Citat in § 14), dass die Anzahl der Clasgen endlich ist. Diese Methode
beruht einzig und allein auf der Kenntniss der Anzahl der Elemente eines
vollstindigen Restsystems fiir einen complexen Modul, ob dieser nun —
wie eben in meiner Dissertation — eine wirkliche gebrochene complexe
Zahl, ob er ein Modulsymbol und zwar nach der Kummerschen Theorie
eine ,ideale Zahl“ oder nach der Dedekindschen ein ,Ideal” sei. Die allge- -
meine Anwendbarkeit jener Methode ist an sich einleuchtend; sie bildete den
Ausgangspunkt meiner Untersuchungen iiber die allgemeineren complexen
Zahlen, und ich hatte Dirichlet schon vor meiner Dissertation eine Arbeit
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iibergeben, in welcher nach jener Methode die Endlichkeit der Anzahl der
Multiplicatoren fiir die Darstellung von Zahlen als Normen ganzer com-
plexer Zahlen bewiesen war, allerdings nur fiir solche complexe Zahlen,
die als ganze ganzzahlige Functionen einer ganzen algebraischen Zahl de-
finirt sind.

Bedeutet N die der Norm irgend eines Divisors ¢ (absolut) #quivalente
ganze Zahl, bestimmt man ferner eine ganze Zahl k gemiiss der Bedingung
b < N<<(k+1),
wo n, wie immer, die Ordnung der Gattung ist, und denkt man sich alle
ganzen algebraischen Zahlen der Haupt-Art oder der Gattung gebildet, in
denen die Coefficienten der » Elemente eines Fundamentalsystems nur die
Werthe 0, 1, 2, ... & haben, so miissen mindestens zwei darunter sein, welche
fiir den Modul ¢ einander congruent sind, da das gesammte Restsystem nur
N, also weniger als (k4 1)* Zahlen enthiilt. Es giebt daher ganze alge-
braische, durch den Divisor ¢ theilbare Zahlen der Haupt-Art, deren Coef-
ficienten simmtlich ihrem absoluten Werthe nach kleiner als % sind. Die
Norm einer solchen Zahl ist kleiner als M.N, wenn M so beschaffen ist, dass
die Normen aller algebraischen Zahlen, bei denen die Coefficienten der Ele-
mente echte Briiche sind, die Zahl M nicht iibersteigen. Hieraus folgt, dass
die Anzahl der Divisoren-Classen endlich ist, und daraus wiederum, dass jeder
Divisor zu einer gewissen Potenz erhoben, deren Exponent ein Theiler der
Classenanzahl ist, ein Divisor der Hauptclasse wird. Diese Divisoren sind
ganzen algebraischen Zahlen der Gattung & absolut dquivalent; man kann
also jeden Divisor durch eine Wurzel aus einer ganzen algebraischen Zahl der
Gattung & darstellen, und es geniigt schon eine endliche Anzahl von solchen
ganzen algebraischen Zahlen hoherer Gattung, um jeden algebraischen
Divisor der Gattung & durch ein Product einer dieser Zahlen und einer
gebrochenen algebraischen Zahl der Gattung @ auszudriicken. Sollen aber
nur ganze algebraische Zahlen zur Darstellung der algebraischen Divi-
soren einer Gattung & verwendet werden, so kann dies freilich auf un-
endlich vielfache Weise geschehen, doch lisst die beziigliche Frage eine
nihere Priicisirung zu. Zuvorderst sei bemerkt, dass das Hinzunehmen
ganzer algebraischer Zahlen anderer Gattungen zum Zwecke der Dar-
stellung der Divisoren von & nur in einer besonderen Weise, ndmlich
multiplicatoriseh, zu erfolgen hat. Dieses Hinzunehmen ist also eine gewisse
beschrinkte Weise des ,,Adjungirens* und moge demgemiiss, im Anschluss
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an Eisenstein™), als ein ,Associiren” bezeichnet werden. Da alle nur durch
Einheiten von einander verschiedenen ganzen algebraischen Zahlen, als Divi-
soren, einander ,absolut #quivalent* sind, so kann jede associirte Zahl durch
eine ihr absolut dquivalente ersetzt werden. Ferner sind bei Uebertragung
der oben eingefiihrten Begriffshestimmung zwei associirte Zahlen als relativ
dquivalent zu bezeichnen, sobald sie sich nur durch Factoren von einander
unterscheiden, welche Zahlen der Gattung & sind. Wenn sich nun zunsichst
als zu associirende Zahlen gewisse Wurzeln aus ganzen algebraischen Zahlen
der Gattung & darbieten, so ist doch dabei zu beachten, dass diese — wenn
alle Divisoren damit dargestellt werden sollen — nicht in einer Gattung zu-
sammengefasst werden konnen. Es tritt daher die Frage auf, ob es dennoch
eine bestimmte Gattung I" giebt, welche zur Darstellung aller Divisoren ge-
niigt. Ist dies der Fall, so miissen sich alle jene Wurzeln aus unendlich vielen
ganzen algebraischen Zahlen der Gattung & durch Zahlen der Gattung I,
multiplicirt mit Einheiten, darstellen lassen; diese Gattung I" muss also, in
naturgemdsser Weise der Gattung & associirt, den vollstindigsten Aufschluss
iiber alle Theilbarkeits-Fragen derselben geben. Aber nicht um das fiir
die Behandlung der complexen Zahlen geeignetste Mittel zu erlangen™*) —
denn ich habe die in § 14 eingefiihrte Darstellung der Divisoren, welche
einer anderen Art von Association ihre Entstehung verdankt, von Anfang
an als ein durchaus naturgemiisses, #usserst werthvolles Mittel angesehen
— sondern weil es mir von vorn herein als ein erstrebenswerthes hiochstes
Ziel der Theorie der algebraischen Zahlen erschien, habe ich mich bemiiht,
die Frage der zu associirenden Gattungen zu ergriinden. Auf die Wichtig-
keit dieser Frage bin ich schon bei meiner ersten Beschiiftigung mit den
singuléiren Moduln der elliptischen Functionen aufmerksam geworden, und
dieselbe fand sich alsdann bei der Erledigung der analogen Frage fiir alge-
braische Functionen einer Variabeln durch die Weierstrasssche transcendente
Darstellung der Primfunctionen bestiitigt. Die Auffindung aller derjenigen
Resultate in der Theorie der allgemeinen complexen Zahlen, welche in der
Theorie der aus quadratischen Gleichungen entstehenden Zahlen oder also

*) Vergl. Crelles Journal Bd. 28 8. 318. Der Association der Formen, im Sinne
Eisensteins, entspricht, nach der hier eingefiihrten Terminologie, in der Theorie einer
bestimmten Species algebraischer Zahlen genau die Association algebraischer Divisoren.

#*) Vergl. Herrn Dedekinds Aufsatz ,Sur la théorie des nombres entiers algé-
briques  im Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques, 2me série, t. 1, 1
p- 83. S.50 der Separatausgabe.
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in der Theorie der binéiren quadratischen Formen ihr vollkommenes Analogon
haben, bot — sobald einmal die unzerlegbaren Divisoren in geniigender
Weise begrifflich fixirt und definirt waren — keinerlei Schwierigkeiten dar,
da die von Gauss aufgestellten Principien mit Benutzung der Dirichletschen
Methoden dazu vollstindig ausreichten, und ich habe schon im Jahre 1858
in einer Arbeit iiber die allgemeinen complexen Zahlen eben jene Resultate
entwickelt*). Nur fiir die Frage der Association der Gattungen gab es in
fritheren Untersuchungen nichts Analoges; es war ein ganz neues, iiber-
raschendes und interessantes Phiinomen, als mir bei der Beschiftigung mit
der complexen Multiplication der elliptischen Functionen (im Winter 1856)
Gattungen algebraischer Zahlen vor die Augen traten, welche in der ange-
gebenen Weise mit den Gattungen von Quadratwurzeln negativer ganzer
Zahlen associirt sind. Eine solche der Gattung V—n associirte Gattung
I liefert, wie ich schon in einer im Monatsbericht vom October 1857 ab-
gedruckten Mittheilung hervorgehoben habe, die simmtlichen, nach der

Kummerschen Bezeichnung, idealen Divisoren der Gattung V —n; ihre Ord-

nung ist gleich der Classenanzahl fiir die Gattung ¥ —», und es haben tiber-
haupt alle tieferen, auf die Composition und Classeneintheilung beziiglichen

Eigenschaften der Gattung ¥ —n in den elementaren Eigenschaften der asso-
ciirten Gattung I, so zu sagen, ihr Abbild. Durch dieses Beispiel belehrt,
glaubte ich meine Arbeiten iiber die complexen Zahlen nicht eher veriffent-
lichen zu sollen, als bis ich denselben durch Erledigung jener Frage den
eigentlichen Abschluss zu geben vermochte, und ich habe eben darum auch
die im Kummerschen Citat erwihnte Publication damals zuriickgehalten.
Aber ich habe mich nunmehr auf Grund anderweitiger Erwigungen (vergl.
die Einleitung) um so eher dazu entschlossen, meine Methode der Behandlung
der algebraischen Grossen und Zahlen hier zu entwickeln, als ich neuer-
dings, d. h. im Anfang des vorigen Jahres, zur aprioristischen Erkenntniss,

#) Auf die erwihnte Arbeit bezieht sich die Stelle in der Kummerschen Abhandlung
tiber die allgemeinen Reciprocititsgesetze: ,,Ich kann in Betreff dieser, so wie iiberhaupt
der allgemeinen Sitze, welche allen Theorieen complexer Zahlen gemein sind, auch auf
eine Arbeit von Herrn Kronecker verweisen, welche ndchstens erscheinen wird, in welcher
die Theorie der allgemeinsten complexen Zahlen, in ihrer Verbindung mit der Theorie der
zerlegbaren Formen aller Grade, vollstindig und in grossartiger Einfach.heit entwickel!
ist“.  (Abhandlungen der Konigl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin 1859 8. 57).
Ich hatte dieselbe Arbeit schon im Sommer 1858 Dirichlet, bei einer zu diesem Zwecke
verabredeten Zusammenkunft in Ilsenburg, vorgelegt und deren Resultate nidher erliutert.

9*
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néimlich zu einer von der analytischen Entstehung unabhiingigen Auffassung

der Natur jener den Gattungen ¥ —n associirten Giattungen gelangt bin und
damit Gesichtspunkte fiir das Studium der allgemeinen Frage dieser Art
der Association gewonnen habe.

Das Kummersche Princip der Aequivalenz oder Classeneintheilung
fiir die idealen Zahlen, welches im Anfange dieses Paragraphen erwihnt
worden, ist fiir die Theorie der algebraischen Zahlen und in seiner weiteren
Ausbildung auch fiir die allgemeine arithmetische Theorie der algebraischen
Grossen von fundamentaler Bedeutung. Freilich lag es schon als Grund-
gedanke in der Gaussschen Theorie der Composition der quadratischen
Formen verborgen; aber eben diesen Gedankenkern aus der formalen Um-
hiillung, mit welcher ihn Gauss umgeben hatte, herausgelost und den etwas
umstindlichen Apparat mittels einer neuen Begriffsbestimmung entbehrlich
gemacht zu haben, ist, was Kummers Einfihrung der idealen Zahlen den
grossen und dauernden Werth verleiht. Die Kummersche, dem urspriing-
lichen abstracten Begriffe idealer Theiler adiquate Awusdrucksweise passt
freilich nicht fiir jene wirklichen Divisoren, sei es, dass sie in der Form
von Briichen, sei es, dass sie als associirte ganze Zahlen, sei es, dass sie,
wie in § 22, als associirte Formen erscheinen, aber die Idee des Idealen
bleibt in der Anwendung des Kummerschen Aequivalens-Princips fiiv die —
wie immer — definirten Divisoren erhalten. Dieses Princip der Aequiva-
lenz oder der Classeneintheilung bildet den ganzen eigentlichen und neuen
Inhalt der Theorie der idealen Zahlen. Als Divisoren hatte ich schon
vorher in meiner Doctordissertation, sowie in allgemeineren oben erwiihn-
ten Untersuchungen, ideale Zahlen in der Form als wirkliche gebrochene
Zahlen angewendet, und zwar, wie schon oben erwihnt, genau so, wie sie
bei der Kummerschen Definition gebraucht werden*); aber die Idee, derartige

#) Vgl. die Kummersche Abhandlung im 35. Bande des Crelleschen Journals S. 342.
Die Theilbarkeit einer complexen Zahl f(«) durch einen Primfactor von ¢ ist daselbst
mit Hiilfe einer complexen Zahl v(%), deren Norm die Primzahl ¢ nur in der ersten
Potenz als Factor enthilt, durch die Congruenz
: Ny(n)

f(@W(n) =0 (mod.q), wo W(n) = A

definirt. Als Divisor ist der so definirte ideale Primfactor von ¢ nichts Anderes als
P
&

ist,

der Bruch —q—fq(n—), und dieser geht in den Bruch

Doctordissertation als Modul eingefiihrt ist, wenn p an die Stelle von ¢ gesetzt und
die Periode mit & statt mit %, bezeichnet wird.

tiber, welcher in § 6 meiner
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Divisoren nun auch selbstéindig zu betrachten und eine Begriffshestimmung
der Aequivalenz daran zu kniipfen, lag von der Auffassung der Divisoren
als solcher weit ab. Ich meinerseits habe bei meinen Arbeiten iiber com-
plexe Zahlen in den Jahren 1843 bis 1846 zu einer solchen Erkenntniss
nicht durchzudringen vermocht. Als ich dann spiter in den Jahren 1856
und 1857 durch das Studium der complexen Multiplication der elliptischen
Functionen veranlasst wurde, auf meine friiheren Untersuchungen iiber com-
plexe aus Wurzeln beliebiger ganzzahliger Gleichungen F(z)= 0 gebildete
Zahlen zurtickzukommen, konnte ich mich auf das bereits seit einem Jahr-
zehnt bekannte Kummersche Princip stiitzen und bediente mich bei dessen
Anwendung zuerst jenes in § 25 fiir allgemeine algebraische Grossen dar-
gelegten Mittels der Zerlegung der Congruens F(x) = 0 fiir die verschiedenen
Primzahlmoduln zur Erkléirung der Theilbarkeit durch einen idealen Prim-
factor oder Divisor. Die Darstellung der Divisoren mit Hiilfe von Linear-
formen benutzte ich nur zum Uebergang von den ,idealen* Zahlen zu den
zerlegbaren Formen. Die Schwierigkeit, welche die ausserwesentlichen
Primfactoren der Discriminante — die ich wegen dieses unregelmissigen
Verhaltens damals als ,,irreguliir® bezeichnete — bei der Zerlegung der
Congruenz F(x)= 0 darboten, suchte ich Anfangs dadurch zu beseitigen,
dass ich andere Gleichungen derselben Gattung zu Grunde legte. Bald
aber nahm ich zu jenem ,methodischen Hiilfsmittel der unbestimmten Coef-
ficienten“ meine Zuflucht und legte, um jegliche Zufilligkeit der besonderen
Wahl einer Gleichung auszuschliessen, eine ,Jundamentalgleichung® (vgl.
§ 25), d. h. eine solche Gleichung zu Grunde, deren » Wurzeln lineare
Functionen unbestimmter Grossen u,, ,, ... %, sind, und welche alle ganz-
zahligen Gleichungen der Gattung repriisentirt, sobald man sich fiir
w, ... u, alle moglichen ganzen Zahlen gesetzt denkt.

So bildete die Aufstellung der ,Fundamentalgleichungen den ur-
spriinglichen Zweck einer Untersuchung, welche in ihrem Verlauf den rich-
tigen Ausgangspunkt der Theorie, die wahre allgemeine Form der com-
plexen Zahlen zeigte und zugleich auf die Methode fithrte, durch Associa-
tion von linearen Formen und Divisoren die Ziele der Theorie ,vollstindig"
und ,auf die einfachste Weise“ zu erreichen (vgl. § 22).

Zur Begriindung der Definition der relativen Aequivalenz gehdrt noch
die Angabe eines Verfahrens, mittels dessen entschieden werden kann, ob
zwei gegebene Divisoren dquivalent sind oder nicht. Die Frage der rela-
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tiven Aequivalenz ist aber unmittelbar auf die Frage zurtickzufiihren, ob
eine gegebene Zahl sich als Norm einer complexen Zahl darstellen liisst,
und diese ist nach Ermittelung der Einheiten durch Discussion einer end-
lichen Anzahl von Normen complexer Zahlen zu erledigen.

§ 20.

Einfihrung von Divisoren-Systemen verschiedener Stufen.

Die in § 14 bis § 17 enthaltenen Entwickelungen zeigen, dass auch
fiir Gattungs-Bereiche (R', R”, R, ...), d. h. auch wenn zwischen den Grossen
R algebraische Beziehungen statthaben, der grisste gemeinschaftliche Theiler
je zweier ganzen rationalen Grossen des Bereichs, also jeder nothwendige
Divisor — ohne irgend welche Verallgemeinerung des Begriffes der Division
und ohne irgend welche Uebertragung seiner eigentlichen Bedeutung — in
Wirklichkeit dargestellt werden kann. Der Uebergang aus der Sphire der
ganzen rationalen Zahlen oder der ganzen rationalen Functionen von Varia-
beln in die Sphére der ganzen algebraischen Grossen einer Gattung macht
eben keine Erweiterung des Begriffes der Division erforderlich. Wohl aber
zeigt sich eine solche Erweiterung als geboten, sobald man von den Be-
reichen, in denen keine Variable &t vorhanden ist, zu solchen mit Variabeln
R, oder, falls von den Zahlen abgesehen wird, von Bereichen, wo nur eine
Variable R vorhanden ist, zu solchen mit zwei oder mehr Variabeln R
iibergeht, wihrend auch hier wieder der Schritt von den rationalen zu den
algebraischen Grossen keinerlei neue Einfiihrung nothwendig macht. Diese
Erhaltung der Begriffsbestimmungen beim Uebergang vom Rationalen zum Alge-
braischen war die Forderung, welche mir von vorn herein als leitendes
Princip bei der Behandlung der algebraischen Grossen gedient hat.

Ganze rationale Functionen mehrerer Variabeln kénnen, wenn sie zu
Systemen von zwei oder mehreren Functionen zusammengefasst werden,
zwar auch noch einen allen gemeinsamen Theiler haben, aber sie konnen
iiberdies ,,Gemeinsames“ haben, welches sich, wenn séimmtliche Functionen
gleich Null gesetzt werden, als ein Gebilde von gewisser Ausdehnung oder
als eine Zusammenfassung, ein ,Complex mehrerer algebraischer Gebilde
verschiedener Ausdehnung charakterisiren lisst. Dieses ,,Gemeinsame‘* kann
mit Hiilfe der allgemeinen Eliminations-Theorie auch als eine Eigenschaft
der Functionen selbst definirt werden, d. h. ohne die Werthsysteme der
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Variabeln, wofiir die Functionen gleichzeitig verschwinden, und die sich daran
Knlipfende Anschauungsweise zu benutzen, ohne also denjenigen ,arithme-
tischen® Boden zu verlassen, der fiir alle Rationalitits-Bereiche (%', R", R, ...),
wenn die Grossen R', R”, R, ... nicht als veriinderliche sondern als unbe-
stimmte und in ihrer Unbestimmtheit zu erhaltende Grissen aufgefasst werden,
derselbe ist, wie fiir den der gewdhnlichen rationalen Zahlen. Das Studium
des einer beliebigen Anzahl von ganzen Functionen mehrerer Variabeln
,Cremeinsamen war es, wodurch ich im Jahre 1865 zu einer erneuten Be-
handlung der Eliminations-Theorie gefiihrt worden bin, und es hat sich
dabei jene ,Interpolationsformel fiir ganze Functionen mehrerer Variabeln*)*
ergeben, welche die Bedeutung dessen, was als einer Anzahl von Functionen
gemeinsam zu betrachten ist, in klares Licht treten liess. Die Lagrangesche
Interpolationsformel war bis dahin nur in der, so zu sagen, trivialen Weise
verallgemeinert worden, dass eine ganze Function von mehrerer Variabeln
@y, T, ... x, aufgestellt wurde, welche vorgeschriebene Werthe annimmt,
wenn der Variabeln «, einer der », Werthe beigelegt wird, fiir welche
F,(z,) = 0 wird, der Variabeln «, einer der », Werthe, fiir welche F,(x,) =0
wird, u. s. f. Aber bei dieser Weise der Verallgemeinerung zeigte sich
weder irgend welche Schwierigkeit noch auch irgend welche Besonderheit;
erst beim Wegfall der Beschrinkung, die darin liegt, dass jede der Func-
tlonen F nur eine der Variabeln enthilt, gewann die Frage an Interesse
und die Losung an Bedeutung. Soll nimlich eine ganze Function von

Xy, T, ... @, gebildet werden, welche fiir die m durch die » Gleichungen
Fi(z,@yy...x,) = 0 G=1,2, ... %)

definirten Werthsysteme
T =8, T=6&, ... T=E5 (k=1,2, ... m)
m vorgeschriebene Werthe annimmt, so bedarf man dazn — genau wie im

Falle, wo = =1 ist — nur der Losung der Aufgabe unter der speciellen

Voraussetzung, dass m—1 der vorgeschriebenen Werthe Null sind. Eine

ganze Function von x,, x,, ... x,, welche fiir die m —1 Werthsysteme
& = §1k, &y = fzk, e o0 &L,= Sy *k=2,3,..m)

verschwindet, repréisentirt aber offenbar eine Verallgemeinerung des im Falle
n=1 aus der Division von F,(x,) durch z,—§& hervorgehenden Resultats;

*) Vgl. meine Mittheilung im Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften vom
December 1865.
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mit der Herstellung einer solchen Function war daher diejenige Erweite-
rung des Begriffes der Division gegeben, welche beim Uebergang von ganzen
Functionen einer Variabeln zu Functionen mehrerer Variabeln erfordert wird.
Denkt man sich die Functionen F,; als ganze homogene lineare Functionen
von @,—§&;, Tr—&y, ... dargestellt, so dass

F;, = (z— §1k) Fl(ik)+ (@— Sn) FQ(ZZ‘)_|_ vt (w,— §nk) Fn(ik)

wird, so sind FP, F{P, ... ganze Functionen von z,, x,, ... z, und &,
Ss « -+ & Die Determinante

lF’fil)k (hyi=1,2, ... 1)
ist dann eine ganze Function von «,, «,, ... z, und &,, &,, ... §,., welche
fiir die m —1 Werthsysteme

wl=§lk3 x2=§2k’ e =6, k=2, 3, ... m)

verschwindet und daher unmittelbar zur Herstellung einer allgemeinen Inter-
polationsformel verwendet werden kann. Eben diese Determinante hat nun
offenbar die Eigenschaft, dass sie, mit einem der Ausdriicke x;— &, multi-

plicirt, eine homogene lineare Function von F,, F,, ... F, ergiebt; an Stelle
der Theilbarkeit durch eine ganze Function F(z) — im Falle einer Va-
riabeln —- tritt also fiir den Fall von mehreren Variabeln die Darstellbarkeit

als homogene lineare Function vorn mehreren ganzen Functionen F(x,, z,,...x,).
Bei der Analogie mit der einfachen Division erscheint es wohl gerechtfertigt,
zur Abkiirzung der Ausdrucksweise, wie ich es in meinen Universitiits-
Vorlesungen ofters gethan habe, das System der Elemente F,, F,, ... F, in
Bezug auf die daraus gebildeten homogenen linearen Functionen als ein

Divisoren-System oder Modulsystem n'er Stufe (F,, F,,... F,)
zu bezeichnen und der Congruenz
Gz, @, 2) =0 (modd.F,F,...F)
die Bedeutung beizulegen, dass die ganze Function G (z,, ,,...x,) sich als
ganze homogene lineare Function von Fy, F,, ... F, darstellen lisst, in
welcher die Coefficienten ebenfalls ganze Functionen von z,, x,, ... «, sind.
Jene Congruenz bezeichnet also das Bestehen einer Gleichung

h=n
Gz, ... x,) = hgl Py(z,, @y, ... x,) F,(x,, Tyy ee Ty

in welcher P,, P,, ... P, ganze Functionen der » Variabeln x bedeuten.
Zwei Modulsysteme sind als ,jiquivalent zu betrachten, wenn jede Function
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des einen mit Beziehung auf das andere congruent Null ist. Die Aequivalenz
(F, Fy,...F,) 00 (P4, Dy, ... D,)

ist demnach durch das System von Congruenzen

F,=0 (modd. b,, P,,...b,), #,=0 (modd.F,, F,,...F,) o=12..m
definirt. Wird die Voraussetzung festgehalten, welche meinen Entwickelungen
in der erwihnten Mittheilung vom Deec. 1865 zu Grunde liegt, nimlich dass
die Discriminante des Gleichungssystems F; =0, F,=0, ... F,= 0 von Null
verschieden ist, so ist nicht bloss das System der Gleichungen

G(glk, §2k, XX} §nk) = O (k=1,2,...m)
eine Folge der Congruenz

G(xy, @2y ... v,) =0 (modd.F,, F,, ... F,),

sondern es geht auch umgekehrt diese Congruenz aus jenem System von
Gleichungen hervor. Dies beruht darauf, dass sich die Resultante von n+1
ganzen Functionen von n Variabeln als ganze homogene lineare Function
der n+ 1 Functionen darstellen ldsst. Denkt man sich nimlich die n4-1
Functionen F,, F, ... F, als vollstindige ganze Functionen von z,, «,, ... z,,
d. h. als vollstindige Ausdriicke der Dimensionen »,, »,, ... #, mit unbe-
stimmten Coefficienten ¢®, ¢®, ... ¢™, so ist die Resultante eine ganze
ganzzahlige Function aller dieser Coefficienten ¢, welche verschwindet, so-
bald die Coefficienten ¢ irgend welche Werthe erhalten, wofiir die n+1
Functionen F gleichzeitig Null werden konnen. FErsetzt man nun in der
Resultante die Coefficienten cf) , welche die von =,, x,, ... x, unabhin-
gigen Glieder der Functionen F, bilden, durch die Differenzen c§) — F,,
so werden die #» Gleichungen F =0 identisch erfiillt, und es ist daher auch
die Resultante identisch gleich Null. Entwickelt man dieselbe nunmehr nach
F,, F,, ... F,, so gelangt man zu dem oben bezeichneten Satze, dass sich
die Resultante ganzer Functionen als homogene lineare Function derselben
darstellen lisst, und zwar so, dass die Coefficienten ganze Functionen von
Ty, Ty ... x, 8ind. Setzt man Fy=z—(w,z,+ux,++u,x,), 80 wird
die Resultante eine ganze Function von . Wenn diese mit F(x) bezeichnet
wird, so ist also

F(u1$l+u2w2+”'+u,,$”)50 (mOdd.Fl,F2,... F“),
und die Gleichung

Flu,z,‘+u,xy+++-4u,z,) = 0
Journal fiir Mathematik Bd. XCII. Heft 1. 10
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stellt die Resolvente des Gleichungssystems
F,=0, F,=0, ... F,=0
dar. Wenn man die Resultante der allgemeinen n+1 Functionen F,, F,, ... F,,
nachdem darin wie oben die Coefficienten ¢§) . durch die Differenzen
). — F, ersetzt worden, nach einem beliebigen Coefficienten ¢?, ., , welcher
mit ¥ al...x," multiplicirt ist, differentiirt, so erhdilt man eine identische
Gleichung
—R'zhah...o"+R = 0,
in welcher R’ die partielle Ableitung der Resultante nach ¢ und R die
partielle Ableitung nach ¢{?, ., bedeutet. Dabei sind aber immer noch in
R und R an Stelle der Coefficienten ¢, , und zwar fiir alle » Werthe
k=1,2,...n, die Differenzen ¢} —F, zu denken. Liisst man nunmehr
diese Differenzen wieder in die Coefficienten ¢ . selbst iibergehen, so geht
jene Gleichung offenbar in eine Congruenz fiir das Modulsystem (F,, F,, ... F,)
iiber, und fiir den obigen Fall F, = = — (u,&,+ w22+ -+ u, x,) resultirt daher
eine Congruenz
Paiap...cp=Q (modd.F, F,...F,),
in welcher P und Q ganze Functionen von u,z, 4w,z -+-.-+wu,z, bedeuten.
Wenn endlich P;(x) so bestimmt wird, dass fiir jedle Wurzel der Gleichung
F(x)=0
P(@)P(z) = 1
wird, so ist
P(z)Py(x)=1 (modd. F,, F,,... F,),
also .
ahal.. .z = P,(z)Q(z) (modd.F,,F,,...F,),

und es geht hieraus hervor, dass jede ganze Function vor z,, x,, ... x, fir
das Modulsystem (F,, F,, ... F,) einer ganzen Function der einen linearen Ver-
bindung u,x,+w, 2+ -+ +u,x, congruent wird, und dass sich hierdurch jede
Congruenz fir dieses Modulsystem in eine solche fiir den einfachen Modul F(x)
verwandeln lisst.

Die vorstehende Entwickelung, bei welcher allgemeine Functionen
Fy, F,, ... F, zu Grunde gelegt worden, gilt auch noch fiir alle speciellen
Functionen, sobald nur die Discriminante von Null verschieden ist; denn in
diesem Falle ist R' nicht mit der Resultante zugleich Null und also P(x)
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nicht congruent Null modd.F;, F,,... F,. Unter der Voraussetzung, dass die
oben mit F(x)=0 bezeichnete Resolvente des Gleichungssystems
F,=0, F,=0, ... F,=0

nicht gleiche Factoren enthilt, kann also die Zerlegung der ganzen Func-
tion einer Variabeln F(x) unmittelbar auf die ,Zerlegung des Divisoren-
Systems (Fy, F,,... F,)* iibertragen werden, wenn man die einzelnen den
verschiedenen Factoren der Resolvente entsprechenden Gleichungssysteme
bildet. Sobald eines dieser Gleichungssysteme mehr als » Gleichungen er-
fordert*), braucht man nur » lineare Verbindungen mit unbestimmten Coeffi-
cienten einzuftihren, um zu erschliessen, dass die ganze Function von ,
welche — gleich Null gesetzt — die Resolvente hbildet, congruent Null fiir ein
Modulsystem ist, dessen (mehr als ») Elemente — gleich Null gesetzt —
jene Gleichungen bilden. Ist néimlich F(x)= & (z)¥(x), ist ferner

& (z)=0 die Resolvente des Gleichungssystems &,=0, &,=0, ... b,
¥(x)=0 die Resolvente des Gleichungssystems ¥#,=0, ¥=0, ... ¥,

ist endlich V (=, »,,0,,...)=0 die Resolvente von » Gleichungen
0, P, 0, P, + 40, P, =0, vy D+, d’2+“'+”;‘t’r = 0,
und ebenso W(z, w,, w,,...) =0 die Resolvente von » Gleichungen
w, i+ w, Bt tw0, ¥ =0, o ¥+w, ¥+t ¥ =0, “
s0 ist & (x) der grosste von den unbestimmten Grossen » unabhiingige
Theiler von V(x,v,,v,,...) und ¥(x) der grosste von den unbestimmten

Grossen w unabhingige Theiler von W=, w,, w,,...). Ferner ist gemiiss
den obigen Darlegungen V(z, »,,0,,...) congruent Null fiir das Modulsystem

(0B 40, D, + 0, DB, v\DP+0, D+ oD, ... L)
also auch

=0,
=0

9

V(z,v,,9,...) =0 (modd.d,, D,,... d,);
endlich ist, wenn die verschiedenen Coefficienten der Glieder o%o%... in
V(z, v, v,,...) mit & (z)P,(x), P(x)P,(x), ... bezeichnet werden,
®(z)P(x) =0, D@)P(x)=0, .... (modd®,, &b,,...d,)
und daher, weil der Voraussetzung nach nicht alle Functionen P(x) einen

und denselben gemeinsamen Theiler haben und desshalb Functionen Q(z)
existiren, fiir welche

#) Dass n-1 stets gentigen, ist oben in § 10 nachgewiesen worden.

10%



76 Kronecker, Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grossen.

P\(x)Q,(2)+ Py () Q2 (x)+++- =1
wird,
B(z)=0 (modd. b,,d,,...d,),
und ebenso
Pz)=0 (modd. ¥, ?,... %)
Das Gleichungssystem
b¥ =0 Gk=1,2...7)

’

welches aus #* Gleichungen besteht, wird offenbar nur erfiillt, wenn eines
oder das andere der beiden Gleichungssysteme

‘I’k =0 oder ?Fk =0 *k=12,..7

erfiillt wird, d. h. also, wenn die Resolvente & = 0 oder # =0 befriedigt
wird. Die Functionen & und # haben aber der Voraussetzung nach keinen
gemeinsamen Theiler, da F(x) oder & (x)¥(x) keine gleichen Factoren
enthiilt; es muss daher @%¥ =0 oder F=0 die Resolvente des Gleichungs-
systems

D Y¥ =0 G, k=1, 2, ...7)

sein, ebenso wie diejenige des Gleichungssystems

F, =0 k=12 ... 7),

und die beiden Modulsysteme
(P, %) und (F,) G k=12, ..1)

sind demnach einander #quivalent. Hieraus geht als Regel fiir die Com-
position zweier Modulsysteme hervor, dass man die einzelnen Elemente des
einen Systems mit je einem Elemente des anderen Systems zu multipliciren
hat, um die simmtlichen Elemente des componirten Systems zu erhalten.

Immer unter der Voraussetzung, dass die Discriminante von Null
verschieden ist, muss der vorstehenden Darlegung gemiss das Modulsystem
(Fy, F,,... F,) in ebensoviel ,,Factoren* zerlegbar sein wie die Function F(x).
Es gilt daher auch fiir Functionen mehrerer Variabeln der Satz, dass eine
ganze Function G(x,, x,, ... x,), wenn sie fiir irgend ein Werthsystem zugleich
mit den » ganzen Functionen F,, F,, ... F, verschwindet, nothwendig fiir
das Modulsystem (F,, F,,... F,) congruent Null sein muss, falls dieses irre-
ductibel ist.
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§ 21.

Die Eigenschaften der Divisoren-Systeme.

Die im vorigen Paragraphen aus der Eliminations-Theorie entwickelten
Begriffshestimmungen beruhen einzig und allein darauf, dass auch bei der
Betrachtung homogener linearer Functionen mekrerer Elemente ganz ebenso
von den Coefficienten abstrahirt wird, wie dies im Falle eines einzigen
Elements durch die Construction des Congruenzbegriffes erfolgt und durch
die Gausssche Bezeichnungsweise zum Ausdruck gebracht ist. Wenn man
nun diese Begriffsbestimmungen in die allgemeine Sphiire eines beliebigen
Rationalitits-Bereichs (', R", R, ...) tibertriigt, so gelangt man zu folgenden
Definitionen, welche der arithmetischen Behandlung der ganzen rationalen
Functionen von &', K", K", ..., d. h. also der ganzen rationalen Grissen
eines beliebigen Bereichs zu Grunde zu legen sind, um eine erschiopfende
Darlegung alles dessen geben zu konnen, was einer beliebigen Anzahl
solcher Grossen M,, M,, M;, ... gemeinsam ist und also dem, im Falle
R =1, allein vorhandenen, grossten gemeinschaftlichen Theiler einer be-
liebigen Reihe ganzer Zahlen m,, m,, m;, ... entspricht.

I. Jede homogene lineare ganze Function von M,, M,, M, ... mit
ganzen, dem Bereich (R, R", R",...) angehorigen Coefficienten wird als ,,das
Modulsystem (M,, M,, M,, ...) enthaltend“ oder auch als ,congruent Null
fiir dieses Modulsystem* bezeichnet, und es ist

M=M (wodd M, ,6 M, M,,...),
wenn die Differenz M—M' das Modulsystem (M,, M,, M, ...) enthilt. Bei
der vollkommenen Analogie mit dem einfachen Falle, wo die Anzahl der
Elemente des Systems gleich Eins ist, erscheint es auch unbedenklich, wie
schon oben, die Bezeichnung ,,Divisoren-System* an Stelle von ,,Modulsystem*
zu gebrauchen, welche jener Analogie unmittelbareren Ausdruck .giebt.

II. Ein Modulsystem (M, M,,...) enthilt ein anderes (M, M;,...),
wenn jedes Element des ersteren das Modulsystem (M;, M, ...) enthilt. Wenn
jedes der beiden Modulsysteme das andere enthilt, so sind sie einander
dquivalent, und dies wird durch: (M, M,,...) co (M, M;,...) bezeichnet.

III. Jede ein Modulsystem (M,, M, ...) enthaltende Grosse kann dessen
Elementen hinzugefiigt werden, und es kann ebenso jedes Element eines Modul-
systems weggelassen werden, welches fiir das durch die iibrigen gebildete Mo-
dulsystem congruent Null ist; d. h. bei den angegebenen Veréinderungen wird
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das Modulsystem nur in ein #quivalentes transformirt. Wenn daher die Zahl
Eins fiir ein Modulsystem (M,, M,, ...) congruent Null ist, so ist dieses siquivalent
Eins und also iiberhaupt kein Modulsystem im eigentlichen Sinne des Wortes.

IV. Das zwei Modulsystemen (M,, M,,...), (M, M,,...) gemeinsame,
d. h. in beiden zugleich enthaltene Modulsystem wird durch die Elemente
beider gebildet, ist also durch das System (M, M,,...,M;, M,,...) repri-
sentirt, da offenbar jedes in den beiden ersten zugleich enthaltene Modul-
system auch in diesem dritten enthalten ist.

V. Ein Modulsystem (M,,M,,...), dessen einzelne Elemente durch
die verschiedenen Producte von je zwei Elementen MM, zweier Modul-
systeme (Mi, M,...), (M{, M;',...) gebildet werden, heisst ,,aus diesen beiden
Systemen zusammengesetzt oder componirt, und diese beiden Systeme
sollen, wegen der Analogie der Composition mit der Multiplication, auch
als ,,Factoren“ bezeichnet werden.

Der Ausdruck ,,Composition* soll ohne Weiteres auf Zquivalente
Systeme iibertragen und demnach auch jedes dem System (M; M) Hqui-
valente System als aus den beiden Systemen (M') und (M") componirt be-
zeichnet werden, so dass die Elemente des componirten Systems als bilineare
Functionen der beiderseitigen Elemente M', M" mit ganzen dem Bereich an-
gehorigen Coefficienten zu charakterisiren sind.

Ein Modulsystem (M.M', M, M,,...) ist aus den beiden Systemen

(M, My, My, ...), (M, My, M,,...)
zusammengesetzt, wenn das Modulsystem (M, M') co 1 ist, da dann stets je
zwei bei der Composition entstehende Elemente MM, M,M' durch M, zu
ersetzen sind.

VI. Ein Modulsystem heisst irreductibel (oder ein Primmodulsystem),
wenn es nicht aus zwei anderen zusammengesetzt ist, deren jedes ein Modul-
gystem im eigentlichen Sinne des Wortes ist.

VII. Enthalten die Grossen &', ®", ", ... nur genau n—1 von ein-
ander unabhingige variable oder unbestimmte Grossen &', R", ... R,
80 giebt es Modulsysteme erster, zweiter, ... nter ,Stufe“, und daher auch

Modulsysteme, die aus solchen verschiedener Stufe zusammengesetzt sind.
Die Modulsysteme mter Stufe sind an sich m-faltige Systeme und konnen
nicht aus weniger als m Elementen gebildet werden.

Bei der Zerlegung eines Modulsystems in seine den verschiedenen
Stufen angehorigen Factoren ist genau so wie bei der Elimination zu ver-
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fahren, nur dass auch noch die Zahlengrissen zu beachten sind. Es ist
zuerst der grosste gemeinsame Divisor (im engeren Sinne des § 14), also
der Divisor erster Stufe, aus allen Elementen herauszuheben; aus den vom
grossten gemeinsamen Theiler befreiten Elementen sind nunmehr zwei lineare
Functionen mit unbestimmten Coefficienten U zu bilden, und alsdann ist fiir
eine der Variabeln &', R”, ... z. B. fir R eine lineare Function aller
mit unbestimmten Coefficienten » einzufithren. Wird diese mit R bezeichnet,
so enthilt die nach Elimination von R®~» aus jenen beiden linearen Func-
tionen entstehende Resultante nur noch die n—2 Variabeln &, %', ... RE,
Von dieser Resultante ist der grosste von den Grossen U unabhiingige
Theiler, falls sie einen solchen hat, abzusondern, und es zerfillt alsdann
das Modulsystem gemiss der unter No. V gegebenen Vorschrift — vor-
ausgesetzt, dass die dort angegebene Bedingung erfiillt ist — in zwei
Systeme, von denen das eine dem abgesonderten, das andere dem iibrig
gebliebenen Theiler der Resultante entspricht. Das erstere bildet das ge-
sammte in dem urspriinglichen enthaltene Modulsystem zweiter Stufe, wih-
rend das andere nur noch Modulsysteme hoherer Stufen enthalten kann.
Mit diesem ist alsdann ebenso zu verfahren. — Sind WM,, M., ... die Ele-
mente eines Modulsystems mter Stufe, und zwar eines solchen, welchem auch
keine Systeme hoherer Stufen beigemischt sind, so ist die Resultante von
m linearen Verbindungen mit unbestimmten Coefficienten U eine ganze Func-
tion von R, R', ... R@™ D und von den unbestimmten Grossen U, fiir den
Fall m =n also nur von diesen letzteren. Bezeichnet man nun den nach
Absonderung des gesammten von den Grossen U unabhingigen Factors
verbleibenden Theil der Resultante mit 9, so bilden jene m linearen Ver-
bindungen der Elemente IR, dividirt durch N, die m Elemente eines Divi-
soren-Systems mter Stufe, welches dem urspriinglichen aus beliebig vielen
Elementen It bestehenden System équivalent ist. Dabei ist indessen vor-
ausgesetzt, dass jener von der Resultante abgesonderte Factor aus lauter
ungleichen Factoren besteht. Es ist ferner zu bemerken, dass die Resul-
tante — falls noch algebraische Grossen R vorhanden sind — immer mit
Benutzung der beziiglichen Gleichung zu bilden ist.

Die angegebene Art, Modulsysteme mter Stufe aus nur m Elementen
zu bilden, ist vollkommen analog jener Art, einfache Divisoren mit Hiilfe
linearer Functionen in Bruchform darzustellen. Sollen nur ganze rationale
Grossen des Bereichs zu Elementen des Systems verwendet werden, so



80 Kronecker, Grundziige einer arithmelischen Theorie der algebraischen Grissen.

geniigt im Allgemeinen und zwar selbst bei natiirlichen Rationalitits-Be-
reichen nicht die der Stufenzahl gleiche Anzahl von Elementen, sondern es
giebt auch Systeme, die mehr Elemente erfordern, ganz #hnlich wie es
Gattungen algebraischer Grossen giebt, fiir welche die nothwendige Anzahl
der Elemente des Fundamentalsystems die Ordnungszahl der Gattung iiber-
steigt. Es erscheint daher angemessen, diejenigen irreductibeln Divisoren-
Systeme, welche eine Darstellung durch eine der Stufenzahl gleiche Anzahl
von Elementen gestatten, als zur ,Hauptclasse“ gehorig zu bezeichnen.
Alsdann gehoren offenbar, wenn unter den Griossen R keine von den iibrigen
algebraisch abhéngige vorkommen, alle irreductibeln Divisoren erster Stufe
zur Hauptclasse. Wenn ferner die Anzahl der Grossen R gleich Eins ist,
wenn also die ganzen ganzzahligen Functionen eimer unbestimmten Grisse
R’ arithmetisch behandelt werden, so hat man noch Divisoren-Systeme zweiter
Stufe zu betrachten, in denen eines der Elemente eine ganze Zahl, die iibrigen
aber ganze ganzzahlige Functionen von R' sind. Diese Systeme sind also
unmittelbar in solche zu zerlegen, bei denen die ganze Zahl die Potenz
einer Primzahl p™ ist, und die iibrigen Elemente sind hiernach nur im Sinne
der Congruenz fiir den Modul p™ zu behandeln. Fiir m =1 wird alsdann
ein solches Divisoren-System zweiter Stufe nach der aus der Theorie der
Congruenzen bekannten Weise als Product irreductibler Systeme von zwei
Elementen (F(R'),p) dargestellt, wo F(R') eine ganze nach dem Modul p
irreductible Function von R' bedeutet. Diese Betrachtung zeigt die Theorie
der hoheren Congruenzen in einem neuen Lichte und bringt dieselbe mit
ganz anderen zahlentheoretischen Gebieten in Verbindung. Es finden sich
auch in dieser Theorie, sowohl in der von Herrn Dedekind aus Gauss' Nach-
lass publicirten Arbeit als in den Schinemannschen friither verdffentlichten
Aufsiitzen die ersten Andeutungen von Divisoren-Systemen zweiter Stufe,
wenngleich nur unter beschriinkterem Gesichtspunkte. Die naturgemisse
und weitreichende Unterscheidung der Modulsysteme nach ihren verschie-
denen Stufen, die Sonderung der in Wahrheit mehrfaltigen Divisoren-Systeme
von denjenigen, die nur einfache Divisoren vertreten, konnte sich erst bei
der arithmetischen Behandlung ganzer Functionen mehrerer Variabeln ergeben,
und iiber diese ist bisher meines Wissens nichts bekannt gemacht worden.
Wohl beruhen auch die Dedekindschen, nur den Fall t =1 betreffenden
Entwickelungen — nach der hier angenommenen Terminologie ausgedriickt
— wesentlich auf der Betrachtung ganzer homogener linearer Functionen
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mehrerer Elemente mit ganzen, dem Rationalitéits-Bereich angehorigen Coef-
ficienten, also implicite auch auf der Betrachtung von ,Divisoren-Systemen*;

aber es sind dies — da bei algebraischen Zahlen iiberhaupt nur Divisoren
erster Stufe vorhanden sind — doch nur solche, die die Stelle einfacher

Divisoren vertreten. Ueberdies liegt grade darin, dass bei der Dedekirndschen
Auffassung die homogene lineare Function selbst, bei der meinigen aber
das System der Elemente derselben als Divisoren-System den Ausgangspunkt
bildet, noch eine gedankliche Verschiedenheit. In der That stellt Herr
Dedekind, die Abweichung von der Kummerschen Auffassung selbst hervor-
hebend, den Inbegriff der durch einen idealen Divisor theilbaren wirklichen
Zahlen an die Spitze der Entwickelung, wihrend meine Begriffsbestimmungen
von jeher, sowohl vor der Einfilhrung der Kummerschen idealen Divisoren
als nachher, in Uebereinstimmung mit der Kummerschen Gedankenrichtung
auf die Erhaltung des Divisoren-Begriffes selbst zielten. Und dafiir war
gerade in den Elementen der homogenen linearen Functionen, wie sie bei
der Behandlung von Functionen mehrerer Variabeln mit Nothwendigkeit an
Stelle dessen auftraten, was der Divisor bei Functionen einer einzigen Va-
riabeln ist, ein deutlicher Fingerzeig gegeben.

Divisoren-Systeme, welche die Stelle einfacher Divisoren vertreten,
also nicht selbst Systeme hoherer Stufe sind, konnen ebenso wie die ge-
brochenen Divisoren als Mittel der Untersuchung verwendet werden, aber
die obige Zusammenfassung in Linearformen entspricht begrifflich- und formal
dem Zwecke am Besten. Die Beziehung der verschiedenen Darstellungs-
weisen der Divisoren lisst sich an den Kummerschen idealen Zahlen am
Einfachsten erliutern. Sind niimlich nach den Kummerschen Bezeichnungen
¢(e) und yw(e) zwei dquivalente ideale Zahlen, die beide, mit derselben
idealen Zahl f(«) multiplicirt, die wirklichen Zahlen & («) und #(«) ergeben,

und sind je zwei der drei idealen Zahlen ohne gemeinsamen Theiler, so
kann offenbar der Bruch

—“ggzg an Stelle des idealen Moduls ¢ (),

und das Divisoren-System

(P (), P(a)) an Stelle des idealen Moduls f(e)

verwendet werden. Dieses System von zwei Elementen ist aber nicht ein
Modulsystem zweiter Stufe, da es nach der in § 14 dargelegten Weise, wenn
Nm(u®(e)+o ¥(e)) = Nmf(e).F(u, v)
Journal fiir Mathematik Bd. XCII. Heft 1. 11
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ist, durch den einfachen Divisor
u D () 4o P(a)
F(u,v)

ersetzt werden kann. Indessen lisst sich doch auch ein Ursprung jenes
Divisoren-Systems von zwei Elementen in einem eigentlichen Modulsystem
zweiter Stufe nachweisen. Bezeichnet man nimlich mit X (z) =0 die irre-
ductible Gleichung, welcher o« geniigt, so kommen in der arithmetischen
Theorie der ganzen ganzzahligen Functionen von & Divisoren-Systeme zweiter
Stufe mit in Betracht, in denen X (x) eines der Elemente ist. Alle diese be-
sonderen Systeme sind, von einem anderen Gesichtspunkte aus betrachtet,
Gegenstand der Theorie der complexen aus o gebildeten Zahlen, und die Zer-
legung dieser Systeme in ihre irreductibeln Factoren stimmt mit der Zer-
legung der complexen Zahlen in ihre idealen Primfactoren vollkommen
iiberein (vgl. § 25). Das Verhiltniss der einzelnen Theorieen complexer
Zahlen zu der arithmetischen Theorie der ganzen ganzzahligen Functionen
einer Variabeln, in der sie sdmmtlich inbegriffen sind, lisst sich — wie
iiberhaupt die besondere Natur der Modulsysteme hoherer Stufen — am
Deutlichsten darlegen, wenn die oben mit 11—1 bezeichnete Anzahl der unab-
hiingigen Variabeln R grosser als Eins genommen wird. Nimmt man z. B.
n=4 und denkt sich die drei Variabeln % als irgend welche Coordinaten
des Raumes, so sind die Divisoren erster Stufe entweder Zahlen oder ganze
Functionen, der Coordinaten, deren Verschwinden also Flichen reprisentirt.
Unter den Divisoren-Systemen zweiter Stufe kommen hier solche vor, bei
denen iiberhaupt nicht die simmtlichen Elemente gleichzeitig verschwinden
konnen und eines der Elemente als eine Zahl gew#hlt werden kann, aber
auch solche, bei denen das gleichzeitige Verschwinden simmtlicher Elemente
eine Curve reprisentirt; unter den Modulsystemen dritter Stufe sind solche,
die in @hnlicher Weise Punktsysteme darstellen. In die Hauptclasse jener
Divisoren-Systeme zweiter Stufe gehoren dann diejenigen Curven, welche den
vollstindigen Durchschnitt von zwei Flichen bilden, und man findet hierbei
in iiberraschender Weise einen hoheren Gesichtspunkt, von welchem aus die
Frage der Darstellung ganzer Zahlen als Normen complexer Zahlen mit der
Frage der isolirten Darstellung geometrischer Gebilde in der unmittelbarsten
Beziehung erscheint. Endlich zeigt sich die Analogie jenes oben beriihrten
Verhiltnisses der arithmetischen Theorie der ganzen ganzzahligen Functionen
einer Variabeln zu den einzelnen Theorieen complexer Zahlen fiir den Fall
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n=4 z. B. in dem Verhiltnisse der analytischen Geometrie des Raumes zu
den einzelnen ,Geometrieen” auf besonderen algebraischen Flichen.

Die vorstehenden Entwickelungen enthalten nur die FEinfiihrung,
keineswegs aber eine erschopfende Behandlung der Modulsysteme hoherer
Stufen. So ist oben die Zerlegung solcher Modulsysteme nicht ganz allge-
mein sondern nur unter gewissen Einschrinkungen erfolgt, deren Beseitigung
vorbehalten bleiben muss. Die Erlduterung der hierbei auftretenden Fragen
lisst sich schon an den einfachsten Fall der Divisoren-Systeme zweiter Stufe
fiir den Fall einer einzigen Variabeln %' ankniipfen, und es bietet sich dabei
zugleich die Moglichkeit, die Besonderheiten der Divisoren-Systeme hoherer
Stufen im Vergleich mit den einfachen Divisoren principiell darzulegen. Setzt
man die Variable « an Stelle von &', so kommen in der Theorie der ganzen
ganzzahligen Functionen von x die Divisoren-Systeme zweiter Stufe

(x,p), (@, pz,p*), (a*+p,p°), (z,pq)
vor, wo p und ¢ zwei verschiedene ungerade Primzahlen bedeuten sollen.
Die drei letzten Modulsysteme enthalten offenbar das erste, und das zweite
und vierte lisst sich auch als das Product je zweier Factoren darstellen,
von denen der eine (w,p) ist; denn es ist in der That
(@, pz, p*) OO (z, p), (x, pq) OO (, p) (<, q),

da (2, pz, qz, pq) OO (x, pq) wird. Aber das dritte Modulsystem (a*-+p, p*)
ist, obgleich das erste im Sinne der oben gegebenen Definition ,.enthaltend*,
doch zugleich der beziiglichen oben entwickelten Begriffshestimmung nach
unzerlegbar; es enthiilt also das erste System nicht in der Weise, wie eine
gewohnliche Zahl einen ihrer Divisoren enthiilt, sondern etwa in der Weise,
wie ein Gattungs-Bereich hiherer Ordnung einen von niederer Ordnung ent-
hilt. Dieses von den Gesetzen der gewthnlichen Theilbarkeit abweichende
Verhalten bildet eine Besonderheit der Modulsysteme hoherer Stufen. Be-
handelt man auch die Divisoren erster Stufe als Divisoren-Systeme, so muss
nachgewiesen werden, dass sie eben diese Besonderheit micht haben. Dies
ist auch Herrn Dedekind nicht entgangen; in seiner hochst sorgfiltigen und
scharfsinnigen Art der Deduction, die bei seinen ganz abstracten Begriffs-
bestimmungen ebenso nothwendig als bewundernswerth erscheint, hat er in
§ 172 seiner ,allgemeinen Zahlentheorie“*) den erwdhnten Umstand aus-
driicklich hervorgehoben.

*) Vorlesungen tiber Zahlentheorie, III. Auflage, Braunschweig 1879. Supplement XI.
S. b21.
11*



84 Kronecker, Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grossen.

§ 22.

Die ganzen algebraischen Formen der verschiedenen Stufen; ihre absolute Aequivalenz;

ihre Zerlegung in irreductible Factoren.

Fiir irgend einen Rationalitits-Bereich oder eigentlich Integritsits-Be-
reich [R', R", R",...], sei es ein natiirlicher oder ein Gattungs-Bereich, ist
nach der obigen Definition (§ 15, III) eine Form des Bereichs [R', R", R",...]
primitiv, wenn ihre Coefficienten keinen gemeinsamen Theiler haben. Aber
nach den Ergebnissen der in §§ 20 und 21 gegebenen Entwickelungen
bedeutet diese Bedingung nur, dass die Coefficienten keinen gemeinsamen
Theiler erster Stufe haben sollen. Wihrend also durch die in § 15, IIT auf-
gestellte Bedingung eine Form nur in Beziehung auf Divisoren erster Stufe
primitiv wird, ist nunmehr mit Hiilfe der Entwickelungen in den beiden vor-
hergehenden Paragraphen der Begriff des ,,Primitiven* enger zu fassen, und

eine eigentlich primitive Form ist dadurch zu charakterisiren, dass

ihre Coefficienten iiberhaupt keinen Divisor irgend einer Stufe mit

einander gemein haben sollen.
Der Einfachheit halber sind hier bei dem Ausdruck ,Form“ die Beiworter
yganz* und ,algebraisch weggelassen worden, und dies soll auch weiter in
diesem Paragraphen geschehen, weil keinerlei Unklarheit dadurch entstehen
kann. Ist F eine Form des Bereichs [R', R”, R",...] mit den Unbestimmten
o, ¥, «" ..., und sind U, U", U",... die verschiedenen Producte von
Potenzen der Unbestimmten o', «”, ", ... in der Entwickelung von F, so dass

F —_ M’UI+M‘"UH+M‘N’U’N+...

ist, wo die Coefficienten M ,,ganze* Grossen des Bereichs [R', R", R, ...] sind,
go ist die Bedingung dafiir, dass F eigentlich primitiv sei, die Aequivalenz
m,m, . oo 1,
nach den in § 21 gegebenen Begriffsbestimmungen. Eine Form ist also
eigentlich primitiv, wenn das Modulsystem, dessen Elemente durch ihre
Coefficienten gebildet werden, dquivalent Eins ist. Die hierbei hervortretende
Beziehung der beiden Betrachtungsweisen, nidmlich der einen, wonach die
Grossen M ganz abstract als Elemente eines Systems betrachtet, und der
anderen, wonach sie als Coefficienten einer Form zur Construction eines
concreten Grossengebildes verwendet werden, soll nun zur Uebertragung der
in § 21 enthaltenen Definitionen auf die Formen leiten, deren Coefficienten
die Grossen M sind.
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I

II.

111
IV.

VL

VIL

Eine Form soll als eine andere Form ,enthaltend“ bezeichnet
werden, wenn das Coefficienten-System der letzteren in dem der
ersteren (nach der in § 21, II gegebenen Bestimmung) enthalten ist.
Ist die Form F in der Form F,, aber auch umgekehrt F, in F
enthalten, so sind die beiden Formen einander ,absolut diquivalent*
(vgl. § 21, II).

Jede eigentlich primitive Form ist absolut fiquivalent Eins.

Die Form »F+F,, welche durch eine lineare Verbindung von
irgend zwei Formen F und F, mit dem unbestimmten Coefficien-
ten » entsteht, ist in jeder der beiden Formen F und F, enthal-
ten, und bildet deren grossten gemeinsamen Inhalt (vgl. § 21, IV).
Ist daher F in F, enthalten, so ist F der Form »F+F, absolut
dquivalent.

Eine Form, welche durch wirkliche Multiplication von zwei anderen

Formen entsteht, und jede einem solchen Product zweier Formen
dquivalente Form soll auch, im Anschluss an die in § 21, V ein-
gefiihrte Ausdrucksweise, die aus den beiden ersten zusammenge-
setzte oder componirte Form genannt werden.

Eine Form wird als ,micht zerlegbar®, .irreductibel“ oder als ,Prim-
form“ bezeichnet, wenn sie keinem Producte von zwei nicht primi-
tiven Formen des festgesetzten Bereichs [&', R”, R",...] dquivalent
ist (vgl. § 21, VI).

Enthalten die Grossen ', %", R, ... nur genau n—1 von ein-
ander unabhiingige Variable &', &, ... R*"Y, so giebt es Formen
erster, zweiter, ... nter Stufe und auch Formen, die aus solchen

verschiedener Stufen zusammengesetzt sind (vgl. § 21, VII).

Formen zweiter oder hoherer Stufe und iiberhaupt solche, die
keine Formen erster Stufe enthalten, sind zwar in dem friiheren,
weiteren Sinne primitiv, aber uneigentlich primitiv, und diese Eigen-
schaft des ,juneigentlich Primitiven* ist offenbar, wie die Formen
selbst, verschieden ,abgestuft®.

Formen mter Stufe bestehen aus m oder mehr Gliedern; die-
jenigen, welche nicht mehr als m Glieder haben, deren Coefficienten-
System also auch nur aus m Elementen besteht, bilden nebst allen,
die solchen Formen iquivalent sind, die Hauptclasse. In natiir-
lichen Rationalitiits-Bereichen sind simmtliche Formen erster Stufe
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zur Hauptclasse gehorig, nicht aber alle Formen hoherer Stufe
(vgl. § 21).

VIII. Verschiedene Formen mit denselben Coefficienten sind einander ab-
solut idquivalent, da die oben (unter I und II) gegebenen Defini-
tionen iiberhaupt nur auf die Coefficienten der Form Bezug nehmen.
Jede Form ist also einer linearen absolut Hquivalent.

IX. Ist eine homogene lineare Form F in einer anderen F, enthalten,
so ldsst sich die erstere in die letztere dadurch transformiren, dass
fiir die Unbestimmten von F Formen des Bereichs substituirt werden;
diese Formen sind selbst linear, sobald auch F, eine lineare Form
ist. In diesem Falle lisst sich also die enthaltene lineare Form
F in die enthaltende Form F, durch eine lineare Substitution mit
ganzen Coefficienten transformiren, und es ist dies zugleich eine
hinreichende Bedingung fiir das Enthalten-Sein von F in F,.

Die ,lineare Substitution bezieht sich natiirlich auf die Unbestimmten
der Formen, und unter , ganzen“ Coefficienten sind solche zu verstehen,
welche ganze rationale Functionen von &', R", N, ..., also ganze Grossen
des Bereichs [R', R", R",...] sind. Als Corollar des Satzes IX muss noch
der Satz hervorgehoben werden: o
X. Aequivalente homogene lineare Formen sind durch Substitutionen
mit ganzen Coefficienten in einander transformirbar.
Wenn die Formen F, F, beziehungsweise die Elemente M, M, haben
und also
(A) F,= %M&”) uh F= %‘M(")u(") G=12 ..;k=1,2..)

ist, 8o bestehen gemiiss der Definition I Relationen

(B) MP = %CMM(") (=1, 2, ..;k=1,2,..),
Es wird also

(C) F, = %‘%' Ci M® 4™ t=1,2 . k=1,2,.),

und die Form F wird demzufolge durch die Substitution

€ u® = %‘Chku{,"’ (G=1,2, k=1, 2, ..)
in die Form F, transformirt, wie es in dem mit IX bezeichneten Satze aus-
gesprochen ist.

Da nach § 14 oder § 17, II' jedes Element M durch den aus F ge-
bildeten algebraischen Divisor theilbar ist, so hat, wie die Gleichung (C)
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zeigt, auch die Form F, diese Eigenschaft, d. h. es ist
(D) FmMo+M'y"+M"v"+-..).F,=0 (mod.F)

Die Form F charakterisirt sich als reine Form erster Stufe dadurch, dass die
mit Fm(M'u'+M"s"+M"u'"+-) bezeichnete Form eigentlich primitiv ist, da
sonst die Norm von F ausser dem Divisor erster Stufe, welchen alle ihre Coef-
ficienten mit einander gemein haben, noch Divisoren-Systeme hoherer Stufen
enthiilt. Wenn also eine solche Form F durch eine lineare Substitution mit
ganzen Coefficienten in F, transformirt werden kann, so ist die Form F,,
multiplicirt mit einer eigentlich primitiven Form, durch F theilbar. Es lisst
sich aber auch andererseits jene Transformirbarkeit aus dem, was sich hier
als Consequenz ergeben hat, ableiten, wie jetzt gezeigt werden soll.

Es seien E, F, F, lineare oder nicht lineare Formen des Bereichs,
und zwar E eine eigentlich primitive Form und F, eine reine Form erster
Stufe; es sei ferner

F,=3 MOUP, F= = HOU®,
wo U, U® Producte von Potenzen der Unbestimmten der Formen be-
deuten. Nun soll angenommen werden, dass die Congruenz
(E) EF,=0 (mod.F)
bestehe, so dass also auch F eine reine Form erster Stufe sein muss. Die
angenommene Congruenz kann nach den in § 14 eingefiihrten Bezeichnungen
auch in folgender Weise dargestellt werden:

(E')  E.Fum (M U+ My Uy+--). mod [M, U+ M, Uy +--]=0 (mod.F),
und hierbei ist Fm (M; Uy+ M, U;'+---) eine eigentlich primitive Form, weil F,
als reine Form erster Stufe vorausgesetzt worden ist. Auch das Product
E.Fm (M;U;+ My U/ +---) ist also eine eigentlich primitive Form, und diese
moge, nach den Producten von Potenzen der Unbestimmten entwickelt, gleich
LV'+L"V"+L"V"+... gein. Alsdann geht die Congruenz (E') in

mod [M; U, + M, Uy’ +----] .%‘L"’) V®» =0 (mod.F)
iiber. Da auf Grund jenes zweiten Fundamentalsatzes (§ 17, II oder II')
jedes Element der Form F, durch mod[M, U+ My U)+---] theilbar ist, so
ergiebt sich fiir jedes dieser Elemente M{” die Congruenz
M %IL(’" V® =0 (mod.F),

aus welcher die Congruenzen nach dem Moduisystem der Coefficienten von F
MPL® =0 (modd.M',M",M",...)
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und endlich, da das Modulsystem (L', L", L', ...) diquivalent Eins ist, die
Congruenzen

=0, My =0, M;" =0, ... (modd.M',M",M",...)
hervorgehen. Diese Congruenzen enthalten die nothwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, dass die Form F in F, enthalten und also F in F, durch
eine Substitution mit ganzen Coefficienten transformirbar ist.

Aus der vorstehenden Entwickelung ergiebt sich, dass fiir reine Formen
erster Stufe die obige Definition IX durch folgende ersetzt werden kann:

IX'. Eine Form F ist in F, enthalten, wenn eine eigentlich primitive
Form E existirt, fiir welche das Product EF, wirklich durch F
theilbar wird.

Fiir den Fall, dass diese Beziehung der beiden Formen eine gegenseitige
ist, sind dieselben Hquivalent, und man gelangt somit zu der neuen Aequi-
valenz-Bestimmung :

X'. Zwei Formen sind absolut dquivalent, wenn sie sich nur durch
Factoren von einander unterscheiden, welche eigentlich primitive
Formen sind.

Von den beiden verschiedenen Aequivalenz-Bestimmungen X und X'
ist die erstere auf die Transformation, die letztere auf die Composition der
Formen gegriindet; die erstere stiitzt sich also auf das Gausssche Princip der
Aequivalenz, mit welchem die Theorie der quadratischen Formen in der
V. Section der Disqq. Arithm. art. 157 beginnt, die letztere auf das Kummersche
Princip der Aequivalenz, welches in seiner Theorie der idealen Zahlen den
Ausgangspunkt bildet, wihrend es bei Gauss erst in der weiteren Entwicke-
lung der Theorie (Disqq. Arithm. art. 234 sqq.) zur Anwendung kommt. Dass
die beiden verschiedenen Definitionen, welche unter No. X und X' fiir die
Aequivalenz der ganzen algebraischen Formen gegeben worden sind, sich
vollkommen decken, bildet den Kernpunkt der obigen Auseinandersetzungen,
und diese selbst basiren — wie wohl zu beachten ist — wesentlich auf
jenem in § 17, II entwickelten zweiten Fundamentaltheorem.

Es ist offenbar der vollstindige Einheitscharakter der eigentlich pri-
mitiven Formen, welcher durch jene zweite Definition der absoluten Aequi-
valenz X' zum natiirlichen Fundament der arithmetischen Theorie der ganzen
algebraischen Grossen und Formen gemacht wird, und auf diesem natiir-
lichen Fundamente lisst sich auch die ganze Theorie am einfachsten auf-
banen. So lassen sich z. B. die Hauptresultate, welche in den §§ 14 bis 18
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an den Begriff der algebraischen Divisoren gekniipft worden sind, in der
tibersichtlichsten Weise als Hauptsiitze der Formentheorie aussprechen, wenn
man dabei die eigentlich primitiven Formen wirklich als Einheiten oder
»Einheitsformen“ betrachtet und einfach
eine Form F als Factor oder Divisor einer Form F, bezeichnet,
sobald diese Theilbarkeit von F, durch F im Sinne der absoluten
Aequivalenz stattfindet, d. h. also, sobald F, multiplicirt mit einer
eigentlich primitiven Form wirklich durch F theilbar wird.
Die beiden Fundamentalsitze (§ 15, IX und § 17, IT) lauten alsdann fol-
gendermassen :
XI. Absolut dquivalente Formen haben dieselben Theiler.
XII. Formen mit denselben Coefficienten sind #quivalent.
Die beiden Siitze legen also dar, dass erstens dquivalente Formen in Bezug
auf die Division durch andere Formen einander ersetzen konnen, und dass
zweitens die ganzen algebraischen Grossen, welche die Coefficienten der
Formen bilden, das einzig Wesentliche derselben sind (vgl. No. VIII).
Endlich aber ist die in § 18 angegebene Zerlegbarkeit der Divisoren
in den Satz zu fassen:

XIIL. Jede ganze algebraische Form ist im Sinne der absoluten Aequi-
valenz als Product von irreductibeln Formen (Primformen) darstell-
bar und zwar nur auf eine einzige, also vollig bestimmte Weise.

Sowohl die Aequivalenz-Definition X' als die hier daran gekniipften Dar-
legungen beziehen sich ausschliesslich auf reine Formen erster Stufe, d. h.
also auf solche Formen
M u'+ M!Iull+ M"’u"'—l—--—,

fiir welche die (schon in § 14) mit Fm (M'«'+ M"u"+ M" u'"4- ...) bezeichnete
Form eigentlich primitiv ist. Sie geniigen aber vollstindig fiir den einfachsten
Fall der algebraischen Zahlen, wo keine Divisoren hoherer Stufen existiren;
sie geniigen ferner, um die allgemeine Bedeutung zu wiirdigen, welche die
Einfihrung der ganzen algebraischen Formen fiir die Theorie der alge-
braischen Grossen hat, und auch um die Art und Weise zu erkennen, in
welcher die Resultate auf die Formen hoherer Stufen auszudehnen sind.

Die ,,ganzen“ Grossen irgend eines natiirlichen Rationalitiits-Bereichs
mit den Elementen R', R", R, ..., d. h. also die ganzen ganzzahligen
Functionen beliebig vieler unabhingiger Variabeln R sind, wie in §4 dar-

gelegt ist, in irreductible Factoren zerlegbar, und zwar nur auf eine einzige,
Journal fiir Mathematik Bd. XCII. Heft 2. 12
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also bestimmte Weise. Der Nachweis hierfir beruht einzig und allein
darauf, dass
erstens ein Verfahren angegeben wird, mittels dessen die Zerlegung
einer solchen Griosse in Factoren, die dem festgesetzten Grossen-
bereich angehdren, bewirkt, also auch die Irreductibilitiit erkannt
werden kann, und dass
zweitens der grosste gemeinsame Theiler zweier Grossen, also
wenn sie gegen einander relativ prim sind, die Zahl Eins als lineare
homogene Function derselben dargestellt werden kann und zwar
mit Coefficienten, welche ebenfalls dem festgesetzten Grossenbereich
entnommen sind.
Bezeichnet man dies als die beiden Erfordernisse der eindeutigen Zerlegung
in irreductible Factoren, so ist bekanntlich das zweite nicht mehr allgemein
erfiillt, sobald man von einem natiirlichen Rationalitiits-Bereich zu Gattungs-
Bereichen iibergeht, und die dadurch bestimmten Grissenbereiche nicht
weiter veriindert. Erweitert man aber diesen Grossenbereich durch die Ge-
sammtheit der ganzen algebraischen Former des Gattungs-Bereichs, so wird
dem zweiten Erforderniss entsprochen, und es wird in dieser erweiterten
Sphiire algebraischer Gebilde immer noch sowohl jenem ersten als auch dem
allgemeineren Erforderniss der Erhaltung der algebraischen Rechnungsgesetze
vollkommen geniigt, mit der einzigen Massgabe, dass durchweg an Stelle
der Gleichheit die absolute Aequivalenz treten muss. So bildet z. B. die
Gesammtheit der Formen mit beliebig vielen Unbestimmten, deren Coeffi-
cienten ganze algebraische Zahlen einer bestimmten Gattung sind, einen
Bereich, in welchem alle Rechnungsoperationen sowie die einfachen Ge-
setze der gewohnlichen ganzen Zahlen in vollem Umfange Geltung haben.
Ebenso bleibt beim Uebergang von ganzen rationalen Functionen variabler
R zu ganzen algebraischen Functionen die eindeutige Zerlegbarkeit in irre-
ductible Divisoren (erster Stufe) bestehen (vgl. XIII), wenn die Gesammt-
heit der Formen erster Stufe, unter welche die ganzen algebraischen Funec-
tionen selbst mit gehoren, associirt wird. Wenn endlich zur vollstindigen
Entwickelung der Theorie der ganzen (rationalen und algebraischen) Func-
tionen variabler Griossen R auch die Systeme von Divisoren mit in Betracht
gezogen werden, so ist die Association der Formen fiir die Erhaltung der
Gesetze der Zerlegbarkeit erforderlich und ausreichend und zwar, was wohl
zu beachten ist, ebenso bei natiirlichen wie bei Gattungs-Bereichen, so dass
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der Uebergang vom Rationalen zum Algebraischen auch hierin keinen Un-
terschied bedingt.

Bei der Definition der algebraischen Divisoren in §§ 14 und 15 und
also auch bei deren Zerlegung ist von Divisoren hoherer Stufen abstrahirt;
die dort als primitiv bezeichneten Formen sind nicht eigentlich primitiv und
kionnen daher noch Divisoren hoherer Stufen enthalten, und die Definition
(§ 15, VIII) der Aequivalenz algebraischer Divisoren begriindet also fiir die
Formen, aus denen sie gebildet sind, nur eine ,Aequivalenz erster Stufe“.
Bei jenen ersten Entwickelungen in Bezug auf die Divisoren sollte eben
zur Erleichterung der Uebersicht nur der eine Schritt aus dem Gebiete der
ganzen rationalen Functionen in das der algebraischen und nicht zugleich
der andere Schritt von den Divisoren erster zu denen zweiter Stufe gemacht
werden. Aber nachdem in den §§ 20 und 21 erst fiir natiirliche und dann
fiir beliebige Rationalitiits-Bereiche die Divisoren der verschiedenen Stufen
eingefiihrt und behandelt worden sind, kinnen auch die obigen Definitionen
und Ergebnisse von den Formen erster Stufe auf die Formen hoherer Stufe
iibertragen werden. An die Stelle der Definitionen IX’, X' treten die all-
gemeineren fiir reine Formen mter Stufe:

IX". Bedeuten F,, F,, ... F, ganze algebraische Formen, welche
simmtlich dieselben Coefficienten haben und sich also nur durch
die Systeme der Unbestimmten von einander unterscheiden, so ist
eine dieser Formen in einer Form F, enthalten, wenn F, einer
ganzen homogenen Function der m Formen F,, F,, ... F, im Sinne
der Definition X' absolut squivalent ist. '

X" Zwei Formen sind absolut dquivalent, wenn sie sich gegenseitig
enthalten.

In der Definition IX’ ist die fiir die Formen erster Stufe gegebene
Aequivalenz-Bestimmung X' benutzt, implicite also auch in der Definition X,
welche auf jene erstere zuriickgreift; aber jene Aequivalenz-Bestimmung X'
wiirde fiir Divisoren mter Stufe zu eng und also nicht ausreichend sein. Die
Aequivalenz-Bestimmung im Sinne der Definition X" ist eine Folge derjenigen
nach der Definition X', aber nicht umgekehrt diese eine Folge jener.

Da bei jeder naturgemiissen Aequivalenz-Bestimmung alle Formen
mit denselben Coefficienten einander iquivalent sein miissen, so kann die
Definition X" auf zwei solche Formen angewendet werden. Alsdann muss
eine Form mter Stufe F, welche fiir andere und andere Systeme von Unbe-

12*
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stimmten, wie oben in IX’ mit F,, F,, ... F, bezeichnet werden moge, im
Sinne der Aequivalenz-Bestimmung X' als homogene lineare Function von
F,, F,, ... F, darstellbar sein. Dies kann zugleich als Definition fiir die
Stufenzahl m einer reinen Form F gelten, wenn nur noch hinzugefiigt wird,
dass keine kleinere Zahl als m bei jener Darstellung ausreicht. Die all-
gemeine auf Formen aller Stufen beziigliche Aequivalenz-Bestimmung X°
ist ebenso wie jene speciellere X', welche fiir Formen erster Stufe gegeben
worden ist, mit der fritheren auf die Transformation gegriindeten Definition
der Aequivalenz in genauer Uebereinstimmung; sie gestattet auf Grund der
Entwickelungen in den §§ 20 und 21 und nur, wie dort, mit Ausschliessung
der Formen, die mehrfache Factoren enthalten, die Aufstellung des allge-
meinen Satzes iiber die Zerlegung ganzer algebraischer Formen in ihre
irreductibeln Factoren der verschiedenen Stufen, welcher als ein Hauptresultat
hervorzuheben ist:

XIII°. Jede ganze algebraische Form ist im Sinne der absoluten Aequi-
valenz X' als Product von irreductibeln Formen (Primformen) dar-
stellbar, und zwar nur auf eine einzige, also vollig bestimmte Weise.

Dieser Satz zeigt, dass die Fundamentalgesetze der gewohnlichen
Zahlen auch in der allgemeinsten Sphiire algebraischer Grossen — bei Asso-
ciation der algebraischen Formen — noch Geltung behalten, und er legt
zugleich jenes allgemeine Resultat der Eliminations-Theorie, welches in
§ 10 entwickelt worden ist, in dem umfassenderen Sinne der arithmetischen
Theorie der algebraischen Grossen dar. Denn wenn G, G, G'", ... ganze
ganzzahlige Functionen von n—1 unabhingig verinderlichen Grossen R,
R, R, ... und U, U", U", ... die verschiedenen Producte von Potenzen
unbestimmter Grossen o', o', «", ... bedeuten, so ist

(F) Gl U!+ GII UII+ GUI U’”+"'
nach § 15, I eine ganze rationale Form des Bereichs [R', R", R",...], und
durch die Gleichung

G'UI+G',UI'+G”,U”+"' — O,
welche das Gleichungssystem

(@) G@=0, G"=0, G"=0,

reprisentirt, werden nach § 10 algebraische Beziehungen zwischen den Ver-
dnderlichen R hergestellt, deren nihere Darlegung a. a. O. als die Aufgabe
der Eliminations - Theorie bezeichnet ist. Wird nun die Form (F) nach
XIII’ als Product von Primformen dargestellt, so sind diese insofern von
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zweierlei Charakter, als die einen fiir besondere Werthe der Variabeln 9
gleich Null werden, die anderen aber nicht. Zu den letzteren gehoren z. B.
Primzahlen, welche etwa Divisoren von (F) sind. Die ersteren Primformen
aber, welche nur von den ersten n—1 Stufen sein konnen, ergeben, gleich
Null gesetzt, die verschiedenen irreductibeln Resolventen des Gleichungs-
systems (G), und die Systeme von Gleichungen, welche dadurch entstehen,
dass die einzelnen Coefficienten je einer der Primformen gleich Null ge-
setzt werden, bilden die einzelnen, den verschiedenen Stufen angehorigen
irreductibeln Theile jenes urspriinglichen Systems (@).

~ Die Association der ganzen algebraischen Formen, zu welcher die
weitere Ausbildung jenes ,methodischen Hiilfsmittels der wunbestimmten
Coefficienten® gefiihrt hat, bewirkt, wie das obige Hauptresultat XIII’ zeigt,
,die Erhaltung der Begriffshestimmungen und Gesetze beim Uebergang vom
Rationalen zum Algebraischen*, welche im Anfange des § 20 als Forderung
aufgestellt worden ist; sie gewihrt den einfachsten” erforderlichen und hin-
reichenden Apparat, um die arithmetischen Eigenschaften der allgemeinsten
algebraischen Grossen ,vollstindig“ und euf die einfachste Weise“ darzu-
legen. Die hervorgehobenen Ausdriicke sind dem ersten Satze von Herrn
Kirchhoffs Mechanik entnommen, in welchem als die Aufgabe der Mechanik
bezeichnet wird, die in der Natur vor sich gehenden Bewegungen vollstindig
und auf die einfachste Weise zu beschreiben. In dem Worte ,beschreiben”
wird hierbei mit Recht ein Hinweis auf den zu benutzenden wissenschaft-
lichen Apparat gegeben, und die Kirchhoffsche Forderung der Einfachheit
ist ebensowohl auf die Mittel der Beschreibung als auf diese selbst zu be-
ziehen. An sich konnte freilich die einfachste Darlegung mechanischer
Vorginge, auch wenn sie die ausgebildetsten Mittel der Analysis in Anspruch
nimmt, geniigend erscheinen, aber jener andere Vorzug der einfachsten Mittel,
wie ihn Dirichlets Aufsatz iiber die Stabilitit des Gleichgewichts*) zeigt,
erfiillt, was die zweite Kirchhoffsche Forderung im hioheren Sinne verlangt,
dass die einfachsten Quellen der Erkenntniss aufzusuchen sind.
Die Association der Formen hat in der arithmetischen Theorie der
algebraischen Grossen genau dieselbe Nothwendigkeit fiir sich wie die

*) Journal f. Mathematik Bd. 32, S. 85.
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Association der imagindren zu den reellen Grossen in der Analysis und ist
tiberhaupt in vielfacher Hinsicht damit vergleichbar. Ganz &dhnlich wie die
Linie der reellen Zahlen durch die ,laterale Einheit“*) zur Ebene der com-
plexen Zahlen sich ausdehnt, wird ein Grossenbereich [R', R”, R",...] durch
die Unbestimmten der ganzen algebraischen Formen gewissermassen in Bezug
auf seine ,,Dimension* erweitert, und gerau ebenso wie der biquadratische
Restcharakter in der Linie der reellen Zahlen nur von Punkten zu beiden
Seiten derselben zu erkennen ist, sind die Gesetze der Erscheinungen an
der Grenze des Formengebietes, welche durch den urspriinglichen Grissen-
bereich gebildet wird, in der einfachsten Weise nur von Standpunkten aus
darzulegen, welche im Innern des Gebietes der den Grissen associirten
Formen liegen. So wie es ferner wohl angeht, die Eigenschaften der Func-
tionen von x+yi auch als solcher von # und y ,vollstindig" zu entwickeln,
80 konnen auch an Stelle der Formen erster Stufe die Systeme ihrer Coeffi-
cienten als Modulsysteme nach § 21 ,vollstindig behandelt werden. In
dem einen wie im anderen Falle wiirde jedoch bei solcher Behandlungsweise
der zweiten Kirchhoffschen Forderung nicht geniigt und das Wesentlichste
der Einsicht und Erkenntniss entgangen sein.

Wenn einerseits die Zweckmissigkeit der Association der Formen
durch die fast iiberraschende Einfachheit und Allgemeinheit der erzielten
Resultate dargethan wird, so erscheint sie andererseits bei Bereichen mit
variabeln Grossen R auch vollkommen angemessen, weil die hinzugefiigten
algebraischen Gebilde ganz in der Sphire der Betrachtung bleiben, und
zwar 8o sehr, dass es vielmehr Sorgfalt erfordert, die Unbestimmten der
Formen (#) von den Unbestimmten oder Variabeln (), welche die Elemente
des Bereichs bilden, nach ihren ganz verschiedenen Stellungen in der Ent-
wickelung gehorig aus einander zu halten**). Aber fiir die aus dem ab-
soluten Rationalitits- Bereich R =1 hervorgehenden Gattungs-Bereiche, d. h.
also fiir Bereiche algebraischer Zahlen, hat die Association der Formen mit
ganzen algebraischen Coefficienten auf den ersten Blick etwas Fremdartiges;
jedoch braucht man nur an die Gausssche Einfihrung der quadratischen
Formen in die reine Arithmetik zu erinnern, um den Schein des Fremdartigen
aufzuheben. Vor Gauss kannte man nur quadratische Formen der Zahlen;

*) Gauss Werke Bd. II, S. 178.

& *¥%) In § 10 kommt eine #hnliche Unterscheidung zwischen den Variabeln z und
R vor.
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erst Gauss hat bei den quadratischen Formen den fritheren beschrinkten
Gesichtspunkt, bei welchem nur die Darstellbarkeit der Zahlen ins Auge
gefasst wurde, fallen gelassen und Formen mit wirklichen ,,Unbestimmten‘
(indeterminatae) in die Arithmetik eingefiihrt. Diese ganz neue und von
der fritheren vollig abweichende Auffassung der quadratischen Formen ist eine
der bewundernswerthesten Conceptionen seines weit- und scharfblickenden
Geistes. Welche Wichtigkeit er selbst der Einfiihrung der Unbestimmten
in die Arithmetik beigelegt hat, zeigt sich an vielen Stellen seiner neuen,
in ihren Haupttheilen darauf gegriindeten, systematischen Behandlung der
quadratischen Formen, und es sind namentlich die spiteren Theile der Ent-
wickelung, die Composition der Formen, die Darstellung der terniren durch
bindire Formen, welche darauf beruhen. Die Nebenstellung, welche Gauss
den Unbestimmten x, y in der Form ax’+ 2bxy-+cy® anweist, charakterisirt
er gleich Anfangs durch die Bezeichnung (a, b, ¢), welche er fiir die Form
einfiihrt. Und in der That konnte die ganze Gausssche Theorie der biniren
quadratischen Formen aa’+2bxy-+cy’, nachdem die Aequivalenz durch
die Transformationsgleichungen der Coefficienten erklirt ist, als eine Theorie
der Systeme von drei Zahlen (a, b, ¢) aufgefasst und behandelt werden; aber
wenn man so das Rechnungs-Substrat der Unbestimmten  und y ganz weg-
liesse, wiirde die Uebersicht der Operationen und Resultate bedeutend er-
schwert sein, und es wiirden auch wesentliche theoretische Gesichtspunkte
damit verloren gehen. — Diese Darlegung kann auch zugleich als erlidu-
terndes Beispiel fiir das oben erwihnte Verhiiltniss dienen, in welchem eine
Theorie der abstracten Modulsysteme zur Theorie der mit dem Rechnungs-
Substrat der Unbestimmten versehenen Formen steht.

Irgend eine Art der Association ist erforderlich; entweder der ,analy-
tische* oder der ,dimensionale* Charakter der algebraischen Grossen muss
erweitert werden, wenn beim Uebergange von der rationalen zur alge-
braischen Sphire die Gesetze beziiglich der Zerlegung in Factoren voll-
stindige Geltung behalten sollen. Wihrend in der obigen Association der
Formen eine dimensionale Erweiterung des urspriinglichen Grossenbereichs
liegt, enthdlt jene Art der Association, welche in § 19 erwihnt worden ist,
eine Modification des analytischen Charakters; denn die Weierstrassschen
transcendenten Primfunctionen waren den algebraischen Functionen einer Va-
riabeln, und die singuliren Moduln der elliptischen Functionen waren den
aus Quadratwurzeln gebildeten, also durch Kreistheilungsgrossen rational
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darstellbaren, algebraischen Zahlen zu associiren. Auch die Kummerschen
idealen Zahlen sind, wenigstens begrifflich, associirte Gebilde, und dass hier-
bei, wie bei der obigen Association der Formen, an Stelle der Gleichheit eine
gewisse Aequivalenz tritt, findet sich ganz ebenso bei jeder stufenweisen Ge-
bietserweiterung der Arithmetik *), welche durch das Hinzunehmen neuer
Gebilde, also durch , Associiren® erfolgt.

§ 23.

Die relative Aequivalenz der ganzen algebraischen Formen.

Im vorigen Paragraphen ist ein ganz beliebiger Rationalitiits-Bereich
zu Grunde gelegt und von jeder Unterscheidung der natiirlichen und Gattungs-
Bereiche abgesehen worden; es war dies nicht nur zulissig, sondern auch
angemessen, um deutlich zu zeigen, dass die dort gegebenen Entwickelungen
keinerlei Unterscheidung zwischen rationalen und algebraischen Functionen
erheischen. Aber fiir die in diesem und in den folgenden Paragraphen ent-
haltenen Darlegungen ist eine solche Unterscheidung wesentlich, und es soll
fiir dieselben desshalb ein natiirlicher Rationalitits-Bereich [&', &, R",...]
und eine bestimmte daraus hervorgegangene Gattung & und Species & alge-
braischer Grossen von vorn herein festgesetzt werden. Nunmehr lidsst sich
nach dem Kummerschen Princip der Aequivalenz (vgl. § 19) fiir die allge-
meinsten ganzen algebraischen Formen in analoger Weise, wie es in § 19
fiir die algebraischen Zahlen und Divisoren erster Stufe geschehen ist, der Be-
griff relativer (durch die besondere Art & bedingter) Aequivalenz aufstellen.

I. Zwei Formen irgend welcher Stufe sind relativ fquivalent, wenn

beide, mit derselben Form zusammengesetzt (§ 22, V), einer ganzen
algebraischen Grosse der Art &, also einer nach § 15, V der
Hauptclasse zugehorigen Form absolut #quivalent sind.
Die hier aufgestellte Bedingung der relativen Aequivalenz ist stets hin-
reichend, aber nur fiir Formen erster Stufe zugleich nothwendig, und es
-wird unten (I') fiir Formen hoherer Stufen die allgemeinere gegeben werden.
Aber um dahin zu leiten, muss diese erste beschrinktere Bedingung noch
etwas modificirt werden.

Zwei Formen F und F,, welche die aufgestellte Bedingung erfiillen,
miissen Gleichungen
B F.F.&=X¥, F.F.&'=X¥
*) Gauss Werke Bd. II, S.%175.
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geniigen, in denen X, X' ganze algebraische Grossen und F, &, ¥, &', ¥’
ganze algebraische Formen der Species © bedeuten, von denen die vier
letzteren eigentlich primitiv sind. Hieraus folgt die Relation FX'®d¥'= F' Xd'P,
oder also, da ¥’ und &'¥ eigentlich primitive Formen der Species & sind,
die absolute Aequivalenz FX'co F'X, und zwar in dem engeren Sinne, welcher
bei der Benutzung der absoluten Aequivalenz fiir die relative iberhaupt durch-
weq festsuhalten ist*), dass die primitiven — als Factoren zur Verwand-
lung der Aequivalenz in eine Gleichung dienenden — Formen ebenfalls
der fiir den Begriff der relativen Aequivalenz massgebenden Species ange-
horen. Rechnet man nun zur Hauptclasse der Formen von & alle diejenigen,
welche den (schon nach §15, V dazu gehorigen) ganzen algebraischen
Grossen der Species © in dem angegebenen engeren Sinne absolut dquiva-
lent sind, so kann an Stelle der obigen Definition I eine Modification der-
selben gesetzt werden, welche der in § 22, X' gegebenen Begriffshestimmung
der absoluten Aequivalenz vollkommen analog ist.

I'. Ganze algebraische Formen sind relativ #iquivalent, wenn sie sich
nur durch Factoren von einander unterscheiden, welche der Haupt-
classe angehoren. Im Sinne der relativen Aequivalenz verhalten
sich also Formen der Hauptclasse wie Einheiten.

Diese Begriffsbestimmung der relativen Aequivalenz reicht auch fiir
Formen hoherer Stufe aus, wenn man darin die weiteren und allgemeine-
ren, in § 22, VII und X° gegebenen Bestimmungen der Hauptclasse und der
absoluten Aequivalenz fiir die engeren (§ 15, V u. § 22, X") substituirt.

Fiir die Formen erster Stufe ergeben sich ferner den in § 22, II und X
aufgestellten Bedingungen der absoluten Aequivalenz entsprechende, niimlich:

II. Zwei ganze algebraische Formen erster Stufe F, F' sind relativ
dquivalent, wenn die Coefficienten von F, multiplicirt mit einer
ganzen algebraischen Grosse X' und die Coefficienten von F', mul-
tiplicirt mit einer ganzen algebraischen Grisse X, so beschaffen
sind, dass sich die einen als homogene lineare Functionen der
anderen und zwar so darstellen lassen, dass die Coefficienten der
linearen Ausdriicke zum festgesetzten Art-Bereich (&) gehoren.

*) Auch oben im § 19 (S. 64) ist die bei der relativen Aequivalenz benutzte ab-
solute Aequivalenz der algebraischen Divisoren in dem engeren Sinne zu nehmen, dass
der Zihler je eines algebraischen Divisors, dividirt durch den andern Divisor, gleich
einer ganzen algebraischen Form der fesigesetsten Art wird.
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L. Lineare ganze algebraische Formen erster Stufe sind relativ #qui-
valent, wenn sie, multiplicirt mit je einer ganzen algebraischen
Grosse der Art &, durch lineare Substitutionen mit ganzen, dem
Art-Bereich (©) angehorigen Coefficienten in einander transformirt
werden konnen. :

Die Aufstellung analoger Transformations-Bedingungen fiir die relative
Aequivalenz von Formen hoherer Stufen muss noch vorbehalten bleiben.
Diese Bedingungen werden sich wohl einfacher aus derjenigen Auffassung
ergeben, welche in § 25 dargelegt ist, wonach ganze algebraische Formen
mter Stufe eines Bereichs mit n—1 Variabeln iR durch ganze rationale Formen
(m+1)ter Stufe eines Bereichs mit 1 Variabeln R zu ersetzen sind.

§ 24.

Die Fundamentalformen, insbesondere die linearen des algebraischen Zahlenreichs.

Um zu zeigen, dass die Darlegung der allgemeinen Eigenschaften der
ganzen algebraischen Formen nur die einfachsten Mittel und namentlich
keinerlei formalen Apparat erfordert, ist bisher von jeder ,Reduction” der
Formen abgesehen worden. Nunmehr soll aber eine solche Reduction auf
gewisse ,,Grundformen* angegeben werden, um einige speciellere Entwicke-
lungen daran kniipfen zu konnen.

Multiplicirt man die Elemente eines Modulsystems (M', M", M'",...)
der Gattung @ mit den simmtlichen Elementen eines Fundamentalsystems
von (&), so resultirt ein #quivalentes Modulsystem (M, My, M, ...), welches
die Eigenschaft hat, dass jede das Modulsystem M, enthaltende ganze Grosse
des Gattungs-Bereichs & sich als homogene lineare ganze Function von
M, Mj, My, ... mit ganzen dem Rationalitits- Bereich [, R", R, ...],
also dem Stammbereich angehorigen Coefficienten darstellen lisst. Alle durch
diese Eigenschaft charakterisirten Systeme M, — und es existiren solche auch
in jeder besonderen Species © — gestatten hiernach eine speciellere als die
bisher angewendete Darstellungsweise, bei welcher Coefficienten der Gattung
oder der Species selbst zugelassen wurden, und wenn diese auch, wie sich
zeigen wird, von besonderem Interesse ist, so darf man sich doch nicht auf die
Anwendung der specielleren Systeme M, beschriéinken, weil man sich dadurch
mannigfacher Vortheile beggben wiirde. Die Systeme M, kionnen nach der
in §§ 6 und 7 angegebenen Weise auf dquivalente mit moglichst wenig
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Elementen reducirt werden, und die Anzahl der Elemente dieser reducirten
Systeme ist fir R = 1 immer gleich », d. h. gleich der Zahl, welche die
Ordnung der Art & bezeichnet. Irgend eine daraus gebildete Form, d. h.
also eine Form, deren Coefficienten die Elemente jenes Modulsystems (M)
sind, soll als ,Grundform® oder ,Fundamentalform® bezeichnet werden. Eine
Form, deren Coefficienten die verschiedenen Elemente eines Fundamental-
systems der Species & sind, ist demnach eine eigentlich primitive Funda-
mentalform®. .

Fiir den Fall des absoluten Rationalitéits-Bereichs i = 1, auf welchen
jetzt niher eingegangen werden soll, existiren fiir alle Formen aqulvalente
lineare Grundformen von s Gliedern

va'tu a4 4 u ™),
in welchen z', 2", 2", ... ganze algebraische Zahlen des Art-Bereichs (&)
bedeuten. Dies geht unmittelbar aus den vorstehenden allgemeineren Aus-
einandersetzungen hervor; doch soll die dem Gedanken nach hiochst einfache
Entwickelung, welche zu solchen Grundformen fiihrt, zur besseren Ueber-
sicht fir den vorliegenden elementarsten Fall & =1, hier noch ausfiihrlich
dargelegt werden.

Bedeuten ¢', ", ¢, ... irgend welche ganze algebraische Zahlen eines
Gattungs-Bereichs (), von denen wenigstens eine, z. B. ¢/, zur Gattung &
selbst gehort und also von der Ordnung = ist, so bilden nach § 5 die ganzen
ganzzahligen Functionen von ', ", ', ... einen bestimmten mit [¢', t”, £", ...]
zu bezeichnenden Art-Bereich (&) des Gattungs-Bereichs (®); die homogenen
ganzen Functionen von ', ¢", ¢, ..., d. h. diejenigen, welche bei der Dar-
stellung als ganze Functionen kein von ¢, ¢", ¢'”', ... unabhingiges Glied
haben und also homogene ganze lineare Functionen der Grossen y mit
Coefficienten des Art-Bereichs (&) sind, fiillen entweder den ganzen Bereich
(&) aus, oder sie bilden einen Theilbereich (&) von (&). Da schon die
nte Potenz jedes der Elemente g sich als ganze ganzzahlige Function (r—1 )ten
Grades von ¢ darstellen ldsst, so geniigen alle diejenigen Producte von
Potenzen der Elemente g, in welchen der Exponent kleiner als = ist, um
jene homogenen Functionen simmtlich als homogene ganze ganzzahlige
lineare Functionen derselben auszudriicken. Bezeichnet man diese neuen,
zur linearen Darstellung ausreichenden Elemente mit g, &), ', ..., 8o bildet

13*
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das System (), 1, £, ...) ein Modulsystem von jener besonderen schon
oben erwiihnten Beschaffenheit, vermoge welcher sich jede das Modulsystem
enthaltende Zahl der Art & als homogene lineare Function der Elemente
mit ganzzahligen, also dem Stammbereich % =1 angehorigen Coefficienten
darstellen lisst, und es ist auch fiir den Zweck dieser besonderen Darstellung
offenbar jedem anderen (g, £i, ', ...) dquivalent, welches die Eigenschaft hat,
dass jedes der Elemente des einen Systems eine homogene ganze ganzzahlige
lineare Function des anderen ist. Denkt man sich nun in dem System
(). 1), ...) jedes der Elemente als homogene lineare Function von irgend
welchen n derselben g, o, ... £f”, die nur linear unabhingig sein miissen,
dargestellt, so sind die Coefficienten rationale, ganze oder gebrochene Zahlen;
und wenn man in allen diesen Ausdriicken die ganzzahligen Coefficienten
durch Null ersetzt und die gebrochenen Coefficienten auf die durch ganz-
zahlige Differenzen von ihnen verschiedenen, positiven, echten Briiche redu-
cirt, so resultirt ein #quivalentes System (g, Zy, ... £, £"*9,...), welches die
ersten » Elemente mit dem urspriinglichen System gemein hat. Falls dieses
System iiberhaupt noch aus mehr als » Elementen besteht, so muss der
lineare Ausdruck von g{"*" durch g, r), ... rf” wenigstens eines dieser
r Elemente, z. B. 1, wirklich enthalten. Der Coefficient von g, in dem
linearen Ausdrucke ist dann ein echter Bruch, und es ist also die Diseri-
minante der » ganzen algebraischen Zahlen gz, r’, ... ™ kleiner als
die Discriminante der ersten » Elemente g, t), ... . Da nun schon in
dem System (g, %, &', ...), von welchem ausgegangen wird, die ersten
n Elemente als diejenigen angenommen werden konnen, deren Discriminante
moglichst klein ist, so ldsst sich das Resultat der obigen Deduction dahin
formuliren,
dass ein System von n+1 oder mehr ganzen algebraischen Zahlen
(thy Loy L'y -..) entweder durch ein solches ersetzt werden kann,
welches nur z von den Elementen g, enthilt, oder durch ein solches,
in welchem eine der Discriminanten kleiner ist als die kleinste von
allen, die aus den Elementen des ersteren Systems zu bilden sind.
Da indessen die Moglichkeit der Verkleinerung der Discriminanten einmal
aufhoren muss, so folgt schliesslich, dass jedes Modulsystem von ganzen
algebraischen Zahlen nter Ordnung (x), z, &', ...) durch ein Fundamental-
system (z', ", ... ) von nur » Elementen zu ersetzen ist. Fiir den
Fall, dass die Zahl Eins das fundamentale Modulsystem (z', ", ... ™)
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enthilt, ist dasselbe ein Fundamentalsystem der Art & oder des Art-
Bereichs (©).

Wird der Inhalt der vorstehenden Auseinandersetzungen gemiiss § 22
von den ,,Modulsystemen“ auf die , Formen* iibertragen, so ergiebt sich,
dass in dem hier behandelten Falle jede Grundform einer linearen mit nur
n Coefficienten absolut Hquivalent ist, und es kommt damit fiir die Theorie
der ganzen algebraischen Formen, welche aus dem absoluten Rationalitiits-
Bereich it =1 hervorgehen, ein neues Element der Entwickelung hinzu.
Um dies niher darzulegen, soll hier eine kurze iibersichtliche Aufstellung
dieser Theorie folgen, welche auch zeigen mag, dass die allgemeineren
Resultate sich in der Anwendung auf diesen besonderen Fall vollstindig
bewihren.

Aus dem absoluten Rationalitiits-Bereich der rationalen Zahlen geht
das Gesammtreich der ganzen algebraischen Formen hervor, deren Coef-
ficienten irgend welche ganze algebraische Zahlen sind. Alle ganzen ratio-
nalen Functionen von Formen des bezeichneten Formenreichs, speciell auch
alle ganzen algebraischen Zahlen, gehoren selbst dazu, und man bleibt also
- bei jeder ganzen rationalen Operation innerhalb des bezeichneten Gebiets.
Diesem gesammten Formenreiche selbst, nicht den einzelnen Gattungs- und
Art-Bereichen von ganzen algebraischen Formen, welche dasselbe in sich
* schliesst, gehoren die Begriffe des Conjugirt-Seins, der Norm*), des Ent-
_halten-Seins und der absoluten Aequivalenz der Formen an, den einzelnen
" Art-Bereichen aber die Begriffe der relativen Aequivalenz und der Funda-
mentalform, und fiir den Begriff der Irreductibilitit der Form ist der Gat-
tungs-Bereich massgebend.

Eine ganze rationale Form ist primitiv, wenn ihre Coefficienten nicht
simmtlich einen gemeinsamen Theiler haben; eine ganze algebraische Form
ist primitiv, wenn ihre Norm primitiv ist. In dem hier betrachteten Formen-
reiche sind alle primitiven Formen eigentlich primitiv. Die algebraischen
Einheiten werden von der Gesammtheit der primitiven Formen mit umfasst,
welche oben auch als Einheitsformen bezeichnet wurden. Eine Form F ist
in einer anderen Form F, enthalten, wenn jeder Coefficient von F, sich als
eine ganze lineare homogene Function der Coefficienten von F so darstellen
ldisst, dass die Coefficienten dieser Function ganze algebraische Zahlen

*) Nur der Begriff der ,Partialnorm“ gehort der einzelnen Gattung an.
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werden (vgl § 22, T und § 21, II). Die zweite hiermit sich vollig deckende
Begriffshestimmung fiir das Enthalten-Sein von F in F, ist hier fast wortlich
nach § 22, IX' anzufiigen: Eine Form F ist in F, enthalten, wenn eine
primitive Form (Einheitsform) E existirt, fiir welche das Product E.F, durch
F, im gewohnlichen Sinne des Wortes, theilbar wird. Zwei Formen sind
absolut dquivalent, wenn sie sich gegenseitig enthalten. Jedes der Coef-
ficienten-Systeme iquivalenter Formen ist also durch das andere in linearer
homogener Weise mit ganzen algebraischen Coefficienten darstellbar, und
der Quotient von zwei #quivalenten Formen ist gleich dem Quotienten von
zwei primitiven, Dass Formen mit denselben Coefficienten, die sich also
nur durch die Unbestimmten von einander unterscheiden, absolut dquivalent
sind, folgt unmittelbar aus der ersteren der beiden Aequivalenz-Bedingungen.
Jede primitive Form (Einheitsform) ist diquivalent Eins, also eine ,Einheit"
im Sinne der absoluten Aequivalenz. In demselben Sinne ist alsdann eine
Form F, die in F, enthalten ist, als ein Theiler von F,, und eine lineare
homogene Function von zwei oder mehreren Formen o' F'+ «"F" 4 ... mit
den unbestimmten Coefficienten «', «", ... als der grosste gemeinschaftliche
Theiler von F', F", ... zu bezeichnen.

Bei Festsetzung eines bestimmten Grattungs-Bereichs (&) ist jede ganze
algebraische Form nach § 22, XIII einem unversinderlichen Product irre-
ductibler Formen (Primformen) équivalent. Bei Festsetzung eines bestimmten
Art- Bereichs (&) der Ordnung n ist jede ganze algebraische Form einer
linearen Grundform desselben Bereichs absolut dquivalent, also auch speciell
einer solchen, die eine lineare Function von nur » Unbestimmten «', «”, ... «®™
mit ganzen algebraischen dem Art-Bereich (&) angehorigen Zahlcoefficienten
ist, und es soll fernerhin in diesem Paragraphen der Ausdruck ,,Grundform*
nur in der angegebenen engeren Bedeutung gebraucht werden. Primitive
lineare Grundformen sind diejenigen, deren Coefficienten ein Fundamental-
system des Art-Bereichs (&) bilden und zwar ein solches von nur » Elementen.
Ist eine lineare Grundform F in irgend einer Form F, enthalten, so lisst
gie gich nach § 22, IX in F, dadurch transformiren, dass fiir die Unbestimmten
von F ganzzsahlige Formen mit den Unbestimmten von F, substituirt werden,
d. h. Formen, deren Coefficienten gewohnliche ganze Zahlen sind. Wenn
F, ebenfalls eine lineare Grundform ist, so sind auch die substituirten Formen
linear, und es findet daher die Transformirbarkeit in dem gewdhnlichen
Sinne des Wortes statt, dass die Form F in F, durch eine lineare ganz-
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zahlige Substitution tibergefiihrt werden kann. Fiir die absolute Aequivalenz
linearer Grundformen ergiebt sich hieraus als nothwendige und hinreichende
Bedingung, dass die eine in die andere durch eine ganzzahlige Substitution
mit der Determinante Eins transformirt werden kann. Die Vergleichung
mit der obigen auf die Composition gegriindeten Aequivalenz-Bedingung
fiihrt daher zu dem Schluss, dass die Existenz einer Transformation von

%’l&(h) $(h) in zk‘o(k) y(k) (h’ k=1, 2,... ")
durch eine Substitution
a® = %‘chk o® (hk=1,2,...n)
oder
y(k) — %chk z® (hk=1,2,,..n)

mit ganzzahligen Coefficienten ¢, deren Determinante gleich Eins ist, zugleich
die Existenz von zwei primitiven Formen E, E’' mit den Unbestimmten u,
v bedingt, fiir welche die Gleichung

(urwr_*_un n+ +u(n) :l‘(")) E = (”nyr_l_vn n+ +‘U(”)y(”)) E'
besteht. Eine solche Gleichung begriindet nach § 15 die Aequivalenz der
beiden aus den Linearformen gebildeten Divisoren
mod [ '+ 4" "+ + 2™ ™) co mod[v'y’ +0"y" +- -+ oM y™],
und die Entwickelungen a. a. O. geben das Mittel, geeignete primitive
Formen E und E' zu bestimmen. Das Product
W' +a" 2"+ +uP ™). Fm (o' y' +0"y" +-- 0@ gy™)

muss nimlich durch »'y'+0"y"+ - +0™ y™ theilbar und der Quotient alsdann,
ebenso wie die mit Fm bezeichnete Form, primitiv sein. So sind, um ein ein-
faches Beispiel aus der durch ¥—31 bezeichneten Species ganzer algebrai-
scher Formen anzufiihren, die drei Formen

bu+(2+V—31Do', (1+3V=31)v+1—-2V=31D)0, bw+(1—-2V—31w'
einander absolut dquivalent. Nur die ersten beiden sind Grundformen der
Species, die dritte gehort einer darin enthaltenen Species an; desshalb sind
auch die Substitutions-Coefficienten bei den Transformatlonen der ersten
beiden in einander und in die dritte gewdhnliche ganze Zahlen, aber bei
der Transformation der dritten in eine der beiden ersten sind es ganze alge-
braische Zahlen der Species. In der That sind

v =—v+0 o =20u+v,6 w=wtw w® =u+2(6+l/r3—1)u'
o =30—20' o =3utu o =—20 o =E—V-31)d
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die betreffenden Substitutionen, und die Gleichung

5u+(2+V—3Du' _ 5uv (2 +V=3Duwo+(1 +27Y—31)us' — (12— Y —31u'0')
5v+(1 —2y—31)' 50" + 200’ + 250"
legt den Quotienten der ersten und dritten Form als Quotienten von zwei
primitiven Formen dar.

Die ganzen algebraischen Zahlen der Art © und alle ihnen absolut
dquivalenten Formen bilden die Hauptclasse derselben. Zwei Formen der
Art @ sind einander relativ #quivalent, wenn sie, mit Formen der Haupt-
classe multiplicirt, einander absolut idiquivalent werden, d. h. also wenn sie
sich im Sinne der absoluten Aequivalenz nur durch algebraische Zahlfactoren
von einander unterscheiden. Im Sinne der relativen Aequivalenz verhalten
sich also die Formen der Hauptclasse wie Einheiten (vgl. § 23, I'). Die
Gesammtheit unter einander relativ #quivalenter Formen bildet je eine
Formenclasse der Art €. Nach der zweiten, in § 23, II gegebenen Defi-
nition sind zwei Formen relativ iquivalent, wenn die Verhdltnisse der Coef-
ficienten je einer derselben in diejenigen der Coefficienten der anderen durch
eine lineare Substitution mit ganzen algebraischen Zahlcoefficienten des Art-
Bereichs (&) transformirbar sind. Wendet man diese Aequivalenz-Bestimmung
auf die linearen Grundformen mit » Coefficienten an, so ergiebt sich als noth-
wendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass

W' +u'z +Fu®a™  relat. aequ. o'y +o"y" + Fo®y®
ist, die Existenz einer Substitution
2™ = %’c,ky(") :%c%y(") PR %c,,ky(") k=1,2,...),

bei welcher die #° Coefficienten ¢ ganze Zahlen mit der Determinante Eins
sind. Diese Aequivalenz-Bedingung ist besonders hervorzuheben, insofern
eine vollig neue Auffassungs- und Behandlungsweise der ganzen algebraischen
Zahlen eines bestimmten Art-Bereichs (&) darauf gegriindet werden kann.
Die ganze Theorie charakterisirt sich dann als eine solche der Proportionen
von n» Zahlen der festgesetzten Species, welche begrifflich in Systeme zu-
sammen zu fassen sind. Ich beabsichtige in einer niichsten Abhandlung,
in welcher ich die speciellere Theorie der ganzen algebraischen Zahlen ent-
wickeln werde, auch auf diese Theorie der Proportionen niher einzugehen,
und bemerke hier nur noch, dass ich durch meine Untersuchungen iiber die
singuldren Moduln der elliptischen Functionen zuerst auf den hier ange-
gebenen Gresichtspunkt aufmerksam geworden bin; denn dort dréingten sich
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mir die (im Allgemeinen) gebrochenen, durch Gleichungen ax®+bx+c=0
definirten algebraischen Zahlen x, also die Verhiltnisse zweier ganzen alge-
braischen Zahlen bestimmter Art, als Gegenstand arithmetischer Behandlung
auf, und zwar in der Weise, dass die Aequivalenz-Bestimmung zweier durch
die Gleichungen aa’ +bx+ ¢ = 0, a,z5+ byxw,+ ¢, = 0 erklirten algebraischen
Zahlen x und x, mit derjenigen der quadratischen Formen (a, b, ¢), (a, by, ¢,)
iibereinkommt.

Gemiss der dritten in § 23, III aufgestellten Definition sind zwei
lineare Grundformen (von = Gliedern) relativ iquivalent, wenn sie nach
Multiplication mit ganzen algebraischen Zahlen der Species & durch lineare
Substitutionen, deren Coefficienten gewthnliche ganze Zahlen sind, in ein-
ander transformirt werden konnen. Diese Definition ist unmittelbar auf die
zerlegbaren homogenen Formen nter Grades anzuwenden, welche aus den
linearen Grundformen entstehen. Es seien nimlich

n _n

urt+d x -I—n-—l—u(")a:("), v'y'—{-'v"y"+-“+v(")y(")

einander relativ idquivalente lineare Grundformen der Species &; ferner
seien z', y’ ganze algebraische Zahlen der Species &, und es gehe

g +u' 2" e u 2™
in

2’ ('Y + 0"y 4 0P y)
mittels “einer Substitution 7

u® = cuv'+cpv+ -+ ¢po® (h=1,2,...n)
iiber, bei welcher die »* Substitutions- Coefficienten ¢, gewdhnliche ganze
Zahlen mit der Determinante Eins sind, so dass die Gleichung

(A) y() ] %‘u(ln) w(h) — (DU ] %‘ v(k) y(k) t k=1,2, ... )
unter der Transformations-Bedingung
(B) u"= %‘chk,v(k)’ lchkl =1 ( k=1,2, ... %)

besteht. Wird nun in (A) auf beiden Seiten die Norm genommen und zur
Abkiirzung

Nmz’'=X, Nmy'=Y,
ferner gemiiss den Bezeichnungen in § 14:
Nm (v '+ 4" 2"+ 4+ uW2™) = P.Fm(s'c'+u" 2"+ + 4™ ™),

Nm (,v' y'+ ”uy,r_l_ oo o™ y(n)) —_ QFm (v'y'-i- v"y"+--~ + o™ y(,,))
Journal fir Mathematik Bd. XCII. Heft 2. 14
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gesetzt, so resultirt die Gleichung
P.Y.Fm(u' z'+o" "+ +u@az®) = 0. X.Fm(v'y'+0"y"+ -+ 0™ y™),
und es muss daher, da beide mit F'm bezeichneten Formen primitiv sind,
Fm (u'w'-}—u" -’B"+ ...+u(") :l:(")) = Fm (vr y'+v"y"+--- +”(,,)y(,,))
sein, d. h. die eine dieser Formen muss in die andere durch die Substitution
(B) tibergehen. Die primitiven Formen
Fm (' z'+u" 2"+ +u™ ™)
sind nichts Anderes als die ,allgemeinen, in Linearfactoren zerlegbaren, homo-
genen ganzen ganzzahligen Formen mit einer ihrer Dimension gleichen Anzahl
von Unbestimmten®; es sind dies diejenigen Formen, welche bisher hauptséich-
lich fiir die Verallgemeinerung der bindren quadratischen Formen ins Auge
gefasst worden sind. Da jedoch die Theorie derselben aus derjenigen der
linearen Grundformen unmittelbar resultirt, so charakterisirt sie sich nur als
ein gewisser Theil der allgemeinen Theorie der ,ganzen algebraischen Formen“.
Aber diese Theorie hat nicht bloss den Vortheil grosserer Allgemeinheit fiir
sich, sondern sie entspricht auch nicht minder den leitenden Gedanken der
Gaussschen Einfiithrung von Unbestimmten in die Arithmetik als denjenigen
der Kummerschen Schopfung der idealen Zahlen, und indem sie einerseits
die Anwendung der unbestimmten Grossen iiberhaupt weiter entwickelt,
andererseits die idealen Divisoren zu wirklichen algebraischen Ausdriicken
mit unbestimmten Grossen umbildet, vermittelt sie die beiden ,entgegenge-
setzten” Auffassungen der Theorie der zerlegbaren Formen und derjenigen
der complexen Zahlen. Mit derselben Uebersichtlichkeit wie bei den Kummer-
schen idealen Zahlen lassen sich bei den ganzen algebraischen Formen alle
aus der Compositions-Theorie hervorgehenden Resultate entwickeln, und ich
habe dies schon in einer an Herrn Scherings Abhandlung iiber die Funda-
mentalclassen*) ankniipfenden Arbeit**) gezeigt, in welcher — nach der
hier eingefiihrten Terminologie ausgedriickt — gewisse Beziehungen zwischen
der Classenanzahl ganzer algebraischer Formen einer Gattung und derjenigen
von Formen ,enthaltener” Gattungen dargelegt sind. Aus denselben Prin-
cipien ldsst sich die einer elementareren Sphire angehirige Bestimmung des
Verhiiltnisses der Classenanzahlen fiir die verschiedenen Arten einer Gattung

*) ,,Die Fundamentalclassen der zusammensetzbaren arithmetischen Formen“ von
Ernst Schering (Abhandlungen d. Konigl. Gesellsch. d. Wissensch. zu Gottingen,
Bd. X1V, 1869).

#¥) Monatsbericht der Berliner Akad. d. Wissensch. 1. Dec. 1870,
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herleiten, und zwar desshalb in so einfacher Weise, weil die zu den Fun-
damentalclassen der Haupt-Art © bei irgend einer anderen Art & hinzukom-
menden Classen nur Formen enthalten, welche Producte von primitiven
Formen und von solchen ganzen algebraischen Zahlen der Haupt-Art & sind,
die sich in der Art € nur als gebrochene Zahlen darstellen lassen.

Die verschiedene Dichtigkeit in verschiedenen Classen zerlegharer
Formen wird in der ersten Kummerschen Abhandlung mit Recht als ein
wesentlicher Mangel der Theorie der zerlegbaren Formen gegeniiber der
Theorie der complexen Zahlen bezeichnet. Dieser Mangel riihrt davon her,
dass die Linearfactoren, welche als ,,ganze algebraische Formen“ fiir sich zu
behandeln sind, in den zerlegharen Formen durch die Multiplication con-
fundirt werden. Die ganzen algebraischen Formen haben also mit den
Kummerschen idealen Zahlen auch den Vorzug gemein, dass ihre Dichtig-
keit in jeder Classe dieselbe ist. Diese Vorbedingung eines sachgemissen
Begriffes der Classenanzahl findet sich némlich bei zerlegbaren Formen nicht
erfiillt, wenn die conjugirten Linearfactoren nicht simmtlich verschiedenen
Gattungen angehoren, und wenn die gewohnliche (auf die lineare Trans-
formation mit der Substitutions-Determinante Eins basirte) Aequivalenz-Be-
stimmung nicht modificirt wird. Gauss hat bei den quadratischen Formen
eine solche Modification eingefiihrt, indem er die ,eigentliche Aequivalenz*
durch die Bedingung positiver Substitutions-Determinanten beschriinkt; diese
Weise der Beschrinkung passt freilich nicht fiir Formen, welche mehr als
zwei Unbestimmte enthalten, aber es lassen sich dann andere geeignete Be-
schrinkungen aufstellen, und das massgebende Princip fiir die einzufiihrende
Aequivalenz-Bestimmung ist,

dass auf Grund derselben jede der Classen gleich dicht und ihre

Anzahl miglichst klein werde.
Die ganzen algebraischen Formen haben endlich vor den zerlegbaren Formen
das voraus, dass sie allen rationalen Rechnungsoperationen — nicht, wie
diese, bloss dem in der Composition enthaltenen Multiplications-Verfahren —
unterworfen werden konnen; sie konnen also, genau so wie gewohnliche
ganze Zahlen oder wie ganze Functionen von Variabeln, zu einander addirt,
mit einander multiplicirt und auch durch einander dividirt werden, und wenn
alsdann die Rechnungsresultate, d. h. die aus der Rechnung hervorgehenden
Formen durch die ihnen absolut dquivalenten linearen Grundformen ersetzt
werden, so tritt an die Stelle der Gleichheit die Aequivalenz.

14%
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§ 25.

Die Fundamentalgleichungen; die Discriminanten-Formen und ihre Divisoren der verschiedenen Stufen.

Wenn mit «', ", ... 2™, wie in § 8, die Elemente eines Fun-
damentalsystems der Art & bezeichnet und die » Conjugirten jedes Elements
durch untere Indices von einander unterschieden werden, so bilden die
n(n+m) ganzen algebraischen Grissen

x® G=1,% .0k =1,2,...n4m)

ein System, aus welchem das fundamentale System der Discriminanten her-
vorgeht, wenn man die verschiedenen Determinanten ater Ordnung des Systems
z® bildet und jede derselben zum Quadrat erhebt. Nun ist schon a. a. O.
eine ,Form“ gebildet worden, welche dieses Discriminanten-System vertritt,
indem ein System von m(m+ ) ,,Unbestimmten*

m%k) (h=n+ln42,..04m; k=1,2,...n+m)

eingefiihrt und alsdann das Determinanten-Quadrat

Iw’(cfr)IQ (b k=1,2,...n+m)

gebildet wurde. Es ist dies gemiss der Definition § 15, I eine ganze (ra-
tionale) Form des natiirlichen Bereichs [R', R", R",...] mit den m (m +») Un-
bestimmten «3,, «®,, ... ¥, , und diese kann durch jede ihr absolut dqui-
valente Form, z. B. auch durch eine lineare, ersetzt werden. Kine solche
Form soll nunmehr als ,, Discriminanten—Form der Art & oder des Art-
Bereichs (©)“ bezeichnet werden; denn sie repriisentirt — wie die Dar-
legungen in § 8, verbunden mit den Entwickelungen in § 22, ergeben —
den Complex der simmtlichen Discriminanten des Art-Bereichs. Nimlich:

I. Die Discriminanten-Form ist der grosste gemeinschaftliche Theiler
aller Discriminanten von je » ganzen algebraischen Formen des
Art-Bereichs und als solcher dessen vollstindige Invariante.

Wenn fiir einen Art-Bereich (&) ein Fundamentalsystem von nur » Elementen
existirt, so gehort die Discriminanten-Form der Hauptclasse an, und an ihre
Stelle tritt dann jene ganze rationale Form von &', ", R, ..., welche in
§ 8 ,,die Discriminante der Art“ genannt worden ist.

Nach der im Anfange des vorigen Paragraphen aufgestellten Defi-

nition reprisentirt der Ausdruck

ulw'+ u"m”‘l' vee 'l‘ u(u +m)£(n+m)
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eine ,lineare, eigentlich primitive Fundamentalform* mit den Unbestimmten
u, und soll, weil er die Art & repriisentirt, wenn an Stelle der Unbestimmten
u ganze QGrossen des natiirlichen Bereichs [R', R",R'",...] treten, einfach
mit & bezeichnet werden. Wird das Product

11 (.’E _ ul a:; _ ullw;"_. o o _u(”+m) wgn‘l-m)) (i=1,2,..n)
1
mit F(x) und das Produet
H(.’l‘—’M'-’D;,"‘ u"a:;,’ —e — g tm) w’(ln+m)) (h=n+1n+2...04m),
i "

in welchem die Grossen x,, wie oben, m(m+n) Unbestimmte bedeuten, mit
F(x) bezeichnet, so geniigt jene mit & bezeichnete eigentlich primitive
Fundamentalform der Gleichung

3©) =0,
welche desshalb die ,, Fundamentalgleichung des Art-Bereichs ()% genannt
werden soll.

Dem in § 8 aufgestellten Determinantensatze kann auf Grund der
spiteren Entwickelungen eine einfachere Fassung gegeben werden. Dort
lautete ndmlich der Satz so, dass die n(»—1)t Potenz der Determinante
von # linearen Ausdriicken

zk"aikuk G k=1,2,...0)

eine lineare ganze homogene Function der Coefficienten @ ist, welche bei
der Entwickelung des Productes

g(%'ahkuk-%'aikuk) Cuisk=1,2, .05 h==4)

auftreten. Da hiernach |a,["™" fiir das ,Modulsystem* & congruent Null,
also auch durch jede Form theilbar ist, deren Coefficienten die Elemente
dieses Modulsystems sind, so ist -

l@, "D theilbar durch {,I (S apu,—Z ayw,) @iy k=1,2, ... m)
im Sinne der absoluten Aequivalenz.

Die Discriminante der Gleichung $(x) =0 ist ein Theiler der Dis-
criminante der Gleichung  (x).F(z) = 0, und diese wiederum, gemiiss jenem
Determinantensatze, wie er hier formulirt worden ist, ein Theiler von

|k D G ¥=1,2,...0),
Mit Benutzung des obigen Satzes I folgt also der Satz:

II. Fiir jeden Art-Bereich ist die Discriminante der Fundamentalglei-
chung ein Theiler der n(n—1)ten Potenz der Diseriminanten-Form,
und enthélt daher ausser der Discriminanten-Form selbst nur noch
Theiler derselben.

)
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Werden alle einzelnen Elemente des Fundamentalsystems ', =", ', ...
als ganze Functionen (r—1)ter Grades von & ausgedriickt, so erscheinen
die Coefficienten als Briiche, und zwar als ganze rationale Formen des
Bereichs [R', R", R, ...}, dividirt durch die Discriminante der Fundamental-
gleichung. In der reducirten Gestalt haben diese Briiche also nur solche
Nenner, welche Theiler der Discriminante der Fundamentalgleichung sind.
Denkt man sich alle diese Nenner, welche ganze ganzzahlige Functionen
der Variabeln R und der Unbestimmten # sind, nach § 4 in ihre irreduc-
tibeln Factoren zerlegt, und dieselben in zwei Gruppen gesondert, von denen
die eine die (eigentlich oder uneigentlich) primitiven Formern (mit den Un-
bestimmten #), die andere die rationalen Grossen des Bereichs [R', R", R"',...]
umfasst, 8o kann die Discriminante der Fundamentalgleichung nur in dem
Falle, nach Division durch die Discriminanten-Form, noch Theiler derselben
enthalten, wenn iiberhaupt Factoren jener zweiten Gruppe vorkommen. Ist
dies also nicht der Fall, so ist die Discriminante der Fundamentalgleichung
der Discriminanten-Form &quivalent, wenigstens in jenem fritheren weiteren
Sinne, dass sich die eine von der anderen nur durch Factoren unterscheidet,
welche (eigentlich oder uneigentlich) primitive Formen sind. Man findet
aber leicht Beispiele von Art-Bereichen, fiir welche eine solche Aequi-
valenz nicht besteht, also die Discriminante der Fundamentalgleichung
einzelne irreductible Divisoren der Discriminanten-Form, und zwar solche
erster Stufe, in grosserer Anzahl enthilt, als die Discriminanten-Form selbst.
Anders verhiilt es sich bei der Haupt-Art, welche nunmehr allein betrachtet
werden soll.

Sind &/, ", ... «“*™ die Elemente des Fundamentalsystems der
Haupt-Art & oder der Gattung &, so soll die lineare eigentlich primitive
Fundamentalform

ur a:'+u"a:"+m+u("+'”) m(u+m),

weil sie alle ganzen algebraischen Grissen der Gattung repriisentirt, mit &
bezeichnet werden. Wird nun fiir eine Variable R

%(m) — H(%R—u':c,’-—u"w;-'—"‘_“("J'"')fnz("“')) G=1,2, ... m)
1]

gesetzt, die Discriminante der Gleichung F(R)=0 mit D und das Deter-

minanten - Quadrat
| k. [* k=1, 2, ... n)

mit D bezeichnet, so soll



Kronecker, Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen Griossen. 111

F(R) =0 die ,,Fundamentalgleichung der Gattung“,

D die ,Discriminante der Fundamentalgleichung der Gattung“ und

D die ,,Discriminanten-Form der Gattung“
genannt werden. Nach dem obigen Satze I ist alsdann D der grosste ge-
meinschaftliche Theiler aller Discriminanten der Gattung, also auch ein
Theiler von ®, und nach dem Satze II ist D wiederum ein Theiler von
D=1, Bedeutet nun § eine ganze algebraische Form, welche aus der
Form @ entsteht, wenn die Unbestimmten o', «”, ... durch o', o", ... er-
setzt werden, unterscheidet man ferner die Conjugirten von & und §, den
conjugirten Werthen der Elemente « entsprechend, durch untere Indices von
einander, so ist

H:—H = %”m (a{P— z(P) (=1,2, ... ntm),

Dieser Ausdruck stellt eine ganze algebraische Form dar, welche nach § 17,
IT durch den algebraischen Divisor

mod [= u® (P —a™M)] oder mod[®;— &,] (=1, 2, ... ntm)
theilbar ist, und nach der in § 14 eingefiihrten Bezeichnungsweise ist daher

o Fm (-6

eine ganze algebraische Form. Demgemiss ist auch

Fm (®,— @k\%‘%:—g‘k— (k=1,2, ...i-1, i+1, ... n)

eine ganze algebraische Form und zwar von der Gattung &, Denkt man
sich § als ganze Function (»—1)ten Grades von & dargestellt, so erscheinen,
wie oben erwihnt, die Coefficienten als Briiche mit Nennern, deren irre-
ductible Factoren dort in zwei Gruppen gesondert worden sind. Die Fac-
toren der ersten Gruppe, welche in den Nennern vorkommen, kdnnen nun,
da sie primitive Formen sind, weggeschafft werden, wenn § mit einer dazu
erforderlichen primitiven Form multiplicirt wird. Nachdem dies geschehen,
mogen alle diejenigen Glieder der Form weggelassen werden, in welchen
die Coefficienten der Potenzen von & ganz sind. Ist alsdann &™ die hochste
Potenz von ®, welche in der resultirenden Form, die mit £° bezeichnet
werden moge, vorkommt, so ist der Coefficient von &™ ein Bruch, dessen
Nenner N, da er nur Factoren jener zweiten Gruppe enthiilt, eine Grosse
des Bereichs [R',R", R",...] ist. Derselbe Coefficient bildet aber, multi-
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plicirt mit (» —m), den Coefficienten von &, d. h. der hochsten Potenz von
®, in der Form

m(®,—,). %"g g: (=1,2, =1, i1, . w),

und wenn also der Nenner N nicht eine in (z—m) enthaltene Zahl ist, so
kann aus dieser Form auf die angegebene Weise eine neue gebildet werden,
welche in Beziehung anf & nur vom (m— 2)ten Grade ist. Solche Formen
kionnen aber nicht von beliebig kleinem Grade m existiren, namentlich nicht
solche, fir welche m = 0 ist, und es ergiebt sich demnach, dass, wenn die
mit «', 2", ... bezeichneten Elemente der Form § als ganze Functionen
von & dargestellt werden, in den Coefficienten als Nenner nur eigentlich
primitive Formen und solche Factoren der Discriminanten-Form auftreten
konnen, welche uneigentlich primitive Formen mit den Unbestimmten u
oder ganze Zahlen aus der Reihe 2, 3, ... —2 sind. Diese Zahlenreihe
kann noch weiter beschriinkt werden, aber statt hierauf niher einzugehen,
soll die wichtigere Bemerkung angefiigt werden, dass diese Zahlenreihe und
demnach die zweite Alternative iiberhaupt wegfillt, wenn die Gattung &
keine Conjugirte hat, also eine Galoissche Gattung ist. In diesem Falle
kann ndmlich die Form

55" bk Fm (®,—,)

selbst, weil sie alsdann ebenfalls zur Gattung & gehort, an Stelle der oben
daraus gebildeten Summe, zur Reduction verwendet werden, und wenn man
diese aus 9" gebildete Form mit §' bezeichnet, dann aus §' ebenso eine
Form $" u. s. w. bildet, so reducirt sich ™ einfach auf den Coefficienten,
welcher in §" mit @™ multiplicirt ist. Da dieser Coefficient hiernach eine
ganze rationale Grosse des Bereichs sein muss, so kann ein Nenner N der
zweiten Gruppe {iiberhaupt nicht vorkommen. Die vorstehende Deduction
stimmt ihrem wesentlichen Inhalte nach mit derjenigen iiberein, welche ich
in § 5 meiner Abhandlung ,,iiber die Discriminante algebraischer Functionen
einer Variabeln*)* gegeben habe; aber mit Hiilfe der in der vorliegenden
Arbeit enthaltenen Entwickelungen konnte die Darstellung vereinfacht und
der Kern der Sache bloss gelegt werden. Die Deduction zeigt,

#) Journal fir Mathematik, Bd. 91, S. 301 sqq.
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III. dass fiir irgend eine Gattung & die Discriminante der Fundamen-
talgleichung © entweder mit der Discriminanten-Form der Gattung
D im Sinne der vollstindigen absoluten Aequivalenz (§ 22, X°)
iibereinstimmt oder doch, in demselben Sinne der Aequivalenz,
ausser D selbst nur noch solche Divisoren von D enthalten kann,
welche Formen hoherer als erster Stufe oder — falls die Gattung
® Conjugirte hat — Zahlen aus der Reihe 2, 3, ... n—2 sind.

Ob in Wirklichkeit solche iiberfliissigen Zahlentheiler in der Discriminante
der Fundamentalgleichung vorkommen, habe ich noch nicht ermitteln konnen;
ich habe mich vergeblich bemiiht ein Beispiel dafiir aufzufinden, habe aber
ebensowenig vermocht das (egentheil zu beweisen. Jene Beschrinkung
ist also vielleicht unnithig; im Wesentlichen hat das aus dem obigen (III)
abzuleitende fernere Resultat,

IV. dass die gesammte arithmetische Theorie der algebraischen Grossen
auf eine Theorie der ganzen ganzzahligen Functionen von Variabeln
und Unbestimmten zuriickgefiihrt werden kann,

seine Geltung; es ist fiir die frither allein betrachteten Divisoren erster Stufe
auch von jeder Einschriinkung zu befreien, und weil es auf diese angewendet
und an denselben niher erliutert werden soll, moge es hiermit specieller
formulirt werden:
IV". Die arithmetische Theorie der algebraischen Grossen eines durch
(G, R, RN, ... R®D) bezeichneten Gattungs-Bereichs ist durch die
Theorie der ganzen rationalen ,Formen“ eines natiirlichen Ratio-
nalitéits-Bereichs von n Variabeln (%', %', ... R®=Y) zu ersetzen, und
zwar so, dass dabei an die Stelle der jenem Gattungs- Bereich
angehorigen ganzen algebraischen Formen mter Stufe diejenigen
ganzen rationalen Formen dieses natiirlichen Rationalitits-Bereichs
treten, deren Stufenzahl m-1 ist.
Einzig und allein die Formen hiherer als erster Stufe, welche Factoren
der Discriminanten-Form von & sind, wiirden da, wo die obige zweite
Alternative eintritt, eine besondere Behandlung (z. B. ein Zuriickgehen auf
eine hohere Gattung) erfordern; fiir die Formen erster Stufe aber soll jene
principiell wichtige Reduction vom Algebraischen auf das Rationale hier
vollstindig dargelegt werden.
Es bedeute (R) =0, wie oben, die Fundamentalgleichung der durch

& Dbezeichneten Gattung, so dass F(®) =0 wird; es sei ferner P eine irre-
Journal fir Mathematik Bd. XCII. Heft 2. 15
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ductible ganze rationale Function der Variabeln %', R", R", ..., also eine
Grosse des Rationalitiits-Bereichs [R', R, R",...], und es sei endlich mit
F(R) irgend eine ganze Function von R, deren Coefficienten Grossen des-
selben Bereichs [R', R, R",...] sind, d. h. also eine ganze ganzzahlige
Function von R, R, R", R, ... bezeichnet. Alsdann lisst sich die noth-
wendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass

NmF(®)=0 (mod. P)
sei, dadurch ausdriicken, dass die beiden Formen
P4+oF(®), P+oF®R)
einen gemeinschaftlichen Theiler zweiter Stufe haben. Ist dies némlich nicht

der Fall, so kann die Resultante der Elimination von %R aus { (R) und F(R)
nicht durch P theilbar sein, und da dieselbe in der Form

D (R)FR)+ FR)FHR)

dargestellt werden kann, so ist sie auch gleich & (®)F(®). Die Norm
dieses Products Nma (®).Nm F(®) ist also die nte Potenz der Resultante
und folglich Nm F(®) nicht durch P theilbar. Wenn aber andererseits jene
beiden Formen einen gemeinsamen Theiler zweiter Stufe haben, so muss
wenigstens einer der irreductibeln Factoren von P+ v (R) in P4 oF(N) ent-
halten sein. Die erstere der beiden Formen ist eine Form zweiter Stufe,
und ihre irreductibeln Factoren sind, wie nachher (S.117) gezeigt werden soll,
simmtlich von einander verschieden. Wird von Formen hoherer als zweiter
Stufe abgesehen, d. h. werden diese idquivalent Eins angenommen, so wie
es bei den algebraischen Divisoren in §§ 14 sqq. schon mit den Formen
zweiter Stufe geschah, so lisst sich die Zerlegung durch folgende Aequi-
valenz darstellen:

(4 PH+oF®R) co (P+o,F:(R)(P+0: T (R))...,
und es ist hiernach die auf alle Wurzeln der Gleichung g, (R) = 0 bezogene
Norm von (R) durch P theilbar. Diese Norm ist ihrem absoluten Werthe
nach mit Nm;, (&) identisch, so dass die Congruenz
(B) Nm(P+9,F(@)=0 (mod.P)
besteht. Die Voraussetzung, dass die Form P+ pF(R) in P+oF(R) ent-
halten sei, hat demnach in der That die Congruenz
Nm(P+oF(@)=0 (mod. P)
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und also schliesslich auch die Congruenz
NmF(@)=0 (mod.P)
zur Folge. — Die obige Zerlegung der Form P+ v (R) in irreductible For-
men zweiter Stufe kann aus der Zerlegung der Congruenz §(R)=0 (mod. P)
in ihre (mod. P) irreductibeln Factoren hergeleitet werden. Wird néimlich eine
solche Zerlegung durch die Congruenz
©) FIR=LFR)"LF)™... (mod.P)

dargestellt, in welcher unter den Functionen f;(R), f, (R), ... irreductible, im
Sinne der Congruenz modulo P, zu verstehen sind, so bedeutet diese Con-
gruenz nichts Anderes als eine Gleichung

) FR) = AR LR +P.FWR).
Da § (RN) irreductibel ist, so kann der grosste gemeinschaftliche Theiler von
FR) und f,(R)", im Sinne der Congruenz modulo P, nur eine Potenz von
fi(R) sein, deren Exponent kleiner als n, ist, und die Zerlegung von F(R)
liefert daher eine Gleichung
F®) = AR)" L™+ P.F®R),

in welcher n, > m,, 1, > m,, ... ist. Zerlegt man hier wieder F(R) und
fihrt dann in derselben Weise fort, so gelangt man schliesslich zu einer
Gleichung, in welcher die mit P multiplicirte Function von %, im Sinne der
Congruenz modulo P, keinen der Factoren f,(R), ,(R), ... mehr enthilt.
Fiir einen dieser Factoren z. B. fiir f,(R) resultirt daher eine Gleichung

D) F®R) = LA)"eR)+PLEA" @ (R) + P i (R) @2 (R) + -+ P o, (R),

in welcher ¢,(R), nach dem Modul P betrachtet, keinen Factor mit & (R)
gemein hat, also Nm ¢, () nicht durch P theilbar ist, und in welcher iiberdies
die Bedingungen

n=r, m=r—1 L =r-2 ...

erfilllt sind. Wenn nun in der Gleichung (D) fiir die Variable i der Werth
& substituirt wird, so resultirt eine Gleichung fiir den Bruch

P
O] Nme, (),

welche denselben als ganze algebraische Form charakterigirt, und da dieser
Bruch anch als ein solcher mit dem Nenner P dargestellt werden kann,
15%
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go folgt, dass P ein Theiler der Discriminanten-Form und zwar, da P eine
ganze rationale Grosse des Bereichs ist, zur zweiten Gruppe gehorig sein
muss. Nach dem obigen Satze (III) existiren -aber solche Theiler nicht,
ausser etwa — falls die Gattung & Conjugirte hat — Zahlen aus der Reihe
2, 3, ... n—2. Wenn ferner P nicht Theiler der Discriminanten-Form und
also auch nicht Theiler der Discriminante der Fundamentalgleichung ist, so
ist iiberhaupt keiner der Exponenten %,, #,, ... in der Congruenz (C) grosser
als Eins. Es ergiebt sich also aus vorstehender Entwickelung, dass — abge-
sehen von dem Falle, wo P eine der Zahlen 2, 3, ... »—2 und zugleich
Theiler der Discriminanten-Form ist, und wo iiberdies die Gattung & Con-
jugirte hat — stets

die durch die Gleichung (C) definirte Function (), im Sinne der

Congruenz modulo P, relativ prim gegen die Function (R) und

daher Nm$(®) nicht durch P theilbar ist.
Das hier entwickelte Resultat begriindet die vollkommene Regularitit der
durch die Congruenz (C) oder durch die Gleichung (C") dargestellten Zer-
legung der Congruenz $ (R) = 0 (mod. P) in ihre irreductibeln Factoren. Es
ergiebt sich daraus unmittelbar die Zerlegung von P in die irreductibeln
algebraischen Divisoren der Gattung &, auf welche im Anfange des § 18
(S. 60) hingewiesen worden ist, nimlich

(A4 Pcoomod[P+u,fi(®)]". mod [P+,f.(&)]™...,
g0 wie auch die Zerlegung der Form zweiter Stufe P+ (R) in ihre irre-
ductibeln Factoren: -

A) P+oFR) co P+, fi(R)) (P+0.£: (R)™)...,
und es ist also in jener Aequivalenz (A)

FXR =R F-R)=LZ)", ...

zu nehmen. Hieraus ist auch, wenn F(R), wie oben, irgend eine ganze
ganzzahlige Function von R, R', X", ... bedeutet, die Zerlegung der Formen

(E) F®)+oF@®)

(wie bei (4), im Sinne der Aequivalenz) herzuleiten. Unter den irreductibeln
Formen zweiter Stufe, welche bei Fixirung von §(R) als Factoren der
unendlich vielen Formen (E) auftreten, bilden diejenigen die Hauptclasse
(im Sinne der relativen durch Fixirung von (R) bedingten Aequivalenz,
genau iibereinstimmend mit der in § 23, I gegebenen Definition), welche unter
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den Formen (E) selbst vorkommen, also aus zwei Gliedern bestehen, deren
eines F(RN) selbst zum Coefficienten hat. Im Uebrigen sind es nimlich
Formen P+, f,(R)™, welche die irreductibeln Factoren der Formen (E) bilden.

Es ist wohl zu beachten, dass die Formen zweiter Stufe P+ v, f, (R)™,
auch wenn #n, > 1 ist, irreductibel sind. Die Zerlegung (A') der Formen
P+oE (N) ergiebt also, wie oben (S. 114) schon im Voraus erwéihnt worden
ist, stets ungleiche irreductible Factoren; aber bei der Zerlegung (A") von P
in algebraische Divisoren kommen dann und nur dann Divisoren mehrfach
vor, wenn P ein irreductibler Factor der Discriminanten-Form ist. Ist dies
nimlich ticht der Fall, so sind — wie schon oben (S. 116) hervorgehoben
worden — die Zahlen n,, n,, ... simmtlich nur gleich Eins. Wenn anderer-
seits P Factor der Discriminanten-Form ist, so muss wenigstens eine der
Zahlen grosser als Eins sein, weil dann die Function §(R) mit ihrer nach R
genommenen Ableitung, im Sinne der Congruenz modulo P, einen gemein-
samen Theiler hat. Der hier bewiesene Satz kann dahin formulirt werden,

dass von den simmtlichen irreductibeln ganzen rationalen Grossen

eines Bereichs [R', R", R",...] nur alle diejenigen, welche Theiler

der Discriminanten-Form der Gattung & sind, irreductible alge-

braische Divisoren der Gattung mehrfach enthalten. .
Fiir den Fall, wo die Gattung & Conjugirte hat, kann der Satz ohme
Weiteres aus der Geltung des Satzes fiir eine die Gattung & enthaltende
Galoissche Gattung erschlossen werden.

Tritt an Stelle eines beliebigen Rationalitiits-Bereichs [R', k", R",...]
der absolute der gewthnlichen ganzen Zahlen, so ist P Primzahl und die
oben eingefiihrte Grosse R die einzige Variable; es existiren also keine
Formen hoherer als zweiter Stufe, und jene Zerlegung (A") der Form zweiter
Stufe P+ v (R) in ihre irreductibeln Factoren gilt also im Sinne der voll-
stindigen absoluten Aequivalenz (§ 22, X"). Der Sache nach stimmt jene
Zerlegung mit derjenigen der Congruenz (R)=0 (mod.P) iiberein, und die
Benutzung dieser fiir die Zerlegung (A" einer Primzahl P in ihre alge-
braischen Primtheiler oder (nach der Kummerschen Ausdrucksweise) in ihre
idealen Primfactoren ist ebenso einfach als natiirlich. Wie schon in § 19 (S. 69)
erwihnt, habe ich gleich im Anfange meiner Beschiftigung mit der Theorie
der algebraischen Zahlen den Versuch gemacht, die Theorie der hoheren
Congruenzen dafiir zu benutzen, und wenn man von den Factoren der Dis-
criminante absieht, so gelingt dies auch in der elementarsten und leichtesten
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Weise. Denn bei der Uebertragung der Kummerschen Definition der idealen
Zahlen auf ganzzahlige Functionen einer Wurzel einer ganzzahligen Glei-
chung ¢ (z) = 0 handelt es sich nur darum, fiir die Coefficienten einer ganzen
ganzzahligen Function v (x) die linearen Congruenz-Bedingungen aufzu-
stellen, unter denen die Eliminations-Resultante von ¢(x) und v (x) durch
eine Primzahl p theilbar wird; offenbar miissen aber dann ¢ (x) und yw(z),
modulo p betrachtet, einen gemeinsamen Theiler haben, und jene Congruenz-
Bedingungen bestehen also einfach darin, dass v (x) irgend einen der modulo
p irreductibeln Factoren von ¢ (z), im Sinne einer Congruenz modulo p, als
Theiler enthalten muss. Es ist dies fast nur eine andere Einkleidung jener
elementaren Resultate, welche in der schon in §21 (8. 80) citirten Schinemann-
schen Abhandlung *) entwickelt sind. Ganz anders verhiilt es sich aber, wenn
die Primfactoren der Discriminante mit in Betracht gezogen werden. Ein Ver-
such, auch diese in einer Theorie mit zu umfassen, welche auf jener be-
schrinkten Darstellungsweise der complexen Zahlen (als ganze Functionen
einer einzigen ganzen algebraischen Zahl) aufgebaut ist, liegt in der Zolo-
_ tareffschen Arbeit vor, die im neusten Bande des Resalschen Journals ver-
offentlicht ist. Dieser Versuch ist aber, wie ich glaube, verfehlt; und nach
«den von Zolotareff im Eingange seiner Arbeit citirten Dedekindschen Publi-
cationen aus dem Jahre 1871, in welchen mit voller Klarheit und Schirfe
die Nothwendigkeit dargethan ist, jene beschrinkte Grundlage der com-
plexen Zahlentheorie aufzugeben, musste ein Versuch, dieselbe dennoch bei-
zubehalten, von vorn herein, als der Natur der Sache widersprechend, aus-
sichtslos erscheinen. Nicht bei irgend einer speciellen Gleichung einer
Gaattung algebraischer Zahlen, sondern nur bei der Fundamentalgleichung,
deren Bildung sich einerseits auf die Construction des Fundamentalsystems
und andererseits auf die Association der ,,Flormen* stiitzt, ist jene Ankniipfung
an die Theorie der hoheren Congruenzen von Erfolg. Da in dem hier be-
trachteten Falle des absoluten Rationalitiits-Bereichs die Discriminanten-Form
einer gewohnlichen ganzen Zahl #quivalent ist, so kann diese selbst unter

D verstanden werden, und der Quotient % ist alsdann eine primitive Form

mit den Unbestimmten #, welche nur, falls die Gattung & Conjugirte hat,
noch mit Potenzen von Primfactoren von D, die kleiner als »—1 sind, mul-
tiplicirt sein kann. Ist dies wirklich der Fall, so hat natiirlich auch die

*) Journal f. Mathematik Bd. 31, S. 269.
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Discriminante jeder speciellen Zahlengleichung der Gattung & dieselben
iiberfliissigen Factoren, aber auch wenn es nicht der Fall und der Quotient

% also nur eine primitive Form ohne Zahlenfactor ist, kann dieselbe doch

fiir alle ganzzahligen Werthe der Unbestimmten « einen und denselben Theiler
enthalten; denn dies tritt z. B. ein (vgl. § 8 am Schlusse, S.25), wenn
die primitive Form sich als ganze homogene Function von lauter Ausdriicken
w— u darstellen ldsst und p Primzahl ist. Ein solcher Fall liegt bei einer von
Herrn Dedekind angegebenen Gattung algebraischer Zahlen vor, die durch
die kubische Gleichung o’— a*—2a—8 = 0 definirt wird*). Hierbei ist, wenn

u eine Unbestimmte bedeutet, a+-4;u— Waurzel einer Fundamentalgleichung,

und deren Discriminante enthilt ausser D nur das Quadrat der primitiven
Form 2«*+4’+u—2, welche allerdings fiir alle ganzzahligen Werthe von
u durch 2 theilbar wird. Ich selbst habe bei meiner ersten Beschiiftigung
mit dieser Theorie im Jahre 1858 ein #hnliches Beispiel bei den dreizehnten
Wurzeln der Einheit gefunden. Diese Beispiele zeigen eben nur, dass die
Association der Formen nicht bloss in der allgemeinen Theorie der alge-
braischen Grossen, sondern selbst in der specielleren der algebraischen
Zahlen der Natur der Sache entspricht. Doch darf hier nicht unerwihnt
bleiben, dass merkwiirdiger Weise auch bei dieser elementareren Frage der
Darstellung der complexen Zahlen, ganz analog wie bei der hoheren Frage
der Darstellung ihrer Primtheiler, eine zweite Art der Association, ndmlich
die von algebraischen Zahlen hoherer Ordnung, zu demselben Ziele fiihrt.
In der That sieht man leicht, dass die Unbestimmten jener primitiven Form,
welche eine Wurzel der Fundamentalgleichung darstellt, stets als ganze
algebraische Zahlen dem angegebenen Zwecke gemiss bestimmt werden
konnen, und wenn man z. B. oben fiir # eine dritte Wurzel der Einheit setzt,
8o wird die primitive Form ihrem absoluten Werthe nach gleich Eins.

Kommen im Rationalitéits-Bereich iiberhaupt Variable 3 vor, so ent-
hilt die Discriminanten-Form stets Formen hoherer Stufen als mehrfache

*) R. Dedekind, ,Ueber den Zusammenhang zwischen der Theorie der Ideale und
der Theorie der hoheren Congruenzen.“ Abhandlungen der Konigl. Gesellschaft der
Wissensch. zu Gottingen. Bd. 23, S. 30.
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Theiler; sie bilden , die Singularititen® der Discriminanten-Form, deren
Untersuchung das grosste Interesse aber auch wohl grosse Schwierigkeiten
bietet. Um so mehr ist es hervorzuheben, dass in einer von Herrn Netfo neuer-
dings veroffentlichten Arbeit*), welche die algebraischen Probleme ebenfalls,
wie es hier geschehen, im Geiste der Arithmetik behandelt, schon eine Reihe
von Resultaten jener Art entwickelt sind. Um deren Bedeutung fiir die allge-
meine Theorie der algebraischen Grissen darzulegen, muss ich an die aus einem
Rationalitits-Bereich (fy, fz, ... f,) hervorgehenden Grattungen ankniipfen, welche
den Gegenstand der Erorterungen des § 12 bilden. Die ganzen algebraischen
Grossen dieser Gattungen sind ganze Functionen der Variabeln x,, «,, ... z,
und also algebraische Functionen der mit {,, f,, ... f, bezeichneten elemen-
taren symmetrischen Functionen derselben » Variabeln x. In jeder dieser
Gattungen existiren Fundamentalsysteme von nur ebenso viel Elementen,
als die Ordnung der Gattung betrigt (vgl. § 12, S. 39), und diese Ordnung
ist oben (§ 12, S. 3b), wie auch a. a. O. von Herrn Netto, mit p bezeichnet
worden. An die Stelle der Discriminanten-Form tritt demnach **) eine
,Discriminante der Gattung, und diese ist eine Potenz der Discriminante
der Gleichung
wn_flmn—l_l_f?mn—?-_ "'if” -— 0’

deren Exponent in der Neftoschen Arbeit bestimmt wird. Die Discriminante
jeder einzelnen Gleichung der Gattung ist durch diese Discriminante der
Gattung theilbar, und iiberdies enthilt, wie von Herrn Netfo gezeigt wird,
jede der Gleichungs-Discriminanten (nach der hier angenommenen Termi-
nologie) noch Divisoren-Systeme oder Formen hoherer Stufe als Theiler,
welche zugleich mehrfache Theiler der Discriminanten-Form selbst sind.
Wenn diese Neftoschen Resultate sich, wie es mir wahrscheinlich ist, auch
fiir die hier eingefiihrte Fundamentalgleichung verwenden lassen, so wiirden

sie Beitriige zur Erkenntniss jener primitiven Form % (namentlich in Bezug

auf ihre Divisoren hoherer Stufe) liefern, welche einen Hauptgegenstand der
obigen Entwickelungen (vgl. den Satz III) bildet.

Fiir einen natiirlichen Rationalitits-Bereich von n—1 Variabeln (',
R, ... REOD) reprisentirt eine bestimmte Gattung algebraischer Grossen

*) E. Netto, ,Zur Theorie der Diseriminanten. Journal f. Mathematik, Bd. 90, S. 164.
#k) Vgl. den oben (S. 108) an den Satz I angeschlossenen Zusatz.
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insofern eine (n —1)-fache Mannigfaltigkeit, als jedem System reeller Werthe
der n—1 Variabeln R eine Gattung algebraischer Grossenwerthe & ent-
spricht. Das Gleichungssystem, welches dadurch entsteht, dass die Diseri--
minanten-Form D gleich Null gesetzt wird, definirt den ,,Ort“ derjenigen
Punkte der (n—1)-fachen Mannigfaltigkeit R, fiir welche alle Elemente des
Fundamentalsystems und daher alle Grossen der Gattung mit conjugirten
zusammenfallen, wo also der Gattungsbegriff eigentlich aufhort. Dieser Ort
ist im Allgemeinen eine (n1—2)-fache Mannigfaltigkeit, aber es konnen auch
misolirte Mannigfaltigkeiten geringerer Ausdehnung dazu gehioren, wie ich
schon an dem Beispiele der durch biquadratische Gleichungen definirten
Gattungen gezeigt habe *). Die Mannigfaltigkeiten geringerer Ausdehnung
werden von denjenigen Punkten R erfiillt, fir welche mehr als zwei con-
jugirte Reihen von Elementen des Fundamentalsystems, z. B. also drei Reihen
oder zwei Paare von Reihen, mit einander identisch werden, und alle diese
besonderen Mannigfaltigkeiten bilden die ,,Singularititen” jener gesammten
durch D = 0 reprisentirten (n— 2)-fachen Mannigfaltigkeit. Die fiir irgend
eine Gattung & — also allgemeiner als fiir eine einzelne Gleichung — zu
bildenden Sturmschen Reihen haben keine andere Bestimmung als die weitere
Sonderung der durch die (n— 2)-fache Mannigfaltigkeit D =0 von einander
abgetrennten (n—1)-fach ausgedehnten Gebiete, gemiss der Anzahl reeller
oder complexer Reihen conjugirter Elemente des Fundamentalsystems, und
da diese Gebietstheile nur durch jene Singularitéiten von einander geschieden
sind, so ist fiir die Bildung einer Sturmschen Reihe ganzer rationaler
Functionen der Variabeln R allein der Gesichtspunkt massgebend, dass
sie, gleich Null gesetzt, (1 —2)-fache Mannigfaltigkeiten darstellen sollen,
welche bestimmte von jenen Singularitiiten enthalten und im Uebrigen mit
der Mannigfaltigkeit D = 0 nichts gemeinsam haben. Die ganze theoretische
Bedeutung der Sturmschen Reihen geht hiernach in jemen ,,Singularititen
der Discriminantenform® vollstindig auf**); und diese Singularititen selbst

*) Vgl. meine beiden im Monatsbericht der Berliner Akademie vom Febr. 1878
veroffentlichten Mittheilungen, in denen tiberhaupt den obigen verwandte Entwicke-
lungen gegeben sind.

#*) Es ist wohl zu unterscheiden zwischen dem urspriinglichen, klassischen Sturm-
schen Verfahren und den spiter so viel behandelten Sturmschen Reihen oder Fune-
tionen. Jenes Verfahren bewihrt sich gerade auch in denjenigen Entwickelungen,
welche ilber den beschrinkten Standpunkt der Sturmschen Reihen hinaus fiihren. (Vgl.
meine citirte Mittheilung im Monatsbericht d. Berl. Akademie vom Febr. 1878 S. 149.)
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sind — von jenen Hiilfsmitteln der Angchauung losgeldst und rein arithmetisch
aufgefasst — nichts Anderes als

V. die in der Discriminantenform als mehrfache Theiler enthaltenen

Formen hoherer Stufe.

Aber diese arithmetische Auffassung greift in derselben Weise iiber jene
ngeometrische* hinaus wie in § 22 XIII° (8. 92) bei der Zerlegung einer Form
in ihre irreductibeln Factoren, wenn hier wie dort unter den Formen auch
solche vorkommen, die fiir keinerlei Werthsysteme der Variabeln R gleich
Null werden und sich also der bildlichen geometrischen Darstellung ent-
ziehen. Dass aber gerade auch derartige Formen, unter diesen auch reine
Zahlen, als Discriminanten- Theiler wirklich vorkommen und von wesent-
licher Bedeutung sein konnen, dafiir habe ich bei meinen arithmetischen
Untersuchungen iiber die singuliren Moduln ein Beispiel in den Gleichun-
gen gefunden, von denen die Theilung der elliptischen Functionen mit un-
bestimmten Moduln abhiingt.

Der eigentliche Ausgangspunkt fiir die vorliegende arithmetische Be-
handlung der algebraischen Grissen wurde in § 3 durch die Einschriinkung
der allgemeinsten Rationalitiits-Bereiche gewonnen; aber es mussten dabei
die Gattungs-Bereiche noch neben den natiirlichen in Betracht gezogen
werden. Gleich nach Einfihrung der Gattungen wurden alsdann in § 8
die charakteristischen Invarianten derselben in den fundamentalen Systemen
der Discriminanten ermittelt; aber der dortige Standpunkt gestattete noch
keinen Einblick in ihren ganz verschiedenartigen Inhalt. Wenn jetzt in
diesem Schlussparagraphen oben (IV) die weitere Einschrinkung der Ra-
tionalittits-Bereiche und hier (V) die Erkenntniss der verschiedenen Stufen
der in der Discriminanten- Form enthaltenen Divisoren dargelegt werden
konnte, so hat die arithmetische Theorie der algebraischen Grossen, indem
gie in ihrer weiteren Entwickelung zur grosstmoglichen Vereinfachung und
vollstiindigsten Klirung der eigenen Grundlagen gefiihrt hat, ihre innere
Wahrheit und Folgerichtigkeit dargethan.




