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Ueber die Bertihrung fester elastischer Korper.

(Von Herrn Heinrich Heriz.)

In der Theorie der Elasticitlit werden als Ursachen der Deforma-
tionen theils Krifte, welche auf das Innere der Korper wirken, theils auf
die Oberfliche wirkende Druckkrifte angenommen. Fiir beide Arten von
Kriiften kann der Fall eintreten, dass dieselben in einzelnen unendlich kleinen
Theilen der Korper unendlich gross werden, so zwar, dass die Integrale
der Krifte tiber diese Theile genommen einen endlichen Werth behalten.
Beschreiben wir alsdann um den Unstetigkeitspunkt eine geschlossene Fliiche,
deren Dimensionen sehr klein gegen die Dimensionen des ganzen Korpers
gind, sehr gross hingegen im Vergleich zu den Dimensionen des Theils, in
welchem die Kriifte angreifen, so konnen die Deformationen ausserhalb und
innerhalb dieser Fliche ganz unabhingig von einander betrachtet werden.
Ausserhalb hiingen die Deformationen ab von der Gestalt des Gesammt-
korpers, der Vertheilung der iibrigen Kriifte und den endlichen Integralen
der Kraftcomponenten im Unstetigkeitspunkte, innerhalb hiingen sie nur ab
von der Vertheilung der im Innern selbst angreifenden Kriifte. Die Drucke
und Deformationen im Innern sind gegen die im Aeussern unendlich gross.

Im Folgenden wollen wir einen hierher gehtrigen Fall behandeln,
der praktisches Interesse hat*), den Fall ndmlich, dass zwei elastische iso-
trope Korper sich in einem sehr kleinen Theil ihrer Oberfliche beriihren,
und durch diesen Theil einen endlichen Druck der eine auf den andern aus-
tiben. Die sich beriihrenden Oberflichen stellen wir uns als vollkommen
glatt vor, d. h. wir nehmen nur einen senkrechten Druck zwischen den sich
beriihrenden Theilen an. Das beiden Korpern nach der Deformation ge-
meinsame Stiick der Oberfliche wollen wir die Druckfliche, die Begrenzung

*) Vgl. Winkler, Die Lehre von der Elasticitit und Festigkeit, Prag 1867; I, p. 43.
Grashof, Theorie der Elasticitit und Festigkeit, Berlin 1878; p. 49—54.
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dieses Stiicks die Druckfigur nennen. Die Fragen, deren Beantwortung uns
naturgeméiss zunichst obliegt, sind die nach der Fliche, von welcher die
Druckfliche ein unendlich kleiner Theil ist*), die Frage nach der Form
und absoluten Grosse der Druckfigur, die Frage nach der Vertheilung des
senkrechten Drucks in der Druckfliiche. Von Wichtigkeit ist die Bestim-
mung der Maximaldrucke, welche in den an einander gepressten Korpern
vorkommen, insofern von diesen es abhingt, ob der Druck ohne bleibende
Deformation ertragen wird; von Interesse ist endlich die Annidherung der
beiden Korper, welche durch einen bestimmten Gesammtdruck hervorge-
rufen wird.

Als gegeben haben wir zu betrachten die beiden Elasticitéitsconstanten
eines jeden der sich beriihrenden Korper, die Form und gegenseitige Lage
der Oberflichen in der Nihe des Berithrungspunktes, endlich den Gesammt-
druck. Unsere Maasse wollen wir so wihlen, dass die Druckflsiche endlich
erscheint, dann gelten unsere Betrachtungen fiir das ganze endliche Gebiet,
die Gesammtdimensionen der sich beriihrenden Korper aber haben wir uns
als unendlich vorzustellen.

Wir denken uns zuniichst die beiden Oberflichen in mathematische
Beriihrung gebracht, und zwar so, dass die gemeinsame Normale parallel
ist der Richtung des Druckes, welchen der eine Korper auf den andern
ausiiben soll. In der gemeinsamen Tangentialebene richten wir das ortho-
gonale geradlinige System der x, y ein, dessen Nullpunkt der Beriihrungs-
punkt sein soll, die dritte senkrechte Coordinate heisse z. Der Abstand
jedes Punktes der beiden Oberflichen von der Tangentialebene in der Nihe
des Beriihrungspunktes, d. h. im ganzen endlichen Gebiet, wird durch eine
homogene Function zweiten Grades in « und y dargestellt sein. Es wird
daher auch der Abstand zweier correspondirenden Punkte der beiden Ober-
fliichen durch eine solche Function dargestellt sein, und zwar wollen wir
das System der « und y so drehen, dass aus der letztgenannten Function
das Glied in xy wegfillt.

Wir konnen dann die Gleichungen der beiden Oberflichen schreiben:

*) Im Allgemeinen #ndern sich die Kriimmungsradien der Oberfliche eines defor-
mirten Korpers nur unendlich wenig, in unserem speciellen Fall hingegen éndern sie
sich um endliche Grossen, und hierin liegt die Berechtigung obiger Frage. Beriihren
sich z. B. zwei gleiche Kugeln von gleichem Material, so gehort die Druckfliiche einer
Ebene an, also einer Fliche, die von jeder der sich berithrenden Oberflichen ihrer
Natur nach verschieden ist.
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5, = A’ + Coy+ B,y*, 5, = A,a*+Cxy+ Byy’,
und wir haben fiir den Abstand correspondirender Punkte beider Oberflichen
5,—%, = Az*+ By’, wo A= A,—A,, B=B,—B, und alle A, B, C als ver-
schwindend klein zu betrachten sind*). A und B haben nach der Bedeutung
der Grosse s,—3, das gleiche Vorzeichen; wir wollen dasselbe als positiv
annehmen. Dies fillt zusammen mit der Bestimmung, dass die positive z~Axe
in das Innere desjenigen Korpers gehe, auf welchen sich der Index 1 bezieht.

Wir denken uns weiter in jedem der beiden Korper ein besonderes
mit dem betreffenden Korper im Unendlichen starr verbundenes rechtwinklig-
geradliniges Coordinatensystem, welches wihrend der mathematischen Be-
rithrung der Oberfliche mit dem entsprechenden Theile des bisherigen Systems
der zys zusammenfillt. Bei einem auf die Korper ausgeiibten Drucke werden
sich diese Coordinatensysteme parallel der z-Axe gegen einander verschieben
und zwar wird ihre Verschiebung gleich sein der Anniherung der von der
Druckstelle unendlich entfernten Theile beider Korper. Es wird nicht ndthig
gein, fiir diese Coordinatensysteme besondere Bezeichnungen einzufiihren.
Die Ebene s =0 injedem dieser Systeme ist der Oberfliiche des betreffenden
Korpers im Endlichen unendlich nahe und kann daher als die Oberfliiche
selbst angesehen werden, ebenso die Richtung der z-Axe als die Richtung
der Normale zu dieser Oberfliche.

Es seien &, n, C die Verschiebungen nach z, y, z; mit ¥, werde die
Druckcomponente in Richtung der y bezeichnet, welche in einem Flichen-
elemente, dessen Normale die @-Richtung hat, von dem Korpertheile, in dem
x Kkleinere Werthe besitzt, auf denjenigen, in dem = grisser ist, ausgeiibt
wird, und die analoge Bezeichnung gelte fiir die iibrigen Druckcomponenten;
es seien endlich K,0, und K,6, die Elasticititscoefficienten des einen und

#) Es seien g, und g,, die beiden reciproken Hauptkrimmungsradien der Ober-
fliche des einen Korpers, positiv gerechnet, wenn die zugehtrigen Krilmmungsmittel-
Eunkte im Innern dieses Korpers liegen, ebenso seien g,, und g,, die beiden Haupt-

rimmungen der Oberfliche des andern Korpers, endlich sei w der Winkel, welchen
die Ebenen der Kriimmungen g,, und ¢,, mit einander bilden. Dann ist

2(A+B) = 911""919""921‘*‘929’
2(A-B) = V(Qu"'?n)"i'z(?u"912)(921"912)3052w+(€’1|“929)"

Fihren wir einen Hiilfswinkel = ein durch die Gleichung cosz = T i ist

24 = (911 + Qu+@“+g")008’ %1 2B = (911+ 912+gu +gﬂ)8in’ —;"
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des andern Korpers. Allgemein mogen die Grossen, welche sich auf den
einen oder den andern der beiden Korper beziehen, durch die Indices 1 und
2 unterschieden werden; wo die Rechnungen sich gleichmissig auf beide
beziehen, lassen wir die Indices fort. Wir haben nun folgende Bedingungen
fir das Gleichgewicht.

1) Im Innern jedes Korpers muss sein

0= d5+(1+20) 52, 0=dn+(1+20)57, 0=JC+(1+26) 5,

e] g
0= S+ Sl

und zwar ist in 1 fiir 8 6,, in 2 fiir 6 6, zu setzen.

2) An den Grenzen miissen die folgenden Bedingungen erfiillt sein:

@) Im Unendlichen verschwinden &, 7, {, da hier unsere Coordinaten-
systeme mit den Korpern starr verbunden sind;

b) fiir 5 =0, das heisst fiir die Oberflichen der Korper, miissen die
Tangentialkriifte, die senkrecht zur z-Axe sind, verschwinden, also:

Y.——K %%+—§§—)=0, X,=—K(% 4+ %)

¢) fiir 3 = 0 muss ferner ansserhalb eines gewissen Theils dieser Ebene,
némlich ausserhalb der Druckfliche, auch die Normalkraft verschwinden,
also sein 5

z,= 2K (-2 4 65) = 0.
Innerhalb jenes Theils muss sein
Zzl = g

Die Vertheilung des Druckes in jenem Theil kennen wir nicht, dafiir haben
wir hier eine Bedingung fiir die Verschiebung &:

d) Bezeichnet niimlich « die Verschiebung gegen einander der beiden
Coordinatensysteme, auf welche wir ‘die Verrtickungen beziehen, so ist der
Abstand correspondirender Punkte beider Oberflichen nach der Deformation

gleich A2+ By*+(,—C,—e, und da innerhalb der Druckflsiche dieser Abstand
verschwinden soll, muss obiger Ausdruck gleich Null sein, also sein:

gl— Cz = a—Aw?“By? = a-—51+52.
e) Zu den aufgezihlten Bedingungen treten dann noch die, dass im
Innern der Druckfliiche Z, iberall das positive Vorzeichen habe, so wie

die, dass ausserhalb der Druckfliche §,—&, > a—Aaz’— By® sei, da sonst der
eine Korper in den andern iiberquellen miisste.
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f) Endlich muss das Integral / Z.ds, genommen iiber den von der

Druckfigur begrenzten Theil der Oberfliche gleich dem gegebenen Gesammt-
druck, den wir p nennen wollen, sein.

Die besondere Form der Oberfliiche der beiden Korper kommt nur
in der Grenzbestimmung 2) d) vor, abgesehen von dieser verhilt sich jeder
derselben wie ein unendlich grosser Korper, der den ganzen Raum auf einer
Seite der Ebene z =0 ausfiillt, wihrend auf diese Ebene nur senkrechte
Drucke wirken. Das Gleichgewicht eines solchen Korpers betrachten wir
daher nither. Sei P eine Function, welche innerhalb des Korpers der Glei-
chung 4P =0 geniigt, im Besonderen wollen wir uns P vorstellen als Po-
tential einer auf der Ebene 5 = 0 im Endlichen vertheilten Elektricititsmenge.

Sei ferner
= = K R K(1-|-20) {/Pd‘ J}

wo i eine unendliche Grosse sein soll und J eine Constante, die so gewiihlt
ist, dass II endlich wird. Zu diesem Behufe wird J gleich sein miissen dem
natiirlichen Logarithmus von ¢, multiplicirt mit der Gesammtmenge freier Elek-
tricitit, die dem Potentiale P entspricht. Awus der Festsetzung fiir II folgt:

2 9P
M = -5
Wir setzen nun, nach Einfiilhrung der Abkiirzung
244+0) _ .
Kd+20 ~ V¢
oI ol oll
f=r =gy t= 5 TP
oP 2 oP
0 =dII+2% - = g agy 5

Man iiberzeugt sich leicht, dass das vorgelegte System von Verschiebungen
den fiir &, 7, C aufgestellten Differentialgleichungen gentigt, und dass in der
Unendlichkeit diese Verschiebungen verschwinden. Fiir die Componenten
der Drucke erhalten wir:

8’11 20 aP 811
X.= 2K\ Gt parasy ol =~ gg
_ _opioll 20 oP _ o'P
Y,= 2K16""K(1+20) 67;} X, =- 2K{a dz0s T a5 Ba:}  ozos
oI 2(2+30) oP _ o' a'P
Z,= 2K{ os’ K(1+20) 3 z Y= _2K§8 0% +3 dy } =28 55 Byos
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Aus den beiden letzten Formeln folgt, dass fiir das vorgelegte System in
der Ebene 5 =0 die zur z-Axe senkrechten Tangentialkriifte verschwinden.
Wir bestimmen noch die Verschiebung & und den Normaldruck Z, fiir die
Ebene z =0; wir finden

oP
C:&P, Zz=—2?z—

Die Dichtigkeit der Elektricitit, welche zum Potentiale P gehort, ist gleich
21” aaP, wir erhalten daher den Satz: Die Verschiebung £ in der Ober-

ﬂache, welche dem Normaldruck Z, entspricht, ist gleich dem———fachen des’
Potentials, welches zu einer dem Druck Z, numerlsch glexchen elektrischen
Dichtigkeit gehort.

Indem wir nun die Betrachtung der beiden Korper wieder aufnehmen,
denken wir uns die Elektricitéit, deren Potential P ist, nur in einem begrenzten
Theil der Ebene 5 =0 verbreitet, setzen I7, und 17, den Ausdriicken gleich,
die aus dem fiir /7 gegebenen Ausdruck entstehen, wenn den Zeichen K
und 0 der Index 1 oder 2 gegeben wird, und machen:

. oI, oIT, : (9111
§ = 9z ! m= dy L= 5% +29,P,
E = — oIl, _on, 61]

2 = 6.’0 ] 772 a_l/ ) 2

woraus fiir 5 =0 folgt:
oP oP
Cn '9P §2_6‘P Zzl_-2'_a—z_1 Zz2=2‘3‘;'
Bei dieser Annahme wird den gemachten Auseinandersetzungen zufolge den Be-

dingungen 1), 2) a) und 2) b) geniigt. Da % auf beiden Seiten der Ebene

s =0 entgegengesetzte Werthe hat und verschwindet ausserhalb der elek-
trischen Fliche, deren Potential P ist, so sind durch den gemachten Ansatz
auch die Bedingungen 2) ¢) erfiillt, falls die Druckfliche die mit Elektri-
citiit belegte Fliche ist. Daraus, dass P an der Fliche s =0 stetig ist,
folgt ferner fiir diesen Werth von z: 9,5,+ %L, =0. Nach der Bedingung
2) d) aber haben wir fiir die Druckfliiche: ,— Cz = 0.—5,+%,, also wird hier:

d
Cl =F|—_—;—5:(a-—51+52), ; = 19 +0 (a 51""'52)

Die Gleichung der Druckfliiche ist, wenn wir von einer Constanten, die von

der Wahl des Coordinatensystems abhiingt und daher bedeutungslos ist, ab-
Journal fiir Mathematik Bd. XCII. Heft 2. 21
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sehen, 3 = 5,4+, = 5+0,, also entwickelt ($,+9,)s = 9,54+ %, 5,. Hiernach
ist die Druckfliiche Theil einer Fliche zweiten Grades, die zwischen den
sich bertihrenden Flichen in deren undeformirtem Zustande liegt, sie ist
dhnlicher der Begrenzung desjenigen Korpers, dessen Elasticititscoefficient
grosser ist; sind beide Korper von demselben Material, so ist sie geradezu die
Mittelfliiche zwischen deren Oberflichen, da dann 2z = 7,43, wird.

Wir machen jetzt eine bestimmte Annahme iiber die Anordnung der
Elektricitit, deren Potential P ist. Sie sei verbreitet auf einer Ellipse, deren
Halbaxen ¢ und b in die Richtung der Axen der = und y fallen, mit einer
Dichtigkeit, die gleich

L VI

87’ ab a b
ist, das heisst so, dass sie aufgefasst werden kann als eine Masse, die mit
gleicher riumlicher Dichtigkeit ein unendlich abgeplattetes Ellipsoid erfiillt.

Es ist dann

wo die untere Integralgrenze u die positive Wurzel der kubischen Gleichung

= 1

z!

u

*

m‘l 2
e ot
bezeichnet. Fiir das Innere der Druckfliche, welche durch die genannte
Ellipse begrenzt wird, ist « =0, also P = L— Ma’— Ny’, wo L, M, N ge-
wisse bestimmte positive Integrale bedeuten. Die Bedingung 2) d) ist dem-
nach erfiillt, wenn wir a und b so bestimmen, dass

('91+ '92)M= A, ('9'x+l92)N= B

wird, was immer moglich ist. Die in der Bedingung vorkommende Un-
bekannte o bestimmt sich dann durch die Gleichung

(9t %)L = e.
Dass die erste der Bedingungen 2) e) erfiillt ist, folgt unmittelbar aus der
Gleichung
_ 3p xﬂ yﬂ
7, = gV 1- %4
Um zu zeigen, dass es auch die zweite ist, ist zu beweisen, dass fiir 5 =0

und %;+-g; >1, (9+%h)P > oa— Az’—By® ist. Zu diesem Zwecke be-
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achte man, dass hier:
S T AN
P = L—Ma'—Ny'— 2 f LSS
n Va'+2.0°+2.2
und daher, da der Zihler des unter dem Integralzeichen stehenden Aus-
drucks im betrachteten Gebiete negativ ist, P > L—Ma*—Ny*. Durch
Multiplication dieser Gleichung mit $,+&, folgt die, welche wir zu be-
weisen suchten. Dass endlich auch die letzte Bedingung 2) f) erfiillt ist,
ergiebt eine einfache Integration, und wir besitzen daher in der ange-
nommenen Form von P und dem zugehorigen System der £7 eine allen
Bedingungen gentigende Losung.
Die Gleichungen fiir die Axen der Druckellipse werden, explicite
geschrieben:

-°° du A 16 /w du B 16n
R 7

S V(@ Fu) Ot ~ 9,19, % W fuyu O+, 3p

oder, nach Einfiihrung des Verhéltnisses a:5 = k& und einer einfachen Um-
formung:

_1_/'” ds 8 A 1y ds _8 B
e’ YJAFESYA+sY) e A @ RyAd+E YA+ 3p O+,

" Durch Division wird eine transcendente Gleichung fiir das Verhiltniss &
erhalten *). Dasselbe hiingt nur ab von dem Verhiltniss 4: B, und man

#) Die Auflosung dieser Gleichung und die Auswerthung der zur Bestimmung von
a und b nothwendigen Integrale kann mit Htlfe der Legendreschen Tafeln ausgefiihrt
werden, ohne dass neue Quadraturen nothig wiirden. Die immerhin weitldufige Rech-
nung wird ftir die meisten Fille tiberfliissig gemacht durch die folgende kleine Tabelle,
deren Einrichtung diese ist. Driickt man die Grossen A und B in den Gleichungen
fir @ und b durch die Hauptkrimmungen und den in einer frilheren Anmerkung ein-
gefilhrten Hillfswinkel z aus, so lassen sich die Aufldsungen dieser Gleichungen in der

Form darstellen:
3

3
SR A % . N [ 11552
801,101,105 1) 8(0,,+01,10: +035)°
wo p und » transcendente Functionen des Winkels 7 sind. Die Tabelle giebt nun

die Werthe dieser Functionen fiir zehn Werthe des in Winkelgraden angegebenen
Argumentes .

T 90 80 70 60 50 40 30 20 10 0

@ |1,0000| 1,1278 | 1,2835 | 1,4858 | 1,7642 | 2,1357 | 2,7307 | 3,7779 | 6,6120 | infinitum

1,0000 | 0,8927 | 0,8017 | 0,7171 | 0,6407 | 0,5673 | 0,4930 | 0,4079 | 0,3186 | 0,0000
21r
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erkennt leicht aus der Bedeutung, welche wir den Kriiften und Verschie-
bungen untergelegt haben, dass die Druckellipse immer liinglicher-ist, als
die Ellipsen, in welchen der Abstand der beiden Korper constant ist. Fiir
die absolute Grosse der Druckfliche folgt, dass dieselbe bei gegebener Form
der Oberflichen proportional ist der dritten Wurzel aus dem Druck, sowie
der dritten Wurzel aus der Grosse 9+, Fir die Anndherung der Korper
durch den Druck haben wir nach dem Vorigen: 4
_ 3p &4, dz
S a ] Jareeate)
Fiithren wir die Multiplication mit der Summe 9,4+ &, aus, so zerfillt « in
zwei Summanden, die eine besondere Bedeutung haben; es sind die An-
ndherungen des Nullpunktes an die unendlich entfernten Theile des einen
und des anderen Korpers; wir konnen sie bezeichnen als die Einsenkungen,
die der eine und der andere Korper erlitten hat. Bei gleicher Gestalt der
gich beriihrenden Oberflichen ist die Anndherung proportional der %ten Po-
tenz des Drucks und der gleichen Potenz der Grisse 3+, Aendern 4
und B unter Beibehaltung ihres Verhiltnisses ihren absoluten Werth, so
dndern sich die Dimensionen der Druckfliche umgekehrt wie die dritten
Wurzeln aus diesem Werth, die Anniherung direct wie diese Wurzeln.
Werden A und B unendlich, so wird auch die Annidherung unendlich; Korper,
welche sich mit scharfen Spitzen beriihren, dringen in einander ein.
Hieran ankniipfend wollen wir die Beanspruchung desjenigen Ele-
mentes bestimmen, welches sich im Anfangspunkte unseres Coordinaten-

systems befindet, indem wir die drei Ausdehnungen —g—i—, —g;’—, % suchen.

Wir haben zuniichst fiir den Nullpunkt:

.

o= 9P _ 3% 1
T KA+20) 95  2K(1+20)n ab’
o _ 1 oP_ 3 1
0s  K(A420) 65 4K(1+420)n ab
Weiter haben wir fiir die Ebene 5 = 0:

oll olr 1 ? 1 ®
§=3g 1 1="g5 H=K(1+20)Uf Pds = 2K(1+20)-{°; Pds.
Man erkennt, dass in der gedachten Ebene § und # proportional sind den
Kriften, welche ein unendlicher elliptischer Cylinder ausiibt, der auf der
Druckfliiche steht und dessen Dichtigkeit nach innen zunimmt nach dem-
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selben Gesetz, nach welchem der Druck in der Druckfliche zunimmt. Im
Allgemeinen sind also § und #n durch verwickelte Functionen gegeben; fiir
die Punkte, welche der Axe nahe liegen, lassen sie sich indessen leicht be-
rechnen. Wir schneiden um die Axe einen sehr diinnen Cylinder heraus,
dessen Mantelfliche der Mantelfliche des ganzen #hnlich ist; diesen Cy-
linder kionnen wir als homogen betrachten, und da der Hussere Theil auf
die Punkte im Innern keine Anziehung ausiibt, so miissen die Componenten
der in Rede stehenden Kriifte, und also auch & und 7 fiir die verschiedenen

Punkte gleich sein einer Constanten, multiplicirt mit respective % und <.

b
Daraus folgt a2 _p O o, Andererseits haben wir
oz oy
O L on_ G _ % 1
ox ' Oy ds = 4K(14+20)n ab
Hieraus finden wir nun fiir die drei Grossen, die wir suchten,
08 3p 1
gz .~ AK(1+20)n a(atbd)’
on 3p 1
oy = 4K(14-20)n b(a+b)’
% % 1
0z 4K(1+20)m ab

Das negative Vorzeichen dieser drei Grossen zeigt an, dass das in Frage
stehende Element in allen drei Richtungen comprimirt wird. Die Com-
pressionen sind der dritten Wurzel aus dem Gesammtdruck proportional.
Aus ihnen sind leicht die Drucke im Anfangspunkte zu bestimmen. Diese
Drucke sind die grossten, welche iiberhaupt in den gepressten Korpern vor-
kommen; man kann daher behaupten, dass ein Ueberschreiten der Elasti-
cititsgrenze nicht eher statthaben wird, als bis diese Drucke von der Ord-
nung derjenigen werden, welche ein solches Ueberschreiten veranlassen
kionnen. In plastischen Korpern, z. B. in den weichen Metallen, wird dies
Ueberschreiten zuniichst in einer seitlichen Ausweichung, verbunden mit
dauernder Compression bestehen, dasselbe wird daher auch nicht eine ins
Unendliche wachsende Storung des Gleichgewichts zur Folge haben, sondern
die Druckfliche wird sich so lange iiber das berechnete Maass hinaus ver-
grossern, bis der Druck auf die Flicheneinheit hinreichend klein geworden
ist, um ertragen zu werden. Schwieriger ist es, die Erscheinung in spréden
Korpern, wie hartem Stahl, Glas, Krystallen zu bestimmen, in welchen eine
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Ueberschreitung der Elasticitiitsgrenze nur als Entstehung eines Risses oder
Sprunges, also nur unter dem Einfluss von Zugkriften auftritt. Von dem
oben betrachteten Element, als von einem allseitig comprimirten kann ein
solcher Sprung nicht ausgehen, und es ist bei unserer heutigen Kenntniss
von der Festigkeit sproder Korper iiberhaupt nicht moglich, genau dasjenige
* Element zu bestimmen, in welchem die Bedingungen fiir das Zustandekommen
eines Sprunges bei wachsendem Druck zuerst auftreten. Indessen zeigt eine
eingehendere Discussion so viel, dass in Korpern, welche in ihrem elasti-
schen Verhalten dem Glase oder harten Stahle #hnlich sind, bei weitem die
stirksten Zugkrifte in der Oberfliche und zwar am Rande der Druckfigur
auftreten. Es wird durch eine solche Discussion wahrscheinlich, dass der
erste Sprung an den Enden der kleinen Axe der Druckellipse entsteht und
senkrecht zu dieser Axe am Rande der Druckellipse entlang liuft.

Die gefundenen Formeln werden besonders einfach fiir den Fall, dass
beide sich beriihrenden Korper Kugeln sind. In diesem Fall gehort auch
die Druckfliche einer Kugel an. Ist ¢ der reciproke Radius der letzteren
und sind ¢, und g, die reciproken Radien der sich beriihrenden Kugeln, so
besteht die Beziehung (9,+3,)¢ = &.0,+3,0,, welche fiir Kugeln aus glei-
chem Material in die einfachere 2¢ = ¢,+ ¢, iibergeht. Die Druckfigur ist
ein Kreis, dessen Radius wir & nennen Wollen Setzen wir

2 2 2 —
Ty =1, u-{- 1,
go wird

r? %t

© 4| — e e
3 f S a+u  u
P = 167 / (@®+uw)Yu du,
welches Integral sich auch in geschlossener Form darstellen liisst.
Man findet nun leicht fiir den Radius des Druckkreises a und fiir die

Anngherung « der Kugeln sowie fiir die Verschiebung £ in der Fliche z = 0,

innerhalb des Druckkreises:
3

3p (9, +9,) _ 3p(8,+4,) 3p 2a —r’
Tore) ' “T d6a 0 cTm Y Ta
Ausserhalb des Druckkreises wird { durch eine etwas verwickeltere, einen
arctg enthaltende Function dargestellt. Sehr einfache Ausdriicke ergeben
sich fiir £ und # in der Fliiche 5 =0. Fir die Verdichtung in der Fliche
3p Va'—¢
2K(1+4-26)x a®

a=

=0 findet man o= — innerhalb des - Druckkreises,
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ausserhalb desselben ist 6 = 0. Fiir den Druck Z, innerhalb des Druck-
kreises wird erhalten

' _ 3p ya'—r*

: T 2 @

Z

Im Mittelpunkte hat man
1+46 3
2= g X~ Vo= iragy e

Die erlangten Formeln lassen sich ohne Weiteres auf besondere Fille
anwenden. Fiir § kann man in den meisten Korpern mit hinreichender An-
niherung 1 setzen. K wird dann gleich § des Elasticititsmoduls, 9 wird
gleich 22 des reciproken Werthes des Elasticititsmoduls; in allen Korpern liegt
9 zwischen dem Dreifachen und dem Vierfachen dieses reciproken Werthes.
Presst man beispielshalber eine Glaslingse von 100 Meter Radius durch das
Gewicht eines Kilogrammes gegen eine ebene Glasplatte (unter welchen
Umstéinden der Radius des ersten Newfonschen Ringes gleich ca. 5,2 Milli-
metern wird), so erhéilt man eine Druckfliiche, die einer Kugel von 200 Meter
Radius angehort, der Radius des Druckkreises ist 2,67™m, die Anniherung
der beiden Glaskorper betriigt nur 71 Milliontel Millimeter, der Druck Z,
in der Mitte der Druckfliche ist gleich 0,0669 Kilogramm pro Quadratmilli-
meter, die dazu senkrechten Drucke X, und Y, betragen ca. § obigen Werths.
Denken wir uns als zweites Beispiel eine Reihe von Stahlkugeln vom Radius
R durch ihre eigene Schwere gegen eine horizontale starre Platte gepresst,
so findet man sehr nahezu, in Millimetern gerechnet, den Radius des Druck-

kreises @ = 1¢'o ;/RT; also fiir eine Kugel vom Radius

- 1omm, 1m, 1km, ]_0()0km’

wird '

. a = ca. yolpo™®, 10mm  100m,  1000km

oder
&= 10’00 160 To 1

des Radius. Bei Kugeln, deren Radius grosser als 1km igt, betriigt der Radius

des Druckkreises schon mehr als {%; des Radius der Kugel. Auf solche

Verhiltnisse finden unsere Rechnungen keine Anwendung, da wir eben dies

Verhiiltniss als einen kleinen Bruch voraussetzten. Aber eben dass in Kugeln

von dieser Grosse bei kleinen Deformationen ein Gleichgewicht nicht mehr

moglich ist, zeigt, dass ein solches tiberhaupt nicht zu Stande kommen kann.

Denken wir uns als ein anderes Beispiel zwei Stahlkugeln von gleichem
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Radius R an einander gelegt und nur durch die gegenseitige Gravitation
an einander gepresst. KEs ergiebt sich hier der Radius des Druckkreises

¢ = 0,000000378 13/175, wenn in Millimetern gerechnet wird*). Ist der Radius
der beiden Kugeln gleich 4,3 Kilometern, so wird ¢ = 144 R, ist er gleich
136 Kilometern, so wird ¢ = {5 RB. Zwischen beiden Werthen und niher
dem letzteren wird derjenige Werth von R liegen, fiir welchen die Elasti-
cititskréifte aufhoren, der Gravitation das Gleichgewicht zu halten. Werden
Stahlkugeln von grisserem Radius an einander gelegt, so werden sie zer-
brechen, und zwar in Theile, deren Dimensionen von der Ordnung der eben
fir R angegebenen Werthe sind.

Zum Schluss wollen wir von den erlangten Formeln eine Anwendung
machen auf den Sfoss elastischer Korper. Sowohl aus schon vorhandenen
Beobachtungen, als auch aus den Resultaten der gleich anzustellenden Be-
trachtungen folgt, dass die Stosszeit, d. h. die Zeit, wihrend welcher die
stossenden Korper in Beriihrung sind, wenn auch absolut sehr klein, doch
sehr gross ist im Verhiltniss zu derjenigen Zeit, welche elastische Wellen
nothig haben, um in den in Rede stehenden Korpern Lingen von der Ord-
nung desjenigen Theils der Oberflichen zu durchlaufen, welcher beiden
Korpern in ihrer griossten Anniherung gemeinsam ist, und welchen wir die
Stossfliiche nennen wollen. Daraus folgt, dass der elastische Zustand beider
Korper in der Nihe des Stosspunktes wihrend des ganzen Verlaufs des
Stosses sehr nahezu gleich ist dem Gleichgewichtszustand, den der zwischen
beiden Korpern in jedem Augenblick vorhandene Gesammtdruck bei lingerer
Dauer hervorbringen wiirde. Bestimmen wir daher den zwischen beiden
Korpern herrschenden Druck aus der Beziehung, welche wir zwischen diesem
Druck und der Anndherung in Richtung der gemeinsamen Normale friither
fiir ruhende Korper aufgestellt haben, und wenden im Uebrigen auf das
Innere jedes der beiden Korper die Differentialgleichungen fiir bewegte
elastische Korper an, so werden wir den Verlauf des Vorgangs mit grosser
Anniherung erhalten. Zu allgemeinen Sitzen konnen wir auf diese Weise
naturgemiiss nicht kommen, wir erhalten aber eine Reihe solcher, wenn wir
jetzt die weitere Voraussetzung machen, dass die Stosszeit gross sei auch
gegen diejenige Zeit, welche die elastischen Wellen nithig haben, um die

_kg_
#) In diesen Rechnungen ist der Elasticitiitsmodul des Stahles zu 20000==*, die
Dichtigkeit des Stahls zu 7,7, die mittlere der Erde zu 6 angenommen.
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ganzen Dimensionen der stossenden Korper zu durchlaufen. Ist diese Be-
dingung erfiillt, so bewegen sich alle Theile der stossenden Korper, mit
Ausnahme derjenigen, welche dem Stosspunkt unendlich nahe liegen, wie
die Theile starrer Korper; dass die fragliche Bedingung in wirklichen Kor-
pern erfiillt sein kann, werden wir aus unseren Resultaten nachweisen.
Wir behalten unsere Coordinatensysteme der xys bei. Sei e die Com-
ponente in Richtung der » der Entfernung zweier Punkte des einen und des
andern Korpers, zweier Punkte, die so gewiihlt sind, dass ihre Entfernung
von der Stossfliche klein ist gegen die Dimensionen der ganzen Korper,
gross gegen die Dimensionen der Stossfliiche; sei ferner «' die Ableitung
von o nach der Zeit. Ist nun dJ diejenige Bewegungsgrosse, welche wih-
rend des Zeitelements df der eine Korper verliert, der andere gewinnt, so
ist, wie die Theorie des Stosses starrer Korper zeigt: de' = —k,dJ, wo k,
eine Grosse ist, die nur von den Massen der stossenden Korper, ihren Haupt-
triigheitsmomenten und der Lage der Haupttriigheitsaxen zur Stossnormale
abhingt®). Andererseits ist dJ gleich dem Zeitelement d¢, multiplicirt mit
dem wihrend desselben zwischen den Korpern thitigen Druck. Dieser ist

aber gleich £, e}, wo k, eine aus dem Vorigen zu bestimmende Constante
ist, die nur von der Form der Oberfliichen und den Elasticitéitsverh:iltnissen

in unmittelbarer Nihe des Stosspunktes abhingt. Sonach ist dJ = kotdt
und de’ = —k k,e}df, oder wenn wir integriren, und mit e, den Werth von
o' unmittelbar vor dem Stosse bezeichnen:

ao + kl k2 a'g O

welche Gleichung nichts anderes ist, als die der Erhaltung der Energie.
Fiir die grosste Anndherung der Korper ist o = O setzen wir den . ent-

sprechenden Werth von o gleich o,,, so ist o, = ( T,k )% der zwischen den

Korpern gleichzeitig auftretende Maximaldruck ist p,, = kg ok daraus ergeben
sich ohne Weiteres die Dimensionen der Stossfliche.

*) Siehe Poisson, Traité de mécanique, II, Chap. 7. In der dort benutzten Be-
zelchnungswelse ist die Constante k,

(bcosy—ceos ﬂ)’ ) (ccosaQ—a cosy)’ + (acos f—bcosa)’

= Tn‘ + A T B C
(b'eosy'—c'cos )" | (c'cosa’—a'cosy’)’ - (a'cos f—b'cosa’)’
oy Qoonr—deonB) | (Goonal—sionr) , (@oonf—eone)!
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Um die Abhiingigkeit des Vorgangs von der Zeit zu gewinnen, inte-

griren wir nochmals und erhalten
{ = / a"'_L______.

(8 '/a'o’—%klk,a'i
Die obere Grenze ist so gewihlt, dass ¢=0 wird fiir den Augenblick der
grossten Anniherung. Fiir jeden Werth der unteren Grenze « erhiilt man
durch das doppelte Vorzeichen der Wurzel zwei gleiche positive und nega-
tive Werthe von £. Es ist sonach « eine gerade, o' eine ungerade Function
von #; unmittelbar nach dem Stosse entfernen sich die Stosspunkte in Rich-
tung der Normalen mit derselben relativen Geschwindigkeit, mit welcher
gie sich vor dem Stosse einander niiherten. Nach derselben transcendenten
Function, nach welcher o' von seinem Anfangs- auf seinen Endwerth iiber-
geht, gehen alle iibrigen Geschwindigkeitscomponenten von ihren Anfangs-
werthen auf ihre Endwerthe tiber.

Die beiden Korper bertihren sich zunichst fir ¢ =0, sie verlassen
sich, wenn e wieder gleich O ist; sonach ist die Dauer der Berhhrung oder

die Stosszeit
5

@ da 25 Cm
T = 2 " ———— = 217 TR S 27] T
o/ Vo —gh kot l/w“ak?’fz %o

f X — 14716

-—6
ist. Die Stosszeit kann demnach auf verschiedene Weise unendlich werden,
ohne dass diejenige Zeit, mit welcher verglichen sie gross sein soll, gleich-
falls unendlich wiirde. Insbesondere wird die Stosszeit unendlich, wenn die
anfingliche relative Geschwindigkeit der stossenden Korper unendlich klein
ist; welches also auch im Uebrigen die Verhiiltnisse eines gegebenen Stosses
smd fir hinreichend klein gewiihlte Geschwindigkeiten werden die gege-
~ benen Entwickelungen jede gewiinschte Genauigkeit besitzen. Allemal wird
diese Genauigkeit gleich sein derjenigen, welche den sogenannten Gesetzen
des Stosses vollkommen elastischer Korper fir den gegebenen Fall inne-
wohnt. Fiir den centralen Stoss zweier Kugeln von gleichem Radius R
und gleichem Material von der Dichte ¢ werden die Constanten &, und k,:
-3 - 8 /R

k= 2R*mq’ b, = 39

wenn
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speciell fir den Stoss zweier gleichen Stahlkugeln vom Radius R wird
daher, wenn als Einheit der Linge das Millimeter und als Einheit der Kraft
das Gewicht eines Kilogramms benutzt wird:

log k, = 8,78 —3log R,

logk, = 4,03+ $log R.
Daraus ergiebt sich dann fiir zwei solcher Kugeln, die mit einer relativen
Geschwindigkeit » zusammenstossen:

der Radius der Stossfliche . . . . . . . . a,=0,0020Rp’mm
die Stosszeit . . . . . .« « . T =0,000024Rv $sec,
der Gesammtdruck im Augenbhck de1 grossten :
Anngherung . . . . a .« . p.=0,00025R%%s,
der glelchzemg im Stossmlttelpunkt herrschende )
Maximaldruck pro Flicheneinheit . . . . p,= 29,10%7‘%.
Betriigt beispielsweise der Radius der Kugeln 25mm  die Geschwindigkeit
min kg

10sec 0 wird @, = 0,13mm, T = 0,00038%¢, p, = 2,47k¢, p,, = 73,0m0?, Fiir

zwei Stah]kugéln von der Grosse der Erde, die mit einer Anfangsgeschwindig-
mm

keit von 10sec zusammentriifen, wiirde die Dauer der Bertihrung nahe an
27 Stunden betragen.

Berlin, Januar 1881.
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