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Ueber das Strahlensystem zweiter Ordnung und
zweiter Classe.
(Von Herrn Wilhelm Stahl in Aachen.)

Die Construction des Strahlensystems zweiter Ordnung zweiter Classe
der fiinf anderen Systeme, welche mit ihm dieselbe Brennfliche besitzen,
lisst sich auf eine einfache elementare Weise ausfihren, die aus der
Construction des Strahlensystems dritter Ordnung zweiter Classe, welche
ich frither angegeben habe *), durch Specialisirung hervorgeht. Die Be-
ziehungen, welche die sechs Strahlensysteme unter einander haben, lassen
sich ebenso wie frither erkennen und die meisten Sitze, welche iiber diese
Strahlensysteme durch die Arbeiten der Herren Kummer, Klein, Reye, Schur,
Caporali und anderer bekannt sind **), ohne Miihe ableiten. Es wird hier
geniigen, die Construction anzudeuten und auf einige dieser Beziehungen
hinzuweisen. ‘

§ 1.

Die Construction des Strahlensystems.

In einer Ebene (12) seien zwei reciproke Systeme (1) und (2) von
besonderer Beschaffenheit gegeben. Der Strahlenbiischel zweiter Ordnung,
der diejenigen Linien enthilt, welche durch die ihnen entsprechenden Punkte
gehen, mige aus zwei Strahlenbiischeln erster Ordnung bestehen. Ihre
Mittelpunkte U, und U, liegen auf einem nicht zerfallenden Kegelschnitte g,
welcher der Ort der Punkte ist, durch welche die ihnen entsprechenden
Geraden gehen. FEine solche Beziehung erhilt man z. B. in einer Ebene,
welche durch die Mittelpunkte zweier reciproken Strahlenbiindel gelegt wird.

*) Dieses Journal Bd. 91, S. 1.

*¥) Kummer, Fliche vierter Ordnung etc., Monatsberichte d. Berl. Akad. 1864.
Klein, Math. Annalen II S.199—226. Reye, dieses Journal Bd. 86, S.97. Schur,
Math. Annalen XV S. 440. Caporali, Sui Complessi e sulle Congruenze di 2° grado,
Atti della R. Accad. dei Lincei 1877—78 8. 749.
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Man erkennt dann leicht Folgendes: Zu jeder Geraden !, welche
nicht durch U, geht, gehort der Punkt U,; zu jedem Punkte L, gehort eine
Gerade l, durch U, welche L, U, auf dem Kegelschnitte ¢ trifft; zu einer
Linie {4, welche durch U, geht, gehoren unendlich viele Punkte auf einer
durch U, gehenden Geraden, welche /, auf ¢ schneidet.

Sind nun ausserhalb der Ebene (12) zwei Strahlenbiischel erster
Ordnung (Ae) und (BB) mit einem gemeinsamen Strahle beliebig ange-
nommen, 80 kann man zu jeder Geraden /, einen zugehirenden Strahl I
durch L, der Art legen, dass / dieselben Strahlen der Biischel (Ae) und
(Bf3) schneidet wie /. Die Gesammtheit der Strahlen !® bildet erstens
einen Strahlenbiindel mit dem Mittelpunkte U, und zwar ist derselbe reci-
prok auf das ebene System (1) bezogen. Zwei Linien /, und ! gind ent-
sprechende Geraden in einem Nullsysteme, in welchem zu der Ebene (12)
der Punkt U, gehort und die Biischel (4e) und (Bf) einander entsprechen,

Zweitens erhilt man ein Strahlensystem zweiter Ordnung zweiter
Classe =, in den Strahlen /¥, welche den durch U, gehenden Linien von
(12) zugehoren. Der Biischel U, bestimmt eine projectivische Beziehung
zwischen den Biischeln (Ae) und (Bf3) der Art, dass sie ihren gemeinsamen
Strahl entsprechend gemein haben. Ein Strahl von =, schneidet stets ent-
sprechende Strahlen dieser Biischel, wesshalb =, einem Nullsysteme S, an-
gehort, in welchem der Ebene (12) der Punkt U, zugeordnet ist. Zu einem
Strahle durch U, in (12) gehoren unendlich viele Strahlen von =, welche
eine Regelfliche zweiter Ordnung bilden, die von (12) in einem Punkte
der Curve ¢ beriihrt wird.

Alle in einer beliebigen Geraden von (12) eintreffenden Strahlen von
=, bilden eine Regelfliiche dritter Ordnung, deren einfache Leitlinie diese
Gerade ist, deren Doppellinie aber der im Nullsysteme S, zu der Geraden
gehorende Strahl durch U, ist.

§ 2.

Die singuliren Punkte und Ebenen von 2.

Die Ebene ¢ moge den Kegelschnitt ¢ in den Punkten O und P
treffen, B in M und N. Es lisst sich nun wie frither beweisen, dass die
Strahlen von =, welche die Verbindungsgeraden dieser vier Punkte schnei-
den, sechs Strahlenbiischel erster Ordnung bilden. Die vier Punkte M,
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N, 0, P sind Mittelpunkte solcher Strahlenbiischel von =, deren Ebenen
durch U, gehen und die Punkte A resp. B enthalten. Die Strahlen von =,
welche in MU, eintreffen, bilden einen Biischel erster Ordnung, dessen Mittel-
punkt man, wie folgt, erhiilt. Der Geraden MU, entspricht im Nullsysteme
S, eine durch U, gehende Linie, welche wir zum Schnitt mit der Ebene
(MU, B) bringen, und so erhalten wir den Mittelpunkt des betreffenden Biischels.
Analoge Biischel liefern die Geraden U,N, U,0, U,P. U, ist Mittelpunkt
eines Biischels von =, in derjenigen Ebene, welcher U, im Nullsystem S,
entspricht, und endlich ist U; Mittelpunkt eines Biischels in der Ebene (12).

Wir finden somit sechszehn singulire Punkte und sechszehn sin-
guliire Ebenen mit Strahlenbiischeln erster Ordnung von =,. Jeder Ebene
ist hierdurch der Punkt zugewiesen, der ihr in S, entspricht. Jede Ebene
enthiilt sechs Punkte, die auf einem Kegelschnitte liegen; durch jeden Punkt
gehen sechs Ebenen, die eine Kegelfliche zweiter Ordnung berithren, wie
gich dies leicht aus der hier bestimmten Anordnung ergiebt.

Die Uebersicht iiber die singuliren Punkte und Ebenen wird am
besten durch die Bezeichnungen des Herrn Weber *) gegeben, auf welche
auch Herr Reye **) gekommen ist, und die man durch Analogie aus den im
Strahlensystem dritter Ordnung und zweiter Classe gefundenen erhalten
wiirde. Den Punkt U, bezeichnen wir mit (2); U, mit (1); die Ebene,
welche zu U, gehort, mit (0) und die tibrigen singuléiren Ebenen durch Com-
binationen der Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6 zu je zweien. Die sechs Punkte
von (0) bezeichnen wir mit (1), (2), (3), (4), (8), (6) und die iibrigen sin-
gulidren Punkte mit Combinationen der Ziffern 1 bis 6 zu je dreien und
zwar 80, dass zwei Combinationen, die kein gemeinsames Element besitzen,
denselben Punkt bestimmen. ’

Die Punkte M, N, O, P seien bezeichnet mit

(123), (124), (125), (126)

oder
(456), (3b6), (346), (345).

Die Bezeichnungen der ausserhalb (12) liegenden Punkte und der dazu
gehorenden Ebenen lassen sich dann so festsetzen, dass man die von Herrn
Reye mitgetheilte Tabelle erhilt. Die ndhere Ausfihrung der Anordnung
der Singularitiiten findet sich ebenfalls in der Reyeschen Arbeit.

*) Dieses Journal, Bd. 84, S. 343.
**) a. a. 0. S. 103.
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§ 3.

Die Strahlensysteme: X5, 25, 3y, 35, .

Die Strahlen von =), welche in einer durch U, und in (12) gelegten
Geraden eintreffen, bilden eine Regelschaar G, zweiter Ordnung. Die
Leitstrahlen dieser Regelfliichen ergeben ein Strahlensystem =, zweiter Ord-
nung und Classe, welches dieselbe Brennfliche wie =) besitzt. Die Strahlen
von =, welche durch die Punkte einer durch M, N, O, P gelegten Curve
zweiter Ordnung gehen, bilden eine Regelschaar Gy, zweiten Grades, deren
Leitgeraden zu =, gehoren. Die Leitgeraden einer G{,,, konnen bei der in
§ 1 angegebenen Construction die Biischel (Ae) und (Bp) ersetzen*). Das
Strahlensystem hat dieselben singuléiren Punkte und Ebenen wie =, nur
sind dieselben in anderer Weise (wie aus der oben angefiihrten Tabelle er-
sichtlich ist) einander zugeordnet.

Die Strahlen von =, welche in einer durch M, N, O oder P gehenden
Geraden in (12) eintreffen, bilden Regelschaaren Gy, (v = 8, 4, 5, 6), deren
Leitschaaren vier weitere Strahlensysteme =, =,, =i, =; zweiter Ordnung
und Classe bestimmen. Die Strahlensysteme =, und =; lassen sich auf eine
zweite Art in Regelflichen G ;) zusammenfasgen, welche die Ebene (12) in
Kegelschnitten treffen, welche durch die Punkte (1), (124), (125), (126)
gehen. Die Construction von =, lidsst sich nach § 1 auch ausfiihren, wenn
an Stelle von (Ae) und (Bf) die zu =; gehorende Schaar einer Fliche
Gus gesetzt und gleichzeitig der Punkt (1) mit (123) vertauscht wird.

Irgend zwei der sechs Strahlensysteme =, und =, lassen sich auf
zwei verschiedene Arten zu Systemen von Regelflichen G(,,, und G,,, zu-
sammenfassen **). Acht der singuliiren Ebenen und acht der singuliren Punkte
gehoren G,,, an, die iibrigen singuliren Elemente der Fliche G(,,,. Jedes
System von Regelfliichen enthiilt vier Ebenenpaare und vier Punktepaare z. B.:

Die Ebenen (0)(12), (34)(56), (35)(46), (36)(45) beriihren die
Flichen G, und sind dle Ebenenpaare des Systems G(y..

Die Punkte (1)(2), (134)(234), (135)(235), (145)(245) liegen auf
den Flichen G, und sind die Punktepaare des Systems Gy

Die Ebenen (13)(23), (14)(24), (15)(25), (16)(26) beriihren die
Flichen G, und sind die Ebenenpaare von G..

*) Vergl. dieses Journal Bd. 91, S. 11.
##) Vergl. Schur a.a. 0. 8. 441 und Caporali a. a. O.
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Die Punkte (3)(123), (4)(124), (5)(125), (6)(126) liegen auf G,

und sind die Punktepaare von Gy).
~ Jedes der sechs Strahlensysteme lisst sich auf zehn verschiedene
Arten durch Regelschaaren beschreiben.

=, kann auf dieselbe Weise construirt werden, wie das Strahlen-
system 21 nach § 1, und zwar kann an Stelle der Ebene (12) jede andere
singulire Ebene treten, an Stelle der Biischel (4e) und (BfB) die zu =, ge-
horende Regelschaar einer G, oder G(,,, welche die singulire Ebene
nicht berithrt. Die Punkte U, und U, miissen dann durch die Mittelpunkte
der Strahlenbiischel ersetzt werden, welche =, und =, in der gewiihlten
singuléiren Ebene angehtren.

Jedes Strahlensystem =, gehort einem besonderen Nullsysteme S, an.

Herr Caporali hat gezeigt, dass durch jedes Strahlensystem zweiten
Grades 40 Reyesche Complexe gehen *). Diese lassen sich mit Hiilfe unserer
Construction leicht nachweisen.

Die Strahlen von = treffen die Ebenen (12) und (56) in Punkten,
welche von (1) resp. (134) durch projectivische Strahlenbiischel, die w =,
gehoren, projicirt werden, und liegen desshalb in einem Reyeschen Com-
plex, dessen Tetraeder die Ecken: (1), (134), (123), (124) hat.

Andere solcher Complexe finden wir mit den Tetraedern:

(1), (156), (125), (126),
(1), (133), (123), - (125),
(1), (136), (123), (126),
(1), (145), (124), (125),
(1), (156), (125), (126). _
Die vier anderen Strahlensysteme geben desgleichen Veranlassung zu Reye-
schen Complexen, in denen =, liegt. Die Zahl derselben, deren Tetraeder
die Ebene (12) enthilt, ist gleich 10. Die Zahl aller Complexe, die durch
=, gehen, ist desshalb 40.

§ 4.
Die Brennfliche der Strahlensysteme

Da je zwei der Systeme =, zu Regelflichen zusammengefasst werden
konnen, so umhiillen alle Systeme eine Brennfliche, deren Doppeltangenten

*) Caporali a. a. 0.
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die Strahlen der Systeme sind. Die singuliren Punkte der Strahlensysteme
sind Knotenpunkte der Fliche und die singuliren Ebenen beriihren dieselbe
liings Kegelschnitten.

Eine - Fliche G, und eine G(,,, schneiden sich in einem wind-
schiefen Vierecke, in welchem die gegeniiberstehenden Seiten demselben
Strahlensysteme angehoren.

Die Strahlen von =, auf G,,, werden durch die Schnitte mit allen
G.,, involutorisch gepaart. Durch die Flichen G,,, sind fiir die Leitschaar
und Regelschaar einer G(,,, Involutionen bestimmt, durch deren projectivische
Beziehung vermittelst der G(,,, eine Raumcurve vierter Ordnung sich ergiebt,
lings welcher die Brennfliiche von G,,, beriihrt wird.

Betrachtet man zwei Strahlen von =,, die auf einer G(,,, und G,
liegen, so sind dieselben einander zugeordnet in Bezug auf das Nullsystem
S,. Bei der Abbildung durch ein Nullsystem S, geht jedes Strahlensystem
und die Brennfliche in sich selbst iiber.

Sucht man die Ordnungselemente der auf G, von Strahlen des
Systemes =, gebildeten Involution auf, so gehoren diese den beiden Null-
systemen S, und S, an und bilden desshalb in ihrer Geesammtheit eine ge-
radlinige Fliche vierter Ordnung mit zwei Doppelgeraden. Ein solches
Ordnungselement auf G,,, trifft die beiden mit ihm ein windschiefes Viereck
bildenden Strahlen von =, in Punkten, in welchen letztere eine vierpunktige
Beriihrung mit der Brennfliche eingehen. Der Ort der Punkte, in welchen
Strahlen von =, die Brennfliche vierpunktig beriihren, ist daher eine Raum-
curve achter Ordnung, welche durch die 16 Knotenpunkte der Fliche geht
und in ihnen diejenigen singuliren Ebenen zu Schmiegungsebenen besitzt,
welche den Punkten in dem Nullsysteme S, entsprechen®).

Die Curve achter Ordnung ist eine Ordnungscurve fiir das Nullsystem
S, ; die Tangenten derselben gehoren zu =, und bilden eine abwickelbare
Fliche achter Ordnung. Durch die Curve, welche eine ausgezeichnete
Haupttangentencurve der Brennfliche ist, gehen fiinf Regelflichen vierter
Ordnung, welche von Strahlen der anderen Systeme gebildet werden.

*

*) Vergl. Salmon-Fiedler, Geometrie des Raumes II, 3. Aufl. S. 493.

Journal fiir Mathematik Bd. XCII. Heft 2. 23
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§ b.

Ebene Schnittcurve der Brennflache.

Alle Strahlen eines Systems =,, welche in einer Geraden einer singu-
lsiren Ebene eintreffen, bilden eine Regelfliche dritter Ordnung, deren Doppel-
gerade durch den der Ebene in S, entsprechenden singuliren Punkt geht,
Wir betrachten zwei solche Regelflichen; die eine F, sei gebildet aus Strahlen
von =, mit einer in (12) beliebig gelegenen Leitgeraden, die andere F, sei
gebildet aus Strahlen von =, mit einer in (0) beliebig gelegenen Leitlinie.
Die Doppelgeraden der beiden Regelfliichen gehen durch den Punkt (2).
Wir werden zeigen, dass die beiden Flichen einen Kegelschnitt gemein haben.

Die Flichen F, und F, bringen wir zum Schnitt mit dem System der
G2, welche simmtlich durch (2) gehen und deren Tangentialebenen in
diesem Punkte, zu denen auch (12) und (0) gehoren, eine Kegelfliiche zweiter
Ordnung beriihren. Jede Tangentialebene des Kegels bestimmt eine Gy,
welche die Schnittgeraden dieser Ebene mit (12) und (0) enthilt. Eine
Fliche G trifft daher F, und F, in Erzeugenden, welche verschiedenen
Schaaren von G, angehiren, und deren gemeinsamer Punkt auf F, und F,
~ liegt. Die Erzeugenden von F, und F, werden durch das System der G,
projectivisch auf einander bezogen. Wir projiciren die Geraden von F, und
F, aus den diesen angehorenden Doppelgeraden und erhalten so zwei pro-
jectivische Ebenenbiischel, welche eine Kegelfliche zweiter Ordnung mit
der Spitze (2) erzeugen. Diese Kegelfliche trifft F, und F, in einem diesen
Flichen gemeinsamen Kegelschnitt. ‘

Die doppelt unendlich vielen Kegelschnitte der Fliche.F, werden durch die
doppelt unendlich vielen Flichen F, ausgeschunitten. Durch einen solchen Kegel-
schnitt gehen sechs Flichen dritter Ordnung, die von den sechs Strahlensystemen
gebildet werden, deren Doppelgeraden simmitlich durch (2) gehen und deren ein-
fache Leitgeraden in den sechs durch (2) gehenden singuliren Ebenen sich befinden.

Dieser Satz folgt auch unmittelbar aus der Reyeschen Herleitung.

Eine beliebige Ebene n schneidet die Brennfliche in einer Curve
vierter Ordnung C,. Die 28 Doppeltangenten derselben sind die 16 Geraden
in den singuliren Ebenen und die 12 Strahlen der sechs Systeme =,. Es
lassen sich nun leicht 62 Gruppen von einfach unendlich vielen C, viermal
beriihrenden Kegelschnitten angeben. — Die 63ste Gruppe wird durch die
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Complexcurven derjenigen Complexe zweiten Grades gebildet, welche die
Brennfliche zu ihrer Singularititenfliche haben. Dreissig Gruppen, die
einander paarweise zugeordnet sind, erhilt man in den Schnitten der Ebene n
mit den Flichen G,,, und G,,).

Jeder Strahl von =, in n liegt in einer einfach unendlichen Schaar
von Flichen F,, deren Leitlinien in eirer der singuliren Ebenen sich be-
finden. Jede solche F; wird von 7z in einem solchen Kegelschnitte getroffen.
Es entstehen so 32 einander paarweise zugeordneter Gruppen von Kegel-
schnitten. Die anderen Strahlensysteme liefern nach dem oben bewiesenen
Satze keine neuen Gruppen. Jede der 30 ersten Gruppen von Kegelschnitten
enthilt sechs Linienpaare, von welchen zwei Paare aus Geraden zweier
Strahlensysteme bestehen der Art, dass Strahlen verschiedener Systeme ein
Paar bilden; die iibrigen Geraden der Paare liegen in den singuliren Ebenen.
Die Flichen F,, deren Leitgeraden in (12) einen Strahlenbiischel bilden,
zerfallen fiinfmal in eine Regelfliche zweiter Ordnung und eine durch (2)
gehende singuliire Ebene; eire Fliche F, wird von n geschnitten in ihrer
Leitgeraden und dem zweiten in 7z liegenden Strahle von =. Hieraus er-
giebt sich der von Herrn Geiser bewiesene Satz*):

Greift man eine von den 63 Gruppen vierfach berihrender Kegelschnitte
einer C, heraus, so zerfallen die 62 ubrigen in zwei wesentlich verschiedene
Systeme; das eine besteht aus 32 Gruppen, von denen jede mit der fivirten
Gruppe sechs Doppeltangenten gemein hat; das andere besteht aus 30 Gruppen,
von denen jede mit der fixirten Gruppe vier Doppeltangenten gemein hat.

Die Eigenschaften der Flichensysteme F, und G, geben Veran-
lassung zum Beweise vieler Sitze, welche sich auf die Beriithrungscurven
einer C, beziehen, worauf wir aber hier nicht niher eingehen wollen.

§ 6.
Schlussbemerkung.

Der Zusammenhang, welchen die in § 1 gegebene Construction von
=, mit der Reyeschen Herleitung hat, ldsst sich nicht so unmittelbar
iibersehen, wie bei der Construction des Strahlensystems dritter Ordnung und
zweiter Classe.

Den Flichen G, werden in dem Flichengebiisch des Herrn Reye

*) Dieses Journal, Bd. 72, 8. 370 etc.
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die durch die Punkte 1 und 2 gehenden Ebenen entsprechen; den Flichen
G\, aber je zwei Kegelflichen mit den Mittelpunkten 1 und 2 und den Strah-
len 13, 14, 15, 16 resp. 23, 24, 25, 26, was sich mit Hiilfe der dort er-
orterten Abbildung leicht zeigen lisst. Die zusammengehorenden Kegel 1
und 2 bilden entsprechende Elemente zweier projectivischen Kegelbiischel,
in welchen die Ebenenpaare einander entsprechen, und deren Schnitt die
Kernfliche des Gebiisches ist. Es lisst sich desshalb die Curve sechster
Ordnung, welche die Kerncurve eines durch sieben Punkte bestimmten
Flichennetzes ist, durch die Schnitte dreier projectivischen Kegelbiischel
construiren.

Aachen, im April 1881.




