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311

Ueber die Differentiation der elliptischen Functionen
nach den Perioden und Invarianten.
(Von den Herren Frobenius in Ziirich und Stickelberger in Freiburg i. Br.)

Wir betrachten im Folgenden elliptische Functionen, in welchen
nebst dem Argumente » auch die Perioden 2w und 2w’ unabhiingig ver-
#nderlich sind und nur der Beschrinkung unterliegen, dass sie weder un-
endlich gross noch unendlich klein werden diirfen, und ihr Verhéltniss nicht
durch reelle Werthe hindurchgehen darf. Dann sind auch die zugehorigen
Invarianten g, und g; unabhingige Variabeln, die alle endlichen Werthe an-
nehmen diirfen, fiir welche die Discriminante g3—2747 von Null verschieden
ist. Aus den Perioden findet man die Invarianten durch die Gleichungen

1)  g,=60= L

g =140 2" o vy

1
(ve+ 2'0)
wo die Summationsbuchstaben », ' alle Paare ganzer Zahlen von —oo bis
+oc durchlaufen, mit Ausschluss des Paares 0, 0, oder wenn man

@) T=2 h=em

setzt, und annimmt, dass die Ordinate der complexen Grosse = positiv ist,
durch die Gleichungen

3y (9)12g=1+2002 P (22165, = 1-50a = FN

Um die partiellen Differentialgleichungen zu finden, denen eine ellip-
tische Function, als Function dreier Variabeln betrachtet, geniigt, fassen
wir sie zundichst als Function von 4, w, o' auf, und transformiren dann
die erhaltenen Differentialgleichungen durch Einfithrung der Variabeln g,, g,
fir w, o’. Wir kniipfen daran eine Zusammenstellung der Differentialglei-

40*



312 Frobenius u. Stickelberger, zur Theorie der elliptischen Functionen.

chungen, die zwischen den Perioden, den Invarianten, den Perioden der
Integrale zweiter Gattung und den durch lineare Transformation der Perio-
den umgeformten Invarianten bestehen.

§ 1.

Die Perioden 2w, 2w’ als unabhingige Variabeln.

Tst ¢(u) eine elliptiéche Function mit den Perioden 2w und 2w,
und sind o und B zwei ganze Zahlen, so ist

ot ¢(u+2ecw+28w") = ¢(u).

elzt man
a ’ 8 6 ’ ’
Tu =0 0,0 FE =@, 0,0), GE= ¢ 0,0,

so ergeben sich durch Differentiation jener Glelchung nach w, o' und u
die Relationen

¢ (u+2ew+2Bw' )+ 2e¢'(u+2aw+2Bw") = ¢, (),
¢, (u+ 20w+ 20w+ 2B¢" (u+ 20w+ 2Bw") = ¢,(u),
‘ @' (ut 20w+ 28w = ¢ (u).
Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit w, ' und #, und
addirt sie, so erhilt man
wp(u+20w+2Bw")+w'p,(u+ 20w +280")+ (u+2ew+2B 0" ¢'(u+20 w+-25w")
= W, (u)+ w'p, () +ug'(w).

_ 0w
)t = 508

und multiplicirt man jene Gleichungen mit

Setzt man

n=r@), 7=r@) und re@),
und addirt sie, so erhilt man mit Beriicksichtigung der Formel
r(u+2ew+250) = r@w)+2an+2837
die Gleichung
n ¢y (u+2e w-+ 280"+ 7' ¢ (ut2e w428 w")+r (v 20w+ 2B w") ¢ (u+2e w423 w")

. = 7, () +7'¢; () +1 () ¢’ ().
Es ergiebt sich also der Satz: :
I. Ist ¢(u, w,w") eine elliptische Function mit den Perioden 2w und

2w', so sind
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. 0 , O ‘
) 04wy w20 = f),

6) 722 4y 2P @) 9F = g

elliptische Functionen mit denselben Perioden.
Betrachtet man in den Gleichungen (5.) und (6.) die Ableitungen
%% und ng als Unbekannte, so ist ihre Determinante

(1) no'—qo = +%,

falls man, W1e im Folgenden stets geschieht, voraussetzt, dass die Ordinate

von v =— posmv ist. Durch Auflosung jener Gleichungen ergiebt sich also
a o ’ ’ [) ’ s
TGP g )~ flw) + (fu— 't (w) '),
i do

— o T = 9@ —nf(w)+(mu—wr(u)) ¢ (u).

Was die Ermittlung der Functionen f(«) und g(u) anbelangt, so konnen
sie ausser etwa fiir # =0 nur fiir die ndimlichen Werthe unendlich werden
wie ¢(u) selbst, und es ist leicht, wenn u, einer dieser Werthe ist, in den
Entwicklungen von f(#) und g (#) nach Potenzen von u—u, die Coefficienten
der negativen Potenzen aus der analogen Entwicklung von ¢(#) zu be-
rechnen. Durch diese Coefficienten ist aber eine elliptische Function nach
einem bekannten Satze (d. J. Bd. 88, S. 154) bis auf eine additive Constante
genau bestimmt.

Auf demselben Wege, auf dem oben der Satz I. bewiesen worden
ist, gelangt man auch zu dem folgenden allgemeineren Satze:

II. Genigt die Function ¢(u,w,w') den Gleichungen

(8)  @ut2w)=me@), ¢ut+20)=mn'p)
wo m und m' zwei von u, w, w' unabhdingige Grossen sind, so befriedigen
die Functionen

’ a(P
et gl u gl nghn Gh w5

dieselben Glezchungen.

§ 2.

Die Invarianten g,, g,.

Den eben entwickelten Satz wollen wir nunmehr auf den Fall an-
wenden, wo die mit ¢(u) bezeichnete Function gleich @ (u) ist. Diese
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Function wird nur fir =0 (und die congruenten Werthe) unendlich von
der zweiten Ordnung, und ihre Entwicklung nach Potenzen von « beginnt mit

9) @) = W g d
Die Function f(u) wird da,her in dlesem Falle nur fir » =0 unendlich
von der zweiten Ordnung, und die Anfangsglieder ihrer Entwicklung sind

+¢m +--.. Sie ist also gleich —2p(u). Da r(«) ebenfalls nur fiir
= O unendhch wird, und seine Entwicklung nach Potenzen von # mit

_____9_2 39 5 9a W oo
(10.)  r(w) = 60 “ 140 ¥ 8400 ¥

beginnt, so wird die Function g(u) nur fir ¥ =0 unendlich von der vierten
Ordnung, und die Anfangsglieder ihrer Entwicklung sind

R
Sie ist daher gleich
—3p"(w)+3g9. = —2p(u)’+ 9.
Demnach ist

' Op op _
Bw +w 6w'+ u 79; = —2p,
) 5 e
N—=— ow < n a( +r(u) au = —"2502'{'%97‘

Die erste dieser beiden Formeln ist auch leicht daraus zu erhalten, dass

p(u) = .71'"+Z ((u+2vw1+2v'w')’ - (21/0)—{—1211'(0’)")
eine homogene Function (—2)ten Grades von u, w, o' ist.
Entwickelt man beide Seiten der Gleichungen (11.) nach Potenzen
von u, so ergeben sich durch Vergleichung der Coefficienten der Anfangs-
glieder die Relationen

1] o dy, -0
a?;""w az:r=_4g21 w g +w' af,t=—6937
12.
(12, 392 199 _ _¢ 09, , 109, _ 9
+n¢9w'_ 93 n6w+n8w'——~ 3

Ist also ¢(w,w') eine beliebige Function von w und o', so ist |

BqJ B(p
@ 5w T 797= ( 49,5, +6 9s a )
(13.) o
ﬂaw‘i"? awr- 3(1893 + 926 )
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Demnach folgt aus Satz I:

1. 1Ist ¢(u,g,,g;) eine elliptische Function mit den Invarianten g,, g;,

so sind

d 0 0
1 4928_2—}.6938_;’;—“—3-,(3"
(1) op 2 Op

d
18g3"é;;+ gg‘a-gr(u)%
elliptische Functionen mit denselben Invarianten.
Nimmt man in den Formeln (13.) fiir ¢ die Discriminante und die

absolute Invariante
3

(1)  g=g-27¢, g=17*,
so erhilt man
agG 'a 6 a a
6y | o +o' G =~ 1200 @5+’ 5k =0,
) dg 109 Oy ' B9 939,
TaaTTea= O gyt n5;=—18 5

Setzt man ferner
D=pwtp'e, f=upntuy,
wo pu und u' zwei willkiirliche Constanten bedeuten, und nimmt in den
Formeln (13.) fiir ¢ die Grosse @, so erhilt man

ow 0 0 0
(17.) 4926_9;4_6935;%:—65’ 18935;%—1-92 hid

‘ag, =
Aus den Formeln (12.) folgt

dg , 09, dg Z] :
Mot e Tawtiay 60 %
39, , 199 89, , 199, | |49, 6

Ot G Vot G| TP

Wendet man auf die linke Seite das Multiplicationstheorem der Determinanten
an, so ergiebt sich daraus bei Benutzung der iiblichen Schreibweise fiir die
Functionaldeterminanten
309, 9, ‘8 d(w, o' 3ni 1
(18.) 6((30, Z)')) = T Bpi 9o 6((9,,93)) ~ 778 9
Durch Auflosung der Gleichungen (12.), (16.) und (17.) erhilt man die
Formeln¥) '

_*) Die Formel (20.) und die Formel (31.) im folgenden Paragraphen sind auf
einem andern Wege gefunden von Herrn Brums, Ueber die Perioden der elliptischen
Integrale erster und zweiter Gatiung. Dorpat 1875.
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3ni g, 3ni dg,

-—2 —aw = 12921]'-—18g3w', ———2 P — 189317'—g; [;()',
(19.) 3ni 8 3mi & '
t A 1 A
— o =12 —18gs, — 312 — 189,11 —glw,

8 . 9 .
(20.) 4.%% = 189377#93 o, 4966—Z = —12¢,7j+ 18¢, m,

im Slog(g) _ ,  im dlog(g) _

24 G0 s 24 60
@) | 5 : ,

in 89 _ 939, s 7 89 _ 914,

36 6w g U owo g

Daraus folgt in Verbindung mit der Gleichung (7.)
(22.) -g—dlog (gs) =1'dw—ndw' = w'dy—wdn'.
Beildufig ergiebt sich aus diesen Formeln
oy, o' _ do , do'
(23.) 8—w+_85f_0’ 79?4"79—”7-0-
Um auch den Satz II. durch ein Beispiel zu erldutern, wollen wir

die partielle Differentialgleichung ableiten, der die Function

24. — potpo' —u) qumrwrn .

BL 90 = o wwat © |
geniigt, falls © und ¢’ zwei von w und o' unabhiingige Grossen sind, und
pw+u'o nicht eine ganze Periode ist. Diese Function befriedigt die Glei-

chungen

(25.)  q(u+2w) =e"q(u), q(u+2w") = €™ q(u), 7
wird nur fiir ¥ =0 (und die congruenten Werthe) unendlich gross, und ihre
Entwicklung nach Potenzen von # beginnt mit

Q) = 4 —r— =)t

wo
(26) r=rwotp'o)—(untuy), s=gpuotuo’)

gesetzt ist. Nach Satz I gentigt daher die Function
a , 0 0
M ae oy o () 5
denselben Gleichungen, sie wird ferner ebenfalls nur fiir « = 0 unendlich,
und die Anfangsglieder ihrer Entwickelung nach Potenzen von u sind

1 ' 1
- 3(s—1) - + e
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Einem bekannten Theorem von Hermite zufolge (Compt. Rend. Bd. 85,
p. 693) ist daher

n 2000 4y 800D 41 () S99 ) (") + =) ()
oder nach Formel (13))
@7) 184, 3‘*(“) +gi ‘9‘1(“) — 3(q"(W) + 2r () ' () + (s—7°) g ().

§ 3.

Die Perioden 27, 27'.
Aus den Formeln (11.) und (13.) folgt¥®)

(28) 185258013 ) _ 51 () g/ (w)+ Bp (w7 — g

Da p(u) = —1'(v), p"(u) = 6p(u)’—Lg, ist, so ist die rechte Seite gleich
=3@r"+1") + §p"+1g.
Durch Integration ergiebt sich daher aus der obigen Gleichung

(29) 185 %50 46 0 = —Br (W) (u) — ¢ () + kun.

Durch nochmalige Integration findet man daraus

" 3alogo(u) + zaloggf'(“) gr(uf—3p (u)+4g.9’
oder

(30) 1892500 44 25 — 3o () +yguni o ).
Setzt man

B =11 (s, @, w'), % =r,(4,w, 0'),
8o ist den Formeln (13.), (29.) zufolge

nty () + 7'ty (u) + 1 (u)r'(u) = § 9'(4) — Pz gou.
Fiir v = w erhdlt man daraus, weil p'(w) =0, r(w) =7 ist,

n(r(0)4r'(w)+ 71 (w) = —f g
oder
, O
ﬂaw +/5‘Z‘-—T192

*) Die Art, wie Herr Weiersirass in seinen Vorlesungen diese Differentialglei-
chungen ab]eltet findet man von Herrn Simon, dieses Journal Bd. 81, S. 311 aus-
einandergesetzt. Vgl. Weierstrass, dieses Journal Bd. 52, S. 352.

Journal fiir Mathematik Bd. XCII. Heft 4. 41
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Aus dieser Gleichung und der analogen fiir %' ergiebt sich die zweite der
Formeln

o/ L
(310) aw +w amr =7, 492 ag + 693 Bg 7]’
on ) OFf on
7 8:70 +7 aw' =—1%9.@, 18g, gg‘:'i‘ 93‘3‘;; = }9.@.
Mithin ist
on' , oy’
rr aw +7 Bw 5w T U Jw' _ 1290 190
' on , ., on i 7'
w5t tw m 950 T 5o
oder nach (7.)
(32 a(ﬂ, 7) —- g a(w: w') 12 9(n, ’7') in 9,
’ a(w, w') TzIn 6(77’ ’7’) gz a(gnga) 32 A

In Verbindung mit den Gleichungen (21.) folgt daraus (vgl. Klein, Math.
Ann. Bd. XV 8. 86.)

d'logg, O’logyg, d'logg, \'
(33.) dw’ o™ 6w6w> Ed ‘q?

Ist (p(w w') eine Function von w und ', so ergiebt sich aus (21.)

5 4y 1 Op _ im J(logg,, ) _ in O(logy,, ¢) O(n, %)
T80 8w dw 24 O(ww) ~ 24 O(mn) OJ(w )’

also nach (22.) und (32)

' a ' a
(34') N=— aw +77 azt = _T2'92(w ‘I‘)

und folglich nach (13.) . . 5
4
(35') w_"+ r —9:(1 389 + g a>.
Nimmt man fiir ¢ die Invananten g» und gs, so erhilt man die zweite Reihe

der Formeln
U ags

6 2 a 3
1S =t g S =g,
(6. 89 ' 99, 93 893 ' ay,
Ptogh =12 +o' S = 4g,.

~ ~

Berechnet man aus den Formeln (31.) d1e Werthe von —g? und 667'7, 80

2 3

findet man unter Berﬁcksichtigung der Relationen (20.) die Gleichungen
(37.) ag,+a =0, 126g+’ag =0.
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Daraus erhilt man durch Elimination von # oder @ die Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung (vgl. Borchardt, dieses Journal Bd. 58, S. 134.)
1257~ 57 =0,

a° i 8% 12 o

9o T e 9 -
Zu diesen Formeln gelangt man am bequemsten, indem man von der Dar-
stellung von w und 7 durch geschlossene Integrale

(38.)
12971

ds sds
( ) 1433'—913—'93 ’ f]/43’—9:3—93

ausgeht.
Sei D das durch die Gleichungen
a(y,
Dy = 1857057 = 50 )
(20) - _3(n 2% raqv __im 9(logg,, @)
o ("7 do " Fu’ 8 Id(w,w)

definirte Operationssymbol. Setzt man in den Gleichungen (28.), (29.), (30.)
u=upw+u' 0, wou, u' von w, w' unabhiingig sind, und benutzt man ausser
den Bezeichnungen (26.) noch die Abkiirzungen
(41.) g=o(uw+ pa') e—l(/lw+#'w')(#n+#'n'), = SOI (uw+ ,u’w'),
80 erhilt man die Formeln
(42, %Dlogq=é *—3s, Dr=—3rs—}t,
Ds = 3rt+6s°—g,, Dt =3r(65—4g,)+9st.

§ 4.
Das Periodenverhéltniss und die absolute Invariante.
Ist ¢ (w, ') eine homogene Function nullten Grades von w und o',
. . . . o' .
also eine Function der einen Variabeln z = —y 80 ist

_dp no'— nw__n do

(@) 75 Bw + 80)’ =TT o 2w’ dint
Z. B. ist nach Formel (16.)
dg 36w’ g39,
(43.) dint @ g,

Daher ist
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Die Function y

(45.) f=g"

ist eine eindeutige homogene Function (—1)tn Grades von w und ' und
geniigt nach (16.) der Gleichung

0 )y 0
(46)  nglto L =0.

Ist daher ¢ eine homogene Function »te» Grades von w und o', so ist

a(fpf” 7 o(ef) _ #* d(ef)
() (17 ) +7 Bw')_ dw' ~ 20° dint
Nimmt man in dieser Formel ¢ = :}— und setzt man
(47)  ym=—r,
8o erhilt man
no _ , dlogy(z) n dy(r)
(48.) o=k d(int) ' af L

In den folgenden Formeln dieses Paragraphen wollen wir der Einfachheit
halber f=1 voraussetzen, so dass w, 7, ¢, g die Ausdriicke bedeuten, die
bisher mit wf, 5~ g.f™* gf~° bezeichnet worden sind. Dieselben sind
also Functionen von = oder g. Eine Function von w und o' oder von g,
und g; kann nun zwar mittelst der Gleichung f=1 in verschiedene Formen
gebracht werden. Aber zufolge der Relation (46) ist der Ausdruck

Op , , Op op
ﬂ'ga’—-l-ﬂ S0 oder 18g3 39, +gz

unabhiingig von der Art, auf die ¢ durch w, w' oder g,, g; ausgedriickt ist.
Setzt man in der Formel (44.) ¢ = @ oder 7, so erhilt man nach
(17.) und (31.) }

d o d _
(49.) 189§ga-;gz =—1, 216g,9; TZ — .

Durch Elimination von 7 oder @ ergiebt sich daraus (vgl. Bruns, 1. c. S.5;
Dedekind dieses Journal Bd. 83, S. 280)

a’ d
oy |89 2 TA9— g+ 2@ = 0,
(50.) . -
d? & d -
69(g—1) g+ +(5g—2) 51+ 457 = 0.

Nimmt man in der Formel (53.) ¢ =g, oder g;, 8o findet man nach (12.)
d _dg;
(Bl)  prgl =—12g, (1)} =34

dmt
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Nimmt man ferner ¢ =7, so erhilt man nach (31.)

n' dyp _ On yon gy
BP0 dint = "o T B0 = 12
Daher ist
9 _ _ m  dn
12 2w d(inT)’
oder, wenn man fiir w und 7w ihre Werthe aus (47.) und (48.) einsetzt,
&yt
(62) 40 = Y G-

Nimmt man endlich der Reihe nach ¢ = g5, ¢;, 92, 9:95, U. 8. W., 80 ergiebt
sich nach analogen Umformungen

gy = — (e D),

3= gu(n) ),

(53.) 1-2%,9, = —iw(ﬂ“%’:;(-:-)g,
2132875 = 4y(7 LD,
2%.8'g1g, = — by (e L)

Allgemein ergiebt sich

yo= C (o EEED _ (1pyape L @)

in(dimnT)!

als eine ganze Function von %?— und 4g¢;, deren Coefficienten positive ganze
Zahlen sind, mit Hiilfe der Recursionsformel

(64) 2y =—20 2 4 (MYyy o+ ()Wt (5) et

welche aus der Lagrangeschen Umkehrungsformel leicht abzuleiten ist*).
In dieser Gleichung ist

2 dwﬂ—l — awﬂ—l 2 awn—l
Y dine = %(1893 g, T dg, )

*) Allgemeiner ergeben sich aus dieser Formel, wenn # und v zwei Functionen
von r sind, die Identititen

1 - n
2:(}) 1 Db oo = i)

, 1
%3(—1)t(:) A

w1 Dy (v Diutt") = Di(v).
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Aus den Relationen (52.) und (53.) erhilt man fiir y(z) die Differential-
gleichung dritter Ordnung (vgl. Jacobi, dieses Journal Bd. 36, S. 103)

(55.) [3:;/(1)’(‘1;,-',",2’))»]3—27[%w(’f)‘——%xfg:)]’= 1.

§ b.

Transformation der Perioden.
An Stelle der unabhingigen Variabeln w, ' filhren wir zwei neue
Variabeln £2, £2' ein mittelst der linearen Substitutionen
w = af2+bL2,
(96.)
o' = c2+d2,
deren Determinante
' (57.) ad—bec =1
sein moge, und deren Coefficienten im {iibrigen willkiirliche Grossen sind.
Wir bezeichnen mit
H, H, T, G, G, G, F, G
die Ausdriicke, die aus £, £’ in der nimlichen Weise gebildet sind wie
U T gy gn 9o g
aus w, '. Die Gleichung ¥)

HY-HQ2 = T
geht durch die Substitution (56.) in
(aH+bH’)w'—-(cH+dH')w = %

iber. Vergleicht man diese mit der Relation (7.), so erkennt man, dass
die durch die erste der beiden Gleichungen

aH+bH' = 714G, w,

cH+dH' = 7+ 6o

definirte Grosse G, auch der zweiten Geniige leistet. Ist daher ¢ eine
Function von w und o', also auch von £2 und £, so ist

(88.)

9 109 _ 99 . Op % , . 99
(89.) Hao+H'zor = 15, +7 W+G1<w§a7+w —5—(57),

*) Selbstverstindlich wird der Fall ausgeschlossen, wo es keine Paare ent-
sprechender Werthe = und 7' mit positiven Ordinaten giebt, wie dies z. B. eintritt,
wenn a, b, ¢, d rein imaginir sind.



Frobenius u. Stickelberger, sur Theorie der elliptisclien Functionen. 323

also speciell, wenn ¢ eine homogene Function vten Grades ist,

9 ,
H G+ H gy = nge +0 Gyt v Gig
oder nach (13.) :
(60.) 18G,o2 L+ gg 1893 — #o2 3y 6,g.

Setzt man in Gleichung (59.) fir ¢ auf der lmken Selte aH+bH', auf
der rechten 4+ G,w, so erhilt man nach (31.) und (40.)

61.) G,—g, = 12Gi+4DG,.
Setzt man in derselben Gleichung ¢ = G,, G, G;, so findet man
(62.) - 18G; = 12G,G,+ D G,,
(63.) DG; = G;—18G,G;,
(64.) DG;=—36G,Gs, G,=—3'xDlog(Gs).
Durch Elimination ergiebt sich daraus
(65.) 9(Gs—gs) = 6G, ¢+ 726G} + 366G, D G,+2D* G,
(66.) D*G+36G, D*G,—54(DG,)*—33¢,D G+ 135g; G,— H4g,G* = 0,
Aus der Gleichung (64.) folgt die Relation

DF
(67') Gl = "3“ F?
‘die sich in die beiden Gleichungen
(68.) 81 F
azn 8O(§ =7+G o =cH+dH'

zerlegen lisst. Setzt man den Ausdruck (67.) in (61.) und (62.) ein, so erhilt
man die eleganten Formeln
(69.) G,—g, = 4F D*(F™),
(70.)  Gi—gy = }F' D (F7')—3g: 5
und daraus fiir F die Differentialgleichung dritter Ordnung
(71.)  [3g,+4AFD*(F)P—[27g;— 69, DlogF+ F*D*(F~*)]* = 27F".
Mit Hiilfe der Formeln (18.) und (56.) ergiebt sich aus der Gleichung
9(6,G,) _ 9(G,,G,) 9(£L,82) I(v,w")
9(9,9,)  0(%, L) d(w, ) 9I(9,9,)
3(6,6,) _ G,
9(9s 95) 9

DF

die Relation
(72.)
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Ist y eine Function der Variabeln «, sind e, 3, y, & Constanten, und
ist «d— By von Null Verschieden, so ist

(78.)  (ad—py)" = (a+ Bz)* d*(a+Bzy—ty

y+3w> - dz"
( a+ Bz

Mit Hiilfe dieser Identitit kann man in den Formeln, die sich aus (52.),
(63.) durch Ersetzung von w, o' durch £, £2' ergeben, die Ableitungen

nach 7 auf solche nach 7= zuriickfiihren. Setzt man

(14)  P@)= - = (d—br)p( 00,
so erhilt man auf diese Weise die Gleichungen
R S (O
(75.) 'Z_ = ¥ Z(S;I;z(gr) ’
oG m 4ror I,
266 - iY’(t)G‘d(;ﬁ(ga) , s w.

Diese Relationen so wie auch die der Gleichung (48.) entsprechende Be-

ziehung :
aH+bH' , 4¥()
aF = ¥ gar dint
lassen sich direct herleiten mit Hiilfe der Bemerkung, dass, wenn ¢ eine

homogene Function nullten Grades von w und w' ist, nach (59.)
dg ' a‘P _ '
(77') N—=— Jw +77 awr - + Hagl

ist. Aus den beiden ersten Gleichungen (75.) folgt beildufig, dass die
Function ¥(z), welche drei willkiirliche Constanten enthilt, das allgemeine
Integral der Differentialgleichung (55.) ist.

Aus den Formeln (44.) und (77.) ergiebt sich, wenn ¢ eine Function
von = oder g ist, die Relation

—54 929 99 _ 4 GG, dp
(18) Dy =540 T8 = b4 =en 20

Setzt man in derselben ¢ = G, so erhilt man

54636, dG _ 9,626,
G, ' dg 99,6, ’

(76.)

(719.) DG =
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und mithin
80) 6= gy 2
(Bl) €= gpgg—iy o=
(82.) F*:ﬁ__ﬁ, ?—

Setzt man zur Abkiirzung

_ 9(-1) d_G>’

G(G—1)

9*(g—1) ( G )
¢'(G—1) \dg

gt (g—1)* dG
G G—1)F dg

r=06V3g%(g—1)%, R=6/3G}G—1)3,

so ist nach (78.)
Dy = f’r d(p — PR

dG’
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also wenn man eine beliebige Functlon von g zur unabhingigen Varia-

beln wihlt,
F* _ dG  dg
B

Da D¢ =0 ist, falls ¢ eine Function von f ist, so ist nach (67.)
G, = —} Dlog (E) =3} (D(log %g) - D(log —dﬂg )
=3 (/‘2 dg (log dg) F*R %(logfg— ) ;

dg dr &'¢  dR

oder wenn man

P=ra—a =t

setzt, /
6G, = -—Dlog—f,— =fp—

Folglich ist

dG* dG

—F’P.

6DG, = f’Dp—-F’DP-—PF’Dlog(%)
— f"Dp—F'DP+PF*(f'p— F*P).

Setzt man diese Ausdriicke fiir G, und DG, in die Formel (61.) ein,

findet man nach leichten Reductionen

3¢,+2f Dp-+f*p* = 3G,+2F*DP+F*P*,

oder weil
fl r?

91 = 3 36g(g—1)

ist,
2 dp

£ 2 1
f“(asg(g—i)“L T+ dg) FR(366‘(G )+n'+
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Setzt man also

_ 1 2 dp

= +(dlogdg> 192 d’logdg (dlogr) 9 d"logr

= 36g<g

23 3
~B6gg—1) T Ag—1)"

80 findet man mittelst der Relation
[’ F*R = dg* : dG*
die Differentialgleichung dritter Ordnung (Dedekind, dieses Journal, Bd. 83,
S. 280.)
(83) [gldg® = [G]dG".
Sind die Verhiltnisse der Constanten a, b, ¢, d rational, so ist G,
(oder F oder G) Wurzel einer algebraischen Gleichung, deren Coefficienten
rationale Functionen von g,, g; (oder g¢,, g5, f oder g) sind. Mittelst dieser
Gleichung kann man DG, und D’G,, und folglich mit Hiilfe der Formeln
(61.), (62.) die Griossen G, und G, rational durch G,, g, g, ausdriicken.
Nach Formel (30.) befriedigt die Function
o(u) = o(u, 2,2)
die Differentialgleichung
2 Jo| ()

1803 aa(u) + G, 3G, = 30" () + 4 Gou? o (w).

Nach (59.) folgt daraus die Relation
Do(u) = 30"(4)—3G,ud'(u)+4 G, ulo(u)+ 3G, 0 (u),
welche durch die Substitution
o(u) = et ¢ (u)

Do) = $¢"(w)+3G 9@ +45.4 ¢ ()
iibergeht. Wir machen jetzt die specielle Annahme, dass
[/

_ @ _B8 7 __ 9
a—V;, b= — el d—-}/;,

(84) ad—fBy =
ist, wo e, (3, , 0 ganze Zahlen sind und n eine positive ganze Zahl. Fiir
diesen Fall wollen wir die oben eingefiihrte Bezeichnung dahin abindern,
dass wir an Stelle von
Q’ Q‘, u’ (p (u)’ Gl ] G? ] GS

in

also
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durchgiingig
‘/E‘Q’ ]/;;Q': ‘/';”’ '/;(P(u)y ‘:TGH ,:—er, ‘;:-3G3
gchreiben. Dann ist
nDo(u) = 3¢"(w)+§ G o)+ §n’g.u’ ¢(u),
oder wenn man
¢ (u) = o(u)"x(w)

setzt,
nDx() = $2"(0)+80-Tea () + §n(n—1) LTy i 56, .

Fiihrt man jetzt an Stelle von » die Grosse s = @ (#, w, w') als unabhiingige
Variable ein, und geht dadurch x(w, w, ") in B(s, g,,g;) iiber, so erhilt
man (Kiepert, dieses Journal Bd. 88, S. 209):

4nDB = 6(483—928—93)%;;
(85.)
—(12(2n—3)5"— (4n—3)gs) 20 46 (n(n—1)s+3G,) B.

Ist » =2m+ 1 eine ungerade Zahl, so ist bekanntlich B eine ganze Function

mten Grades von s
B = s"+B,s"'+ B,s" 4.+ B,.

Zwischen den Coefficienten dieser Function ergiebt sich aus der entwickelten
Differentialgleichung die Recursionsformel

(86.) ‘ 6(2u+2)(2u+3)B,,, = 4 DB,—18G,B,

—3(n—2u+1)(n+6u)g. B, \+3(n—2u+1)(n—2u+3)g; B, ..
Insbesondere findet man mittelst der Formeln

G,—n g, =12Gi+4n D G,, 18G;=12G,G,+=nD G,,

welche an die Stelle von (61.), (62.) treten, die Werthe

2B, =—G,, 240B,=30G|—G,—(5n—6)g,,

3360 B; = —70G}+7G,G,+ 7 (bn —18) G, 9, — 4G, —4(14n—15) g,.
Ziirich, April 1881.
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