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Ueber die Kugeln, welche ein raumliehes Vierseit

beriihren.
(Hierzu eine Figurentafel.)

(Von Herrn Heinrich Vogt in Breslau.)

§ 1.

Es seien a, und a, zwei beliebige Tangenten einer Kugel mit dem
Mittelpunkt IR, ihre Beriihrungspunkte 2, und %,; die Tangentenebenen
. in %, und ¥, e, und e, schneiden sich in der zu ¥, U, conjugirten Geraden
a,0,; die Schnittpunkte von @, und a, mit o,e, seien f, und e, Alsdann
sind von einem Punkt t, der Geraden a, zwei Tangenten an die Kugel
moglich, welche a, schneiden; néimlich die von r, ausgehenden Tangenten
des Kreises, in welchem die Ebene r,a, die Kugel schneidet. KEs seien
by=1%, ¢=1nr dese Tangenten, B,€, ihre Beriihrungspunkte. Um
die Vorstellungen zu fixiren, wihle ich y, auf der Strecke ,f,; mit z, be-
zeichne ich denjenigen Punkt, welcher auf der Strecke U,e, liegt, mit 1,
den Schnittpunkt, welcher ausserhalb der Strecke e, liegt.

Da 3% =108, U, =19, so0 sind ; ¥, und r, B, gegen jede durch
A, B, gehende Ebene, 1A, und 1, B, gegen jede durch A, B, gehende Ebene
gleich geneigt; mithin, da ¢,®, und B, nur Theile derselben Geraden b,
gind, so sind die Geraden a,a.b; gegen die Ebene A,A,¥B,, welche ich
ebenso wie den in ihr liegenden Kugelkreis mit # bezeichnen will, gleich
geneigt. Ebenso sind a,a,¢, gegen die Ebene %, %A,€, =y gleich geneigt.
(3 und y sind offenbar verschiedene Ebenen; denn es giebt nur zwei Punkte
A, und B, des Kreises 3, welche von g, die Entfernung gleich z, %, haben;
da nun auch 1, G, =1, ¥, so kann €, nicht in der Ebene 3 liegen.

Hierdurch sind die Ebenen 3 und y vollstindig bestimmt; wir kénnen
den Satz aussprechen:

Diejenigen Tangenten einer Kugel, welche sich an zwei feste Tangenten
a, a, derselben anlehnen, haben ihre Berihrungspunkte auf zwei festen Kreisen
By, gegen welche a,a, und alle beweglichen Tangenten gleich geneigt sind.
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/3 und y sind zunichst zu finden, indem man durch %, und ¥, zu
a, und @, Parallele zieht, und die Winkel, welche diese Parallelen mit a,
und @, bilden, halbirt. Bewegt man die @, @, schneidende Tangente b, an
dem Kreise # herum, so kommt sie innerhalb der Ebenen o, a, in die Lagen
b,=U,e,, by=9Uf,. Diese Geraden gehoren, da von U, A, nur je eine
sich an @,a, anlehnende Tangente moglich ist, auch der Schaar ¢ an; sie
haben demnach gegen 3 und y dieselbe Neigung wie a, und a@,. Deshalb
sind By auch die Ebenen, welche die Winkel @,b,, a,b; halbiren. Mithin
schneiden sich die Kreise (nicht die Ebenen) 3y rechtwinklig in 2, und ..
Bezeichnen wir die Schnittpunkte der Geraden @, ¢, mit den Ebenen Sy

mit be, so ist die Strecke f,e, in bc harmonisch getheilt und zwar im Ver-

héltniss gl‘ :; = ;‘:I: = 31['2, d. h. im Verhiltniss der Strecken, welche von

a,a, durch U, U, und die dazu conjugirte Gerade e, o, abgeschnitten werden.

Die Ebenen By sind, weil die Kugelkreise 3y einander rechtwinklig
schneiden, conjugirt; demnach sind auch bc conjugirte Punkte; b ist der
Pol von y, ¢ von f3.

Sidmmtliche Tangenten b kann ich nach dem Obigen erhalten, indem
ich eine von ihnen an den Punkten des Kreises 3 innerhalb der Tangential-
ebenen mit bestindig gleicher Neigung gegen die Ebene [ herumfiihre;
oder mit anderen Worten, indem ich sie um die Gerade Mm, (wo m, Mittel-
punkt des Kreises (3 ist) rotiren lasse. Die Gerade b lehnt sich hierbei
bestéindig nicht nur an @,e, an, sondern an jede Gerade, welche durch Ro-
tation von a, oder a, um Mm, als Axe entsteht. Mithin bilden die Tan-
genten b die eine Regelschaar eines Rotationshyperboloids B, dessen anderer
Regelschaar a,a, angehiren. Ebenso sind die Tangenten ¢ die eine Regel-
schaar eines Rotationshyperboloids I" mit der Axe Mm, (wenn m, Mittelpunkt
des Kreises y ist). Beide Hyperboloide haben nicht nur die Erzeugenden
a,a, sondern auch b;5, gemeinsam, sind also demselben Vierseit umschrieben.

Die Gerade Mm, ist normal zur Ebene B3, mithin auch normal zu
der in dieser Ebene enthaltenen Geraden %, ®,, welche der Halbirungslinie
des Nebenwinkels von 2,1, B, parallel ist. Die Gerade MMy, gehort der
Halbirungsebene des Winkels %, 1,8, an und ist deshalb ebenfalls normal
zu U, B,; mithin ist die Ebene Mm,x; selbst die Halbirungsebene des
Winkels %,1,8,, Demnach sind die von einem beliebigen Punkte n der
Geraden Mm, auf @, und b, gefillten Lothe einander gleich. Da dasselbe
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fiir die ganzen Schaaren @ und b gilt, so ist n Mittelpunkt einer Kugel,
welche die Schaaren a und b beriihrt. Es giebt mithin eine ganze Schaar
von Kugeln, welche @ und b beriihren; es ist leicht zu sehen, dass die
Beriihrungsebenen immer parallel 3 oder, was dasselbe bedeutet, normal
zur Axe Mm, bleiben. Alle diese Kugeln haben zur Enveloppe das Hyper-
boloid B. Ebenso sind die Regelschaaren des Hyperboloids I" zugleich
Tangenten zu der Kugelschaar, deren Enveloppe I' ist. Beide Kugel-
schaaren haben die einzige Kugel It gemein.

§ 2.

Die Geraden a@,a, sind durch die Regelschaaren bc in doppelter
Weise projectivisch auf einander bezogen. Sind r» und p. die unendlich
fernen Punkte von a, und @,; v, und p, die ihnen im System b, v, und p,
die im System ¢ entsprechenden Punkte; R P die Beriihrungspunkte der
Tangenten b, = ty»1;, by = p,pr; R'P’ die Beriihrungspunkte von ¢, = 1,=15,
¢, = P\ P, 80 ist zuniichst zu beachten, dass R und P nicht, wie es bei
der ebenen Figur der Fall sein wiirde, zu %, und A, Diametralpunkte des
Kreises 3 sind (und ebensowenig R'P’ des Kreises y). Denn die Tan-
gentenebenen in A, und R schneiden sich in einer durch ¢, den Pol von 3
gehenden, zu a, und b, parallelen Geraden. Da diese Gerade aber der
Ebene 3 nicht parallel ist, so sind %, R nicht Diametralpunkte des Kreises f3.
Dasselbe gilt fiir %, P, A, R', A, P'. Es ist aber Bogen A, R=A, P, A R'=A,P".

Die dem Punkte 1. entsprechenden Punkte sind die Schnittpunkte
der Geraden @, mit dem die Kugel beriihrenden Kreiscylinder, dessen Er-
zeugende parallel @, sind. Diese Schnittpunkte werden offenbar durch %A,
getrennt; der eine liegt zwischen %, und e,, weil ¢; Schnitt von a, mit e,
ist, welche Ebene als Tangentenebene des Cylinders (mit Ausnahme der in
ihr enthaltenen Geraden a@,) ganz ausserhalb des Cylinders verlduft. Der
andere Schnittpunkt liegt zwischen 2, und p,». Da fiir die Schaar & die
Strecke A,f, der Strecke e,, ganz entsprechend gesetzt ist, so geht der
Strahl b, durch den ausserhalb von e, liegenden Punkt r,, der Strahl ¢,
durch den innerhalb von %,e, liegenden Punkt r,. Ebenso liegt p, zwischen
U, und ¥,», p; zwischen A, und f,. Die Reihenfolge der Beriithrungspunkte
ist hiernach auf 8 %A, W RP, auf y AP AR

Die Strecken auf den Geraden a,a, sind vermittelst der Schaar b ein-
ander zugeordnet durch die Punktfolgen
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e P U Fi T,
oPe & U B
die entsprechenden Beriihrungspunkte sind
® P A A K.
Lassen wir den Punkt r, auf a, die vier durch jene Punkte gebildeten
Strecken durchwandern, so erhalten wir folgende Moglichkeiten fiir die
Lagen der Schmttpunkte tx, der Tangente b, mit a, @ und ihres Beriih-
rungspunktes B,:
toauf rep, P, Uf, fite,
L oauf TP, Pwey, WUy, Wty
Reihenfolge der Punkte (auf den endlichen Strecken):

LBk, L6 B, LBk, LLB.
Combiniren wir mit b, eine zweite Tangente b,, welche a, und a, in v,
und Y, schneiden, die Kugel in 8B, beriilhren moge, so ergiebt sich, wenn
b, und b, simmtliche moglichen Lagenbeziehungen annehmen, dass die Be-
rihrungspunkte 2,8, B, des rdumlichen Vierseits @, b,a,b, auf den Seiten
desselben folgende Lagen haben konnen:

1) Alle vier Punkte liegen ausserhalb der Seitenstrecken, und zwar
50, dass die Richtungen, in welchen je zwei Geegenseiten durchlaufen werden
miissen, um von der Seitenstrecke an den Beriihrungspunkt zu gelangen,
nicht demselben Umlaufssinne um das Vierseit angehoren.

2) Zwei Punkte innerhalb auf zwei Gegenseiten, zwei ausserhalb
auf den beiden andern so, dass, um von den Seitenstrecken zu den Beriih-
rungspunkten zu gelangen, diese beiden Seiten in demselben Umlaufssinne
durchlaufen werden miissen. :

3) Zwei Punkte innerhalb zweier anstossenden Seiten, zwei ausser-
halb auf den beiden andern, benachbart deren nicht gemeinschaftlichen
Eckpunkten.

4) Zwei Punkte innerhalb zweier anstossenden Seiten, zwei ausser-
halb auf den beiden andern, benachbart ihrem gemeinschaftlichen Eckpunkt.

5) Alle vier Punkte innerhalb der Seitenstrecken.

Es sind dies dieselben Fille, welche beim Kreise und dem ebenen
Tangentenvierseit moglich sind*); nur mit dem Unterschied, dass das rdum-

*) Steiner, dieses Journal Bd. 32. Gesammelte Werke Bd. II S. 381,
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liche Vierseit nur in einer Weise, das ebene in drei Weisen als Viereck
aufgefasst werden kann, und dass deshalb bei letzterem drei Fille an einer
Figur auftreten, die bei dem rdumlichen auf drei Figuren vertheilt sind.

Fiir die Schaar ¢ sind die Strecken der Geraden a,a, einander zu-
geordnet durch die Punktfolgen

tw W P fi Tie,
o & P Ay 1y
mit den entsprechenden Beriihrungspunkten
| RA P A KR
Durchwandert der Punkt ,:cl‘ die vier hierdurch auf @, begrenzten Strecken,
so erhalten wir fiir die Lagen der Punkte y,1;€, auf ¢, folgende Mog-
lichkeiten:
L auf Tyo 911, mlp;v pllfn flrl@,
. auf 16,  @Pm, Py, Wsty;

Reihenfolge der Punkte (auf den endlichen Strecken):
;1 (5_:1;;, x;l:l@l, sl@l E'Zy xl!:;@l-

Combiniren wir mit ¢, eine zweite Tangente ¢, derselben Schaar
und lassen beide alle moglichen Lagen annehmen, so ergeben sich fiir die
Lage der Berithrungspunkte %,G,%,€, auf den Seitenstrecken des Vierseits
a,c,a,c, dieselben fiinf Moglichkeiten, welche wir fiir @,b,a,b, gefunden
haben; ausserdem aber noch der Fall:

6) Alle vier Beriihrungspunkte liegen ausserhalb der Seitenstrecken,
und zwar auf den Verlingerungen derselben iiber zwei nicht benachbarte
Ecken hinaus*).

Combiniren wir zuletzt eine Gerade der Schaar 6 mit einer Geraden
der Schaar ¢, so ergeben sich folgende Fiille:

7) Drei Berithrungspunkte liegen auf den Seitenstrecken, einer auf
der Verlingerung. '

8) Ein Bertihrungspunkt liegt auf einer -Seitenstrecke, drei auf den
Verlingerungen **), i

*) Dieser Fall kommt beim ebenen Tangentenvierseit nicht vor.

**) Die Sonderung dieses Falls nach der Lage der Aussenpunkte ist fiir deun vor-
liegenden Zweck ohne Interesse.
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Unabhiingig von der Lage der Beriihrungspunkte gelten in allen
Fillen die Beziehungen:

uld,=uB, nY = 9.8, 9A=128, LA =n3B;

% =56, »%U=96C, nAL=p06¢, nA=n5C,.
Fiigen wir je vier dieser- Gleichungen, welche die Theilstrecken der vier
Seiten enthalten, mit geeigneten Vorzeichen zusammen, so ergiebt sich,
wenn wir mit @,a,b,b,¢,c, jetzt die Lingen der Seiten des Vierseits be-
zeichnen,

in den Fillen 1, 2 3 die Relation a,—a, = b,—b, (¢,—ey),

in den Fillen 4, 5, 6 ‘ a+a, = b+b, (c,40c)

Fiir die Fille 7, 8 konnen sich Relationen fiir die Seitenstrecken offenbar
nicht ergeben; denn im Fall 7 miisste man, um zwei Gegenseiten herzu-
stellen, alle vier Theile addiren, um die beiden andern herzustellen, drei
Theile addiren, einen subtrahiren; im Fall 8 miisste man fiir ein Gegen-
seitenpaar zwei Theilstrecken addiren, zwei subtrahiren, fiir das andere Paar
aber drei addiren, eine subtrahiren*).

Wir erhalten somit das Resultat: In einem rdumlichen Vierseit, welches
von einer Kugel beriihrt wird, ist nur dann die Summe zweier Seiten gleich
der Summe der beiden andern, wenn die vier Beriihrungspunkte in einer Ebene
liegen. Ist dies nicht der Fall, so giebt es keine Relation zwischen den Sei-
tenlingen; die Beriihrungspunkte liegen dann so, dass je zwei der vier durch
drei Beriihrungspunkte bestimmten Kreise, welche die Berihrungspunkte auf
zwei Gegenseiten gemeinsam haben, sich in diesen Punkten rechtwinklig schneiden.

Die Fille 1, 2, 3, in denen a, —a, = b,—b,, unterscheiden sich nicht
durch die Natur des Vierseits a,b,a,b,, sondern nur durch die Lage der
Kugel IM: Wie wir gesehen haben, wird a,b,a,b, von unendlich vielen
Kugeln beriihrt, deren Beriihrungsebenen simmtlich parallel 3 sind. Ver-
schiebe ich nun 3 parallel mit sich selbst, so gehen die Lagen der Punkte
A, B,AU, B, in den Fillen 1, 2, 3, die ich hinfort als I zusammenfasse, in
einander iiber. Ein Gleiches gilt fiir die Fille 4, 5, 6, in denen a,+a, = b,+ bz;
diese bezeichne ich als IIL

Zieht man die Lage der Beriihrungspunkte im Fall I in Betracht,
so zeigt sich, dass die Axe, welche die Centren simmtlicher Beriithrungs-

*) Wollte man die Differenz zweier Gegenseiten bilden, so hitte man je zwe1
Vorzeichen zu #ndern.

Journal fiir Mathematik Bd. XCII. Heft 4. 43
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kugeln enthilt, auf den Halbirungsebenen der Innenwinkel®) bei g,v., auf
den Halbirungsebenen der Aussenwinkel bei r.9, liegt**). Es sind also in
diesem Fall, um die Mittelpunktsaxe zu finden, abwechselnd die Innen- und
Aussenwinkel des Vierecks r,r,9,%, zu halbiren. Im Fall II ist die Mittel-
punktsaxe die gemeinschaftliche Linie der Halbirungsebenen simmtlicher
Innenwinkel des Vierecks. Demnach besteht fiir das Vorhandensein der
Fiille I oder II folgendes Kriterium ***): Stellt man fir ein Vierseit, dessen
Seiten von einer Kugel in einer Ebene berihrt werden, eine Gleichung her,
so dass auf jeder Seite des Gleichheitszeichens ein Paar Gegenseiten stehen,
s0 hat man mit gleichen Vorzeichen diejenigen Seiten zu setzen, fir welche
der Kugelmittelpunkt auf der Halbirungsebene des Innenwinkels liegt, mit un-
gleichen diejenigen, fir welche er auf der Halbirungsebene des Aussen-
winkels liegt.

Die Mittelpunktsaxe verlduft im Falle I, da sie auf den Halbirungs-
ebenen der Aussenwinkel an zwei Gegenecken liegt, ganz ausserhalb des
Vierseits, d. h. sie kann in gewissen Richtungen parallel mit sich selbst be-
liebig weit verschoben werden, ohne das Vierseit zu schneiden, im Falle II
wird sie vom Vierseit umschlossen.

Im Falle 7 zeigt die Lage der Berithrungspunkte, dass der Kugel-
mittelpunkt M auf den Halbirungsebenen von drei Innenwinkeln und einem
Aussenwinkel liegt; im Falle 8 je nach der Lage der Beriihrungspunkte
entweder so wie bei 7 oder auf den Halbirungsebenen von drei Aussen-
winkeln und einem Innenwinkel. Ich fasse 7 und 8 als III zusammen.

§ 3.

Die in § 2 besprochenen Fille der Beriihrung eines Vierseits durch
eine Kugel haben sich als' die einzig moglichen ergeben. Es lisst sich
dies auch auf folgende Weise verificiren: Nimmt man auf jeder Seite eines
Vierseits @,b,a,b, einen Punkt an, so sind ausser den in § 2 aufgezihlten

*) Die concaven Innenwinkel des Vierecks r,r,y, Y, sind eindeutig bestimmt, da.
das Vierseit @, b,a,b, nur ein Viereck enthilt,
*¥) Die Bezeichnung kann immer so gewihlt werden, dass a,—a, =0b,—b,,
nicht @, — a, = b,—b, ist.
#%¥) Das Kriterium, welches Baltzer, Elem. Aufl. 3 Buch 4 § 4,10 aus der rela-
tiven Lage der Bertihrungspunkte fiir die ebene Figur entnimmt, wird fir die rium-
liche illusorisch.
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Méoglichkeiten der Lagen dieser Punkte zu den Ecken nachfolgende vier
Fille moglich:

9) alle vier Punkte ausserhalb in demselben Umlauf;

10) alle vier Punkte ausserhalb, auf einem Paar Gegenseiten in gleichem
Umlauf, auf dem andern Paar in unter sich verschiedenem Umlauf;

11) zwei Punkte innerhalb auf zwei anstossenden Seiten, zwei ausser-
halb auf den beiden andern in gleichem Umlauf;

12) zwei Punkte innerhalb auf zwei Gegenseiten, zwei ausserhalb
auf den beiden andern in verschiedenem Umlauf.

Sollten nun die hier angenommenen Punkte Berithrungspunkte einer
Kugel sein, so wiirden die in einer Ecke zusammenstossenden Abschnitte
gleich sein. Daraus wiirde sich ergeben a,4a,=b,—b,. Dies ist aber
eine Absurditit; denn es miisste @,+ b, = b,—a, sein, wihrend doch

a,+b, > Ly > b—a,
ist. Demnach sind die Fille I, II, III die einzig moglichen.

Fiir ein beliebiges windschiefes Vierseit a,b,a,b, mit den Ecken
ab =g, baa=n wbh=Y, bhae=y
sind die Orte fiir die Mitten aller Kugeln, welche
a,b,, ba, ab,, ba

beriihren, die Halbirungsebenen
. b4y, J.4, 4,4, J,A,
der Innen- und Aussenwinkel bei

58] L B2,y D1
Je drei von diesen Ebenen, welche zu verschiedenen Eckpunkten gehoren,
ergeben als Schnittpunkt den Mittelpunkt einer a,b,a,b, berithrenden Kugel,
deren Beriithrungspunkte zu je dreien innerhalb oder ausserhalb der Seiten-
strecken liegen; weil andernfalls entweder a, + a, = b,+ b, oder a,—a, = b,—b,
sein miisste.

Durch Combination der Ebenen bei r, 5.9, ergeben sich 8 Kugeln,
durch deren Mittelpunkt je eine der Ebenen J, 4, geht*). Von vier durch

einen Kugelmittelpunkt gehenden Ebenen miissen je drei die Innen- oder
Aussenwinkel halbiren. Wir erhalten demnach:

*) Ueberhaupt lassen sich vier beliebigen Geraden des Raumes acht Kugeln an-
beschreiben; denn der geometrische Ort der gleichen Abstinde von zwei Geraden ist

ein gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid. Drei dieser Paraboloide schneiden sich
in den gesuchten acht Punkten.

43*
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m?l a‘uf Ah Jh J‘?a JDI

" - n Ar«. J, % J, n
m, - Jr. Jx, Av. J, "
N, - I I d 4,
m, - Jx. Ar, Al?z Av,
ms - A, J, A, A,
m, - A4, 4, J, A,

M - A, A, A, J,.
Je vier der acht Ebenen gehen durch einen Punkt, je vier der acht Punkte
liegen in einer Ebene; es lassen sich demnach die acht Punkte (ebenso die
Ebenen) in vier Weisen zu je zwei Tetraedern gruppiren, von denen jedes
dem andern sowohl umschrieben als auch einbeschrieben ist. Diese An-

ordnungen sind:
2)?1 2022 2)?3 SD?4 ﬁn. 9)?2 %7 5”?3

W, Mo I, M, D, M D, M,
M, DM M M, MM, M,
M, I, M, M, DR, I, R, I,
Die Flichen eines jeden von ihnen sind normal auf denen des zugeordneten.
Ist andererseits in einem Vierseit a,b,a,b, die Relation
O+ =b4+b, (G490 =LhL+D) )
erfiilllt, so ist jeder Punkt der Schnittlinie J, J,, Mittelpunkt einer Kugel,
welche a,b,a, beriihrt. Die Beriihrungsebenen sind parallel den Halbirungs-
linien der Aussenwinkel bei g, und z,, also unter einander parallel, normal
zu J, J,. Simmtliche Kugeln umhiillen ein Rotationshyperboloid, dessen
der Schaar b angehirige Erzeugende simmtlich a,a, schneiden und die
Kugeln beriihren. Lege ich von %, an eine der Kugeln z. B. I die ein-
zige a, schneidende Tangente, deren Berithrungspunkt mit denen auf a@,b,a,
in einer Ebene liegt, und welche a, in 3, treffen moge, so ist nach § 2
LYt 28 = LhtDk;

andererseits ist
LD = L+ D

b = Nipp—Wh
sein. Da dies nicht moglich ist, wenn 3,9, verschiedene Punkte sind, fillt
# D, zusammen; b, ist eine der Regelschaar b angehirige Gerade, und es

es miisste also
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schneiden sich J, J, J, J, in einer Geraden, deren Punkte simmtlich Mittel-
punkte von @,b,a,b, in einer Ebene berithrenden Kugeln sind. Diesen
Mittelpunkten ordnen sich offenbar die im allgemeinen Fall mit 9, 3¢, D, M,
bezeichneten ein; sie sind ndmlich die Schnittpunkte der Axe mit den Ebenen
A, A A A, , also die Mitten der Kugeln, welche das Vierseit a,b,a,b, in
seinen Ecken g, 1,99, berithren. Dagegen bleiben die Kugelmittelpunkte
M Dt M, M, unabhiingig von der Kugelschaar bestehen, da jeder von ihnen
zwar in einer der Ebenen J, J, J, J,, aber nicht in ihrer gemeinschaftlichen
Schnittgeraden liegt. Von den beiden im allgemeinen Fall einander gleich-
zeitig um- und einbeschriebenen Tetraedern

9:Jtl 9:’32 %3 %4
M, W P, M

reduciren sich die Ecken des ersteren auf die Schnittpunkte einer Ge-
raden mit den Flichen des zweiten, seine Flichen auf den Ebenenbiischel
J, J,J,J,.

Besteht endlich zwischen den Seiten eines Vierseits die Relation
a,—a, = b,—b,, so lisst sich in ganz dhnlicher Weise darthun, dass a,b,a,b,
von unendlich vielen Kugeln beriihrt werden, deren Centren auf der ge-
meinschaftlichen Geraden der Ebenen J, A, J, A, liegen. Dieser Geraden
gehoren auch die im allgemeinen Fall mit M, N, M, M, bezeichneten Punkte
an; die betreffenden Kugeln beriihren in den Ecken v,5,%.z. Die Kugel-
mittelpunkte M, Ne; M;Ms bleiben unabhiingig hiervon bestehen und bilden
ein Tetraeder, auf dessen Seiten M;MW,M.M, liegen. Fiir die Relation
a,—a, = b,— b, liegen W, M; MM in der Schnittgeraden der Ebenen
A, J. A, J, und auf den Seitenfliichen des Tetraeders Mt M, M, M,.

' Es giebt also im allgemeinen acht Kugeln, welche die Seiten eines be-
liebigen rdumlichen Vierseits berithren. Ist in einem rdumlichen Vierseit die
Summe irgend zweier Seiten gleich der Summe der andern, so wird das Vier-
seit von unendlich vielen Kugeln beriikrt, deren Mittelpunkte auf einer Geraden
liegen; ausserdem giebt es moch vier Beriihrungskugeln, welche dieser Schaar
nicht angehiren.

§ 4.

Construirt man von einem Punkte gy, der die Kugel It im Punkte
A, beriihrenden Tangente @, die beiden Tangenten b, und ¢,, welche die
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Kugel in 8B, und €, beriihren, die Tangente a, in g, und y, schneiden; von
L. und 9, die Tangenten ¢, und b,, welche a, in 3 und y, schneiden, die
Kugel in €, und B, beriihren, so fallen 3%, im Allgemeinen nicht zusam-
men; thiten sie es in einem besonderen Falle, so hiitte man ein Tetraeder
mit den Gegenkanten a,a,, b,b,, ¢,c,, welche stimmtlich von der Kugel I
berithrt werden. Ich bezeichne ein solches Tetraeder zur Abkiirzung als T.

Durchléiuft r, die Gerade a,, so sind die Punktreihen g, r, 3, und ebenso
L9 9, projectivisch, mithin auch 3, 9, unter einander projectivisch; sie konnen
also, ohne congruent zu sein, zwei gemeinschaftliche Punktepaare haben.
Diese gemeinschaftlichen Punktepaare sind U, und f,; ihnen entsprechen
auf @, ¢, und 2,. In diesen Fillen aber ist das Tetraeder ein uneigent-
liches; es hat entweder U, e, oder f,%, zu Doppelecken, die Geraden e,
oder f,U, zu vierfachen Kanten, a, und a, zu einem Paar Gegenkanten.
Ausser diesen uneigentlichen Tetraedern giebt es also keine, deren Kanten
von M berithrt werden und fiir welche die beliebig angenommenen Tan-
genten a@,a, ein Paar Gegenkanten sind. Es muss demnach fiir a,a, eine
Bedingung bestehen; ist eine solche vorhanden, so sind die Punktreihen 3,4,
congruent, jeder Punkt p, auf @, kann dann zur Ecke eines T, gewihlt
werden, welches dadurch vollstindig bestimmt ist*). Da z,%, zwei pro-
jectivische Punktreihen sind und g, als Element der Punktreihe ¢ den Punkt
, ebenso bestimmt wie als Element der Punktreihe Y, so bilden z,4, eine
Involution mit den Doppelpunkten ¥,f,; ebenso % mit den Doppelpunk-
ten Ase,.

Dasselbe Resultat ergiebt sich auf elementarerem Wege: Die Be-
rithrungspunkte der Kanten eines Ty liegen nach Seite 329 zu je vieren auf
drei sich rechtwinklig schneidenden Kreisen:

A%°.98,8, =03, AACC =y, B;B,EE =a*)
Bezeichne ich den spitzen Neigungswinkel der Tangente a, gegen Kreis 3
mit ¢, so ist Z a,y = 90°— ¢, und weil b, sich an a,a, anlehnt, / 6,3 = ¢;
2 bo=90"—¢, weil £ Ba=90° / ca=90—¢, £ cy=¢, weil ¢
gich an b,b, anlehnt und / ey =90" ist. Nun ist aber, weil ¢, sich auch

*) Legt man im allgemeinen Falle von 3y, weiter die Tangenten b,c, bis zum
Schnitt mit @,, von diesen Schnittpunkten aus die Tangenten c,b, u.s. w., 8o zeigt
sich ebenso wie beim Tetraeder, dass die Reihe sich immer schliesst, wenn sie es ein-
mal thut.

#¥) Die Bezeichnung ist hier, um die frithere nicht zu éndern, nicht ganz sym-
metrisch gewdhlt.
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an a,a, anlehnt, Z ¢,y = a,y = 90°— ¢; mithin ist ¢ = 90°—¢, also ¢ =45",
Dasselbe gilt fiir alle Kanten des Ty.

Zwei Tangenter a,a, einer Kugel konnen nur dann Gegenkanten eines
der Kugel umschriebenen Ty sein, wenn sie gegem die Kreise 3y unter 45°
geneigt sind; oder wenn die Winkel §,U,e, =f,Uye, = 90° sind.

Ist diese Bedingung erfiillt, so giebt es unendlich viele T, mit den
Gegenkanten @,a,, Denn schneide ich die Kreise 3y rechtwinklig durch
einen Kreis o, der durch die zu %, ¥, conjugirte Gerade «,e, gehen muss,
in 8,8,€,C,, und construire in diesen Punkten die Tangenten &,b,c¢,ec,,
welche a@,a, schneiden, so sind diese gegen 3y sowohl wie gegen « unter
45" geneigt; es miissen also die Tangenten ¢,¢, auch die Tangenten b,b,
schneiden, weil sie gegen deren Halbirungskreis o mit ihnen gleiche Nei-
gung haben. Da nun a,b,¢, nicht in einer Ebene liegen, so schneiden sie
sich in einem Punkte; ebenso a,b,c,, a,b,¢c,, a,b,¢,.

Die Geraden %, %, 8,%B,, €€, schneiden sich in einem Punkte %,
dem Schnittpunkt der Ebenen a3y, und es ist PA,PU, =P B, PB,=PE.PE,.
Die Ebenen oy sind, da die auf ihnen liegenden Kugelkreise einander
rechtwinklig schneiden, conjugirt, bilden also ein Polardreiflach mit den
Kanten U, ,, B,B,, €, €, Ist n die Polarebene von P, so enthilt sie die
Schnittgeraden !,,l; der Tangentialebenen in %A, Y,, B,B,, €, €, Diese
Geraden sind zu %, Y, B,8B,, €,€, conjugirt und bestimmen mit ihnen ein
Polartetraeder. Demnach werden die sich in / schneidenden Tangential-
ebenen an B,B, durch die conjugirten Ebenen yn harmonisch getrennt.
Diese vier Ebenen aber schneiden die Gerade a, in g, %fi, @, in 59, Use,;
mithin werden die Punkte %,f, und 2,e, durch die Ecken aller moglichen
T, harmonisch getrennt. Hierdurch ist die Zusammengehorigkeit der Punkte
LY bestimmt. Es gehoren zu einander r,. und die Mitte o von %,f,; ebenso
die mit p, und p, bezeichneten Punkte, welche dem Punkt p. zugeordnet
sind. Ziehen wir die Lage der Tangenten b,b, in Betracht, so ergiebt sich
nach der schon frither angewendeten Ueberlegung: 1) liegen g, und v, auf
den Strecken t.p, und op;, so gilt die Relation a,+a, = b,+ b,; 2) liegen
t und v, auf den Strecken p, A, und p,%A,, oder of, und 1,.f,, so ist
a,—a, = b—0b,. Hiernach ergeben sich zwei Moglichkeiten der Lage der
Kugel zum Tetraeder: 1) die Kugel beriihrt simmtliche Kanten des Te-
traeders innerhalb der Seitenstrecken; es ist a,+a, = b,1+b, = et c; 2) die
Kugel beriihrt drei in einer Ebene liegende Kanten z. B. a,b,¢, auf den
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Seitenstrecken, die drei anderen auf den Verlingerungen iiber die Schnitt-
punkte mit @,b,¢, hinaus; alsdann ist a,—a, = b,—b, = ¢,— ¢..

Von zwei Kugeln konnen die Kanten eines Tetraeders nur in dem
noch specielleren Falle beriihrt werden, wenn die Bedingungen 1) und 2)
gleichzeitig gelten, das Tetraeder also ein gleichschenkliges mit regulirer
Basis ist.

Ist zundichst nur eine die Kugel I im Punkte 2, beriihrende Tan-
gente @, gegeben, so . giebt es durch jeden Punkt A, der Kugel nur eine
Tangente a,, welche mit @, als Gegenkante ein T, bestimmt. Ich finde
dieselbe, indem ich in %A, die Tangentialebenen e, construire, welche a, in
f, schneiden moge; alsdann ist die in o, liegende zu 2A,f, = b; normale
Tangente die verlangte. Jede der verlangten Tangenten @, schneidet die
in U, auf @, normale Tangente b, in einem Punkte e, der zu A,A, conju-
girten Geraden. Von einem beliebigen Punkte des Raumes aus giebt es
zwei Tangenten an MM, welche b, schneiden: Es giebt durch jeden Punkt
des Raumes zwei Tangenten der Kugel MM, welche mit a, als Gegenkante je
eine Unendlichkeit von Tetraedern Ty erzeugen; ebenso giebt es in jeder Ebene
swei derartige Linien; denn jede Ebene schneidet b, in einem Punkte, von
dem aus, wofern die Ebene die Kugel schneidet, innerhalb der Ebene zwei
reelle Tangenten moglich sind.

Sind zwei beliebige Gerade des Raumes @, a, als Gegenkanten eines
T, gegeben, so ist der Beriihrungspunkt 2, auf @, noch frei zu wihlen;
alsdann ist b, = WU, e, diejenige Gerade der Ebene U, a,, welche durch %A,
geht und zu @, normal ist. Man hat dann, um Punkt %, zu finden, nur
e,U;, = ¢,A; zu machen, was auf zwei Arten geschehen kann; alsdann ist
der Kugelmittelpunkt M als Schnittpunkt der in %, und A, auf a,a, normalen
Ebenen mit der Symmetrieebene von U, %, bestimmt.

Soll ein ebenes Dreiseit @,b,c, zu einem T ergiinzt werden, so ge-
horen diejenigen Kugeln, denen dasselbe umschrieben werden kann, vier
Kugelbiischeln an, deren Schnittkreise die vier Beriihrungskreise von a,b;c;
sind. Legt man an eine dieser Kugeln von den Punkten b,c,, ¢,a;, a,b,
aus diejenigen Tangenten, welche die zu @,b,¢, in ihren Beriihrungspunkten
normalen Tangenten schneiden, so sind dies die Kanten von zwei derselben
Kugel umschriebenen Tetraedern. Mit gegebenem Radius sind acht das
Dreiseit a,b,c, beriihrende Kugeln miglich, wofern der gegebene Radius
grosser ist als die Radien jedes der a,b,c, beriihrenden Kreise. Es giebt
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also im allgemeinen 16T, mit gegebener Basis, welche einer Kugel von
gegébenem Radius umschrieben sind. Je zwei dieser Ty sind in Bezug auf
die Ebene a,b,c, symmetrisch.

Ein Dreikant a,b,c, lisst sich in sechzehn Arten zu Tetraedern er-
giinzen, welche derselben Kugel umschrieben sind; je zwei von diesen sind
auch hier symmetrisch. Denn es giebt acht Kugeln mit gegebenem Radius,
welche ein Dreikant beriihren; man erhilt die fehlenden Kanten a,b, ¢,
indlem man die Ebenen b,¢,, c,a,, a,b, durch die zu @,b,c, in ihren Be-
rithrungspunkten normalen Tangenten schneidet und von diesen Schnitt-
punkten aus die innerhalb der Ebenen moglichen beiden Tangenten an die
Kugel legt.

Breslau, den 4. December 1881.
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