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Ueber die physikalische Bedeutung des Princips der
kleinsten Wirkung.

(Von Herrn H. vor Helmholtz.)

\Venn ich in diesem Aufsatze vom Princip der kleinsten Wirkung
spreche, so mochte ich darunter nicht allein die urspriingliche 1744 von
P. L. M. de Maupertuis *) veroffentlichte Form desselben verstanden wissen,
die iibrigens erst viel spiter, wohl durch Lagrange, pricise Bestimmung der
Variationsbedingungen und vollstéiindigen Beweis empfangen hat; sondern ich
will unter diesem Namen, als dem é&ltesten und bekanntesten, die ver-
schiedenen transformirten Formen desselben Satzes mitbegreifen, welche
spiter durch Sir W. Rowan Hamilton *¥*) daraus entwickelt sind. Dieser hat
die zwei Differentialgleichungen aufgestellt, welche spiiter C. G. J. Jacobi in
eine zusammenzuziehen lehrte, in denen die gemeinsame Quelle dieser Trans-
formationen und noch vieler moglichen anderen liegt, wihrend dadurch die
physikalischen Voraussetzungen, von denen die Rechnung ausgeht, gar nicht
verdindert werden.

Die genannten Forscher haben das Princip der kleinsten Wirkung zu-
néichst nur auf die Mechanik wigbarer Korper angewendet und die Bewegungen
eines Systems entweder ganz frei beweglicher oder durch feste Verbindungen
an einander geketteter Massenpunkte dadurch dargestellt. Die physikalischen
Voraussetzungen, von denen sie ausgingen, waren also wesentlich gegeben
durch Newtons Bewegungsgesetze und die Art, wie man der Erfahrung ent-
sprechend die Wirkung fester Verbindungen von Massenpunkten mechanisch
zu definiren pflegte. Weiter zeigte sich aber, sobald man erst gelernt hatte
Maupertuis’ Integral richtig zu behandeln, dass die Giiltigkeit des Gesetzes von

*) Histoire de 1’Acad. des Sciences de Paris. 1744. Avril 15. — Histoire de
I’Acad. Royale de Berlin. 1746. p. 267.

#¥) Philosoph. Transact. 1834. T. II, p. 247—308; 1835. T. I, p. 95—144.
Journal fir Mathematik Bd.C. Heft 2. 18



138 H. von Helmholiz, iber das Princip der kleinsten Wirkung.

der Constanz der Energie vorausgesetzt werden miisse *). Dies musste an-
fangs als eine erhebliche Beschrinkung fiir den Giiltigkeitsbereich des Prin-
cips der kleinsten Wirkung erscheinen, bis die neueren physikalischen Unter-
suchungen feststellten, dass auch das Gesetz von der Constanz der Energie
allgemeingiiltig ist, und jene scheinbare Einschrinkung also in der That
nichts einschrinkt. Nur muss man fiir den untersuchten Vorgang vollstindig
alle Formen kennen, in denen Aequivalente von Energie auftreten, um sie
mit in Rechnung zu ziehen. Andererseits konnte es fraglich erscheinen, ob
mitspielende andere physikalische Vorginge, welche nicht einfach auf Be-
wegungen wigbarer Massen und auf Newfons Bewegungsgesetze zuriickzu-
filhren sind, in denen sich aber doch Energiequanta bethiitigen, auch unter
das Princip der kleinsten Wirkung begriffen werden diirfen.

Als die fiir die hier beabsichtigten Untersuchungen bequemste Form
des Princips der kleinsten Wirkung werde ich eine von Hamiltons Formen
wiihlen, welche zulésst, dass anf das betreffende mechanische System, dessen
innere Krifte nur conservative sind, noch &ussere von der Zeit abhingige
Kriifte einwirken, deren Arbeit besonders berechnet wird. Wenn wir mit
F die potentielle Energie des Systems, mit L die lebendige Kraft dessel-
ben bezeichnen, so ist die Function (Hamiltons Principalfunction), deren
Zeitintegral bei der normalen Bewegung zwischen den Endlagen ein Mini-
mum wird:

H = F—-L,
wihrend die Energie des Systems
E = F+L

ist. Hierin ist F nur von den Coordinaten abhingig, wihrend L eine homo-
~ gene Function zweiten Grades der Geschwindigkeiten ist.

Jene Function H ist dieselbe, durch deren Differentialquotienten La-
grange die nach aussen gewendeten Krifte des bewegten Systems ausge-
driickt hat. Da diese Function in allen hierher gehorigen Problemen eine
wichtige Rolle spielt, mochte ich fiir sie eben wegen dieser Bezichung
zu den Kriiften den Namen des #kinetischen Potentials vorschlagen. Es ist
schon eine ganze Reihe entsprechender Namen fiir verschiedene specielle Ca-

*) Maupertuis selbst hat dies nicht gesehen; er hilt sein Princip fiir allgemeiner
als das der Erhaltung der lebendigen Krifte. Histoire de ’Acad. de Berlin. 1746.
p- 285. — C. G. J. Jacobi erortert diesen Punkt im Anfang der Vorlesung VI tiber
Dynamik.
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pitel der Physik vorgeschlagen worden. So gehort hierher Herrn F. E. Neu-
manns Potential zweier elektrischer Strome, Herrn R. Clausius *) elektro-
dynamisches Potential; Herr J. W. Gibbs **) nennt in der Thermodynamik
dieselbe Function, die ich freie Energie genannt hatte, Krdftefunction fir
constante Temperatur, Herr P. Duhem ***) dagegen dieselbe das thermodyna-
mische Potential. Es sind also Vorginge genug fiir die Wahl des neuen
Namens vorhanden.

Das Princip der kleinsten Wirkung kann dann so ausgesprochen
werden: Der fiir gleiche Zeitelemente berechnete Mittelwerth des kinetischen
Potentials ist auf dem wirklichen Wege des Systems ein Minimum (beziehlich
fir lingere Strecken ein Gremzwerth) im Vergleich mit aller anderen berach-
barten Wegen, die in gléicher Zeit aus der Anfangslage in die Endlage fihren.
Fiir die Ruhe geht das kinetische Potential iiber in den Werth der potentiellen
Energie (beziehlich des Potentials im bisherigen Sinne). Fiir diese brauchen
wir nicht den Mittelwerth zu nehmen, da die wihrend der Bewegung ver-
schiedenen Werthe hier einander alle gleich werden. Fiir die Ruhe sagt
unser Gesetz dann also einfach aus, dass die potentielle Energie fir das
Gleichgewicht ein Minimum sein miisse T).

Jacobi hat gezeigt, dass die Function H auch explicite die Zeit ent-
halten konne, ohne die Bildung der Variation und die daraus folgende Diffe-
rentialgleichung unmoglich zu machen. Ich habe dies benutzt, um zu H
noch eine Summe %‘[Pﬂ.pﬂ], hinzuzufiigen, in welcher p, die Coordinaten
sind, und P, die in Richtung der Coordinate p, wirkende Kraft bedeutet,
letztere in dem unten niher zu erdrternden Sinne genommen. Die P, wer-
den als gegebene Functionen der Zeit, aber unabhingig von den Coordi-
naten betrachtet. In dieser Form liefert der Minimalsatz bei der Variation
Lagranges Gleichungen fiir die Kriifte P,, und damit ist dann auch die ganze
Reihe specieller Untersuchungen, die sich auf die Bewegungsgleichungen
von Lagrange griinden, unter das etwas modificirte Princip der kleinsten
Wirkung aufgenommen. Wo es nothig ist dieses modificirte Princip von

*) Dieses Journal Bd. 82, S. 85. Auch in Wiedemanns Annalen Bd. I, S. 36.

*¥) Transact. Connecticut Academy III, p. 108—248; 343—524. Sillimans Journal
1878. XVI. p. 441—458.

##%) Le Potentiel Thermodynamique. Paris 1886.

1) Zu bemerken ist, dass schon Euler auf diesem Wege das Princip der klein-
sten Wirkung zu begriinden suchte, aber er nahm den Mittelwerth von F, nicht von
(F—L). Histoire de I'Acad. Royale de Berlin. 1751. p. 175.

18*%
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dem urspriinglichen zu unterscheiden, will ich es den Minimalsatz des ki-
netischen Potentials nennen. Die von Lagrange gegebene Form der Be-
wegungsgleichungen ist namentlich dadurch von Wichtigkeit, dass wir sie
auch auf Fille anwenden konnen, wo allerlei noch nicht rationell aufzu-
losende Vorginge, Reibung, galvanischer Widerstand u. s. w. mitwirken, und
wo zwischen diesen und den durch Lagranges Formel zusammengefassten
conservativen Kriften des bewegten Systems Gleichgewicht bestehen muss.

Von anderen Arbeitséiquivalenten kommen nun neben der potentiellen
und actuellen Energie wigbarer Massen, namentlich noch die thermischen,
elektrodynamischen und elektromagnetischen in Betracht. Die Wirmebe-
wegung ist bisher allerdings nur als ein besonders verwickelter Fall der
Bewegung ausschliesslich wigbarer Atome betrachtet worden. Da aber
von warmen Korpern gleichzeitiz Aetherwellen ausstrahlen, so wird diese
Beschriinkung, die unter einfacheren Voraussetzungen in der That Carnots
Gesetz abzuleiten gestattet, wie die Herren Clausius *) und Boltzmann **) ge-
zeigt haben, doch nur als eine zunichst ausreichende Hypothese zu be-
trachten sein; die Mitwirkung anderer Kriifte, z. B. elektrodynamischer, kann
nicht mit Sicherheit ausgeschlossen werden.

Dass dagegen thatsichlich die bekannten Gesetze der reversiblen
Wirmevorginge in der Form von Lagranges Bewegungsgleichungen, also
anch des Minimalsatzes des kinetischen Potentials ausgedriickt werden kon-
nen, habe ich in meinen Aufsiitzen iiber die Statik der monocyklischen Be-
wegungen ***) nachgewiesen. Dabei zeigt sich aber, dass die Temperatur,
welche die Intensitéit der thermischen Bewegung misst, in viel verwickelterer
Form in die zu integrirende Function eintritt, als es die Geschwindigkeiten
thun, wenn man den Werth der lebendigen Kraft ponderabler Systeme
bildet. Ich habe in den citirten Aufsiitzen gezeigt, dass dergleichen For-
men unter gewissen beschrinkenden Voraussetzungen auch fiir Systeme wiig-
barer Massen durch Elimination gewisser Coordinaten entstehen kénnen, und
dass also in dem Auftreten solcher verwickelterer Formen kein Widerspruch
gegen die Anwendung von Lagranges Bewegungsgleichungen liegt. Wohl
aber wird es nothwendig, wenn man die allgemeinen Eigenschaften der
Systeme, die durch das Princip der kleinsten Wirkung regiert werden,

*) Poggendor{f Annalen. 1871. Bd. 142. 8. 433—461.
**) Wiener Sitzungsberichte 1866. Bd. LIII. Abth. II, S. 195—220.
#%¥) Dieses Journal Bd. 97, S. 112—123.
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kennen lernen will, die iiltere engere Annahme fallen zu lassen, wonach
die Geschwindigkeiten nur in dem Werthe der lebendigen Kraft und zwar
in Form einer homogenen Function zweiten Grades vorkommen, und zu
untersuchen, wie sich die Sache verhilt, wenn H eine Function der Coor-
dinaten und Geschwindigkeiten von beliebiger Form ist.

Dafiir, dass auch die chemischen Krifte, wo wir sie zwingen kionnen,
nur auf reversible Weise zu arbeiten, dem Carrotschen Gesetze folgen, haben
zwar erst in einer kleinen Zahl von Fillen experimentelle Bestitigungen
gewonnen werden konnen, diese aber fallen um so mehr auf als sie mess-
bare Beziehungen zwischen Processen von anscheinend ganz verschiedener
Natur herausstellen *).

Endlich haben die Beobachtungen iiber die elektromagnetischen und
elektrodynamischen Fernwirkungen geschlossener elektrischer Strome zu
Ausdriicken fiir die ponderomotorischen und elektromotorischen Kriifte ge-
fiithrt, die sich durchaus den von Lagrange fiir die Mechanik wigbarer Kor-
per gegebenen anschliessen. Der erste, welcher eine solche Formulirung
der elektrodynamischen Gesetze gegeben hat, war Herr F. E. Neumann **)
senior. Bei ihm treten als Geschwindigkeiten die elektrischen Stromungen
auf, d. h. die Menge der Elektricitit, die in der Zeiteinheit durch ein von
materiellen Theilchen des Leiters umgrenztes Flichenelement hindurchgeht.
Spiter haben dann die Herren W. Weber und Clausius andere Formen ge-
geben, in denen relative oder absolute Geschwindigkeiten elektrischer Quanta
im Raume statt der Stromgeschwindigkeiten eintreten. I'iir geschlossene
Strome stimmen die Folgerungen aus diesen verschiedenen Formulirungen
durchaus iiberein. Iiir ungeschlossene differiren sie. Soweit in diesem
letzteren Gebiete Thatsachen gewonnen sind, zeigt sich, dass das Neumann-
sche Gesetz unzureichend ist, wenn man bei seiner Anwendung nur die in
den Leitern vorgehenden Elektricititsbewegungen in Rechnung zieht. Man
muss vielmehr auch die von Faraday und Marwell in Betracht genommenen
Bewegungen der Elektricitiit in Isolatoren, wie sie bei entstehender oder
vergehender dielektrischer Polarisation derselben eintreten, beriicksichtigen.

#) S. meine drei Aufsitze tiber die Thermodynamik chemischer Vorginge. Sitzungs-
berichte der Berliner Akademie 1882, 2. Febr., 27 Juli. 1883, 31. Mai. — Eine gute
Zusammenstellung des bisher gebrachten Materials in dem oben citirten Buche von
P. Duhem.

*¥) S. meine Arbeiten tiber die Theorie der Elektrodynamik. Dieses Journal Bd. 72,
8. 57; Bd. 75, S. 35; Bd. 78, S. 273. .
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Unter das so erweiterte Neumannsche Gesetz fiigen sich auch die bisher
sicher beobachteten Wirkungen ungeschlossener Strome.

Aber auch hier besteht eine Abweichung in der Form der Fune-
tionen, verglichen mit denen fiir wigbare Massen. Fiir die elektrodyna-
mischen Erscheinungen treten die Geschwindigkeiten der Elektricitiit in einer
Function zweiten Grades auf, deren Coefficienten aber, selbst bezogen auf
rechtwinkelige Coordinaten, nicht Constanten werden, wie es die Massen
in dem Werthe der lebendigen Kraft ponderabler Systeme sind. Zweitens
treten lineare Functionen der Geschwindigkeiten ein, sobald permanente
Magnete in Wirkung treten.

Es waren gerade Untersuchungen iiber die Form des kinetischen
Potentials, welches Maxwells Theorie der Elektrodynamik fordert, die mich
auf die vorliegenden vorbereitenden Untersuchungen gefiihrt haben.

Auch die Lebre vom Licht hat sich in allen Hauptsachen unter die
Hypothese subsumiren lassen, dass der Aether ein Medium von &dhnlichen
Eigenschaften sei, wie die festelastischen wigbaren Korper. Die bekannten
Schwierigkeiten in der Theorie der Reflexion und Refraction werden noch
leichter besiegt durch Maxwells elektromagnetische Hypothese. Aber man
mag der einen oder der andern Meinung folgen, so wiirde man das Princip
der kleinsten Wirkung fiir die Lichtbewegung als giiltig betrachten miissen,
wenigstens soweit ihre Erscheinungen durch jene Theorien erklirt werden.

Daraus ergiebt sich schon jetzt, dass der Giiltigkeitshereich des
Princips der kleinsten Wirkung weit iiber die Grenze der Mechanik wiig-
barer Korper hinausgewachsen ist, und dass Maupertuis hoch gespannte
Hoffnungen - von seiner absoluten Allgemeingiiltigkeit sich ihrer Erfiillung
zu nihern scheinen, so diirftig auch die mechanischen Beweise und so
widerspruchsvoll die metaphysischen Speculationen waren, welche der Autor
selbst fiir sein neues Princip damals anzufiihren wusste.

Es ist schon jetzt als hochst wahrscheinlich zu betrachten, dass es
das allgemeine Gesetz aller reversiblen Naturprocesse sei, und was die
irreversiblen betrifft, wie z. B. Frzeugung und Leitung von Wirme, so
scheint deren Irreversibilitiit nicht im Wesen der Sache, sondern nur auf der
Beschrinktheit unserer Hiilfsmittel zu beruhen, die es uns nicht moglich machen
ungeordnete Atombewegungen wieder zu ordnen, oder die Bewegung aller in
Wirmebewegung begriffenen Atome genau riickwiirts gehen zu machen.

Jedenfalls scheint mir die Allgemeingiiltigkeit des Princips der



H. von Helmholtz, iiber das Princip der kleinsten Wirkung. 143

kleinsten Wirkung so weit gesichert, dass es als heuristisches Princip und
als Leitfaden fiir das Bestreben, die Gesetze neuer Klassen von Erschei-
nungen zu formuliren, einen hohen Werth in Anspruch nehmen darf.

Es hat ausserdem den Vorzug die simmtlichen Bedingungen, welche
fiir die untersuchte Klasse von Erscheinungen von Einfluss sind, in den
engsten Rahmen einer Formel zusammenzufassen, und dadurch einen voll-
stindigen Ueberblick iiber alles Wesentliche zu geben.

Bei dieser Lage der Sache hielt ich es fiir niitzlich fiir das verall-
gemeinerte Princip eine Uebersicht des Beweises und der allgemeinen
Folgerungen zusammenzustellen, die, wo sie nur bekannte Methoden auf
etwas erweiterte Annahmen anzuwenden hatte, ganz kurz gehalten sein
konnte. Ich habe mich dabei bestrebt, namentlich diejenigen Folgerungen
hervorzuheben, welche beobachtbare Verhiiltnisse betreffen, und die, zu-
sammengefasst, wiederum im Stande sind, als Kennzeichen fiir die Giiltig-
keit des Princips in dem betreffenden Gebiete zu dienen.

In § 1 ist mit moglichster Freiheit fir die Natar der Function H
der Minimalsatz des Kkinetischen Potentials entwickelt, und Lagranges Be-
wegungsgleichungen daraus hergeleitet. Die Eliminationen sind besprochen,
durch welche auch fiir Systeme wigbarer Korper solche allgemeinere
Formen eintreten konnen.

In § 2 wird die Constanz der Energie aus unserer Form des Princips
abgeleitet und der Werth der Energie aus dem Werthe des kinetischen
Potentials zu berechnen gelehrt. Er ist:

OoH

E = H_%‘[qaa—q“’"]a
wo ¢, die Geschwindigkeiten sind. Dabei zeigt sich, dass nicht umgekehrt
in jedem Falle, wo die Constanz der Energie gewahrt ist, auch das Princip
der kleinsten Wirkung gelte. Das letztere sagt also mehr aus, als das
erstere, und was es mehr aussagt, zu finden ist unsere Aufgabe. Gleich-
zeitig werden einige mechanische und physikalische Vorgiinge specificirt,
um sie als erldiuternde Beispiele sowohl fiir den Inhalt der beiden ersten
Paragraphen als auch der folgenden herbeiziehen zu konnen, und daran die
Tragweite des Princips anschaulich zu machen.

§ 3 behandelt dann die entgegengesetzte Aufgabe, nidmlich H aus E
abzuleiten. Das muss durch Integration der oben stehenden Differential-.
gleichung geschehen und bringt also willkiirliche Integrationsconstanten
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hinein, welche homogene Functionen ersten Grades der ¢, sein miissen.
Dieser Schritt ist insofern von Bedeutung, als es nun moglich sein wird
aus der vollstindigen Kenntniss der Abhingigkeit der Energie von den
Coordinaten und Geschwindigkeiten das kinetische Potential und somit die
ganzen Bewegungsgesetze des Systems zu finden, vorausgesetzt, dass das
Princip der kleinsten Wirkung giiltig ist. Die nach ¢, linearen Glieder,
welche ,,verborgenen Bewegungen“ entsprechen, werden sich wohl meist
ohne Schwierigkeit finden lassen.

§ 4 behandelt die Wechselbeziehungen zwischen den Kriiften, die
das System gleichzeitig nach verschiedenen Richtungen hin ausiibt, und seinen
Beschleunigungen und Geschwindigkeiten. Diese umfassen eine Reihe der
interessantesten Verkniipfungen physikalischer Erscheinungen, wie z. B. die
zwischen Ampéres elektromagnetischen und elektrodynamischen Gesetzen
einerseits und dem Inductionsgesetz andererseits; eine Reihe thermodyna-
mischer Gesetze, z. B. das Verhilitniss zwischen der Steigerung des Drucks
einer eingeschlossenen Masse durch Temperaturerhhung zu der Temperatur-
erh6hung durch Compression; das entsprechende Verhalten bei thermoelek-
trischen und elektrochemischen Processen. Auch lisst sich schliesslich
wiederum nachweisen, dass das Princip der kleinsten Wirkung jedesmal
giiltig ist, wenn die in § 4 aufgeziihlten Wechselbeziehungen der Kriifte
bestehen. Dieser Beweis ist aber auf eine spiitere Mittheilung verschoben.

In § 5 werden Hamiltons Theoreme fiir die allgemeine Form kurz
recapitulirt, und in § 6 werden die daraus herfliessenden Reciprocitiitsgesetze
fiir die durch kleine Anstosse nach Ablauf einer bestimmten Zeit erfolgenden
Aenderungen der rechtliufigen und riickldufigen Bewegung gegeben. Es fallen
darunter reciproke Verhiltnisse, die ich selbst fiir Schall und Licht in frithe-
ren Arbeiten, aber nur fiir ruhende Systeme, nachgewiesen hatte.

In § 7 endlich werden die Bewegungsmomente statt der Geschwindig-
keiten eingefiikrt, was eine andere Form des Variationsproblems und neben
den schon bekannten geiinderten Darstellungen der Werthe der Krifte auch
ein anderes Reciprocititsgesetz der hin- und riickldufigen Bewegung ergiebt.

§ 1.

Formulirung des Princips.

Ich nehme an, dass der augenblickliche Zustand des betrachteten
Korpersystems durch eine geniigende Anzahl von einander unabhiingiger
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Coordinaten p, vollstindig gegeben sei; die Geschwindigkeiten ihrer Aende-
rung bezeichne ich mit:

dp.
) =g

Ich bezeichne ferner mit P, die Kraft, mit welcher das bewegte Korper-
system auf Aenderung der Coordinate p, hinwirkt, so dass (—P,) die dussere
Kraft ist, welche auf das System einwirken muss in Richtung der Coordi-
nate p,, damit die vorausgesetzte Bewegung des Systems in der ange-
nommenen Weise vor sich gehen kann.

Diese von Lagrange eingefiihrten Kriifte P, sind im Allgemeinen
Aggregate von Kraftcomponenten, die selbst auf verschiedene Theile des
Systems einwirken konnen, und dadurch ihrer Grosse und Zusammensetzung
nach definirt sind, dass (P,.dp,) die Arbeit ist, welche die Kraft P, nach
aussen hin leistet, wenn die Aenderung der Coordinate p, in (p,+dp,) ein-
tritt, wihrend P, keine Arbeit leistet, wenn p, unverindert bleibt, wihrend
beliebige Verinderungen der iibrigen Coordinaten p; eintreten.

Wir setzen im Folgenden voraus, dass die Grossen P, als Functionen
der Zeit, aber unabhiingig von den Coordinaten, withrend der Periode ¢ = ¢,
bis ¢=1¢, gegeben seien. H sei eine Function der Coordinaten und Ge-
schwindigkeiten, von der wir zundichst nur verlangen, dass sie in allen
Lagen des wihrend der genannten Zeitperiode durchlaufenen Weges end-
liche erste und zweite Differentialquotienten nach den p, und ¢, habe. Wir
bilden nunmehr das Integral:

(1) # = [ a1+ S[Pepl],
£, .

0

in welchem die p, so variirt werden sollen, dass ihre Variationen Jp, fiir
=1, und t=1¢, gleich Null, in den Zwischenzeiten aber beliebige diffe-
rentiirbare Functionen der Zeit seien. Dann folgt nach bekannten Methoden
der Variationsrechnung, dass

1y o0 =0
wird, wenn wihrend der Dauer der Bewegung:
. _ p  OH d [6H
1) 0= P -—gr G—qa]'

Dies sind bekanntlich die Bewegungsgleichungen des Systems in der
von Lagrange gegebenen Form. ‘
Journal fiir Mathematik Bd. C. Heft 2. 19
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Elimination von Coordinaten. In den urspriinglichen Anwendungen
des Princips auf die Bewegungen eines freien Systems materieller Punkte
war, wie ich schon in der Einleitung bemerkte, H von der Form:

H = F-1,
worin F nur Function der p,, L eine homogene Function zweiten Grades
der g, sein soll, deren Coefficienten . von den p, abhingen. Fiir ein freies
System ist die Anzahl der Coordinaten p, dreimal so gross, als die der
vorhandenen Massenpunkte.

Nun kann aber in vielen Fillen eine Verminderung in der Anzahl
der Coordinaten eintreten, ohne dass die in den Gleichungen (1%), (1) und
(1¢) gegebenen Formen der Darstellung dadurch gesindert wiirden.

Am meisten behandelt ist unter diesen Fillen bisher derjenige, wo
die Bewegungsfreiheit des Systems durch sogenannte feste Verbindungen,
die sich mathematisch als Gleichungen zwischen den Coordinaten ausdriicken
lassen, eingeschrinkt ist. Die oben angegebene Zusammensetzung der
Function H aus F und L und die Beschaffenheit der beiden letzteren Func-
tionen wird dadurch nicht geéindert, die Zahl der versinderlichen Coordinaten
kann aber erheblich vermindert werden.

Eine andere bemerkenswerthe Verminderung in der Anzahl der Co-
ordinaten tritt ein, wenn einzelne derselben, die wir mit dem Index b be-
zeichnen wollen, nur mit ihrem Differentialquotienten ¢, in den Werth von
H eintreten, und die entsprechenden Kriifte P; dauernd gleich Null sind.
Unter diesen Umstiinden werden die den Werth der P, ausdriickenden Glei-
chungen (1°) reducirt auf: -
@) 0= -dT[%-],

oH
2) g =

Diese Gleichungen, welche nach den ¢, (beziehlich ¢,) linear sind,
kann man benutzen um die ¢, durch die iibrigen Geschwindigkeiten und
durch die p, auszudriicken, und sie dann aus dem Werthe von H zu eli-
miniren. Den durch diese Elimination entstandenen Ausdruck des Werthes
von H bezeichnen wir mit §. Dann ist

0 oH OH Ogy
= o Elan e
Also mit Beriicksichtigung von (2%):

oder:



H. von Helmholtz, iiber das Princip der kleinsten Wirkung. 147

oo = Fpcl0—Zlenqill
Setzen wir:
| @) §—Zlevqd = H,
so finden wir: , '

oH oH'

Opa - .—8—1’77
und ebenso: _
oH _ ol
6% o -(%a—’
. _ OH' d [oH
@) P = ""67“4‘—37 795;]

Es tritt also in diesem Falle die Function H', welche von den ¢, und p,
frei ist, aber nunmehr Glieder enthilt, die nach den ¢, linear sind und aus
den Werthen der g, herriihren, fiir die Bildung der Bewegungsgleichungen
(2°) ganz an die Stelle der urspriinglichen Function H. '

Beispiele hierfiir wiren Drehungen eines Kreisels um seine Symmetrie-
axe, wenn deren Richtung, aber nicht seine Drehungsgeschwindigkeit um
diese Axe geidindert werden kann. Ferner Bewegung eines Systems be-
zogen auf ein in Drehung begriffenes rechtwinkeliges Coordinatensystem,
z. B. das des Erdkorpers.

Dieser in der Mechanik der wigharen Korper gegebenen Analogie
gemiss, wollen wir einstweilen auch andere Fille physikalischer Vorginge
in denen die Function H Glieder, die nach den Geschwindigkeiten linear
sind, enthilt, bezeichnen als Felle mit verborgener Bewegung, wenn auch zur
Zeit noch Fille dazu gehoren, wo die Existenz einer solchen verborgenen
Bewegung nicht zweifellos nachzuweisen ist, wie bei der Wechselwirkung
zwischen Magneten und elektrischen Stromen. Fiir die Magnete ist sie be-
kanntlich von Ampére schon angenommen; sie zeigt ihren Einfluss auch bei
der elektromagnetischen Drehung der Polarisationsebene des Lichts, wie
Sir W. Thomson bemerkt, obgleich dabei keine wahrnehmbaren elektrischen
Strome mitwirken. '

Diese Fille unterscheiden sich von denen, wo H die Geschwindig-
keiten nur in Gliedern zweiten Grades enthiilt, wesentlich dadurch, dass die
Bewegung nicht unter gleichen Bedingungen riicklinfig vor sich gehen
kann, wenn nicht die verborgenen Bewegungen gleichzeitig umgekehrt
werden.

19*
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Noch verwickeltere Formen der Function H konnen andere Elimi-
nationen, wenigstens fiir beschriinkte Klassen von Bewegungen, hervorbrin-
gen; ich habe solche Fille in meiner ersten Abhandlung iiber die mono-
cyklischen Bewegungen *) besprochen. Wir kionnen die Bedingungen jener
Elimination hier noch etwas éllgemeiner fassen. Man nehme an, dass eine
Gruppe von Coordinaten p, vorkommt, deren entsprechende ¢, im Werthe
der lebendigen Kraft nur mit einander multiplicirt, aber nicht mit den ausser-
halb dieser Gruppe stehenden ¢, in Producte vereinigt vorkommen, so dass

O’H
9g:.0q5
Unter diesen Umstiinden sind Bewegungen des Systems moglich, bei denen
die p. dauernd constant, also die g. =0 bleiben. Die Bewegungsgleichungen
fiir diese Klasse von Bewegungen vereinfachen sich dadurch, dass, wenn
alle g, =0, auch alle

~alle =0; und dass ferner die Krifte P, immer gleich Null bleiben.

oH
. 9. 0
werden. Wir erhalten somit aus (1°):
oH
(3.) O = m,
. OH  d [oH
(3%) Py, = _%4_,%[%].

Wenn nun die Gleichungen (3.), deren Anzahl gleich der der p, ist, aus-
reichen diese Grossen als Functionen der p, und ¢, auszudriicken, so kann
man mittels der gewonnenen Werthe die p, aus H eliminiren, wobei im All-
gemeinen H eine verwickeltere Function der ¢, werden wird, welche wir
mit § bezeichnen wollen. Dann ist nach den Principien der Differential-
rechnung: '

09 _ OH | aH_apc]
8}% - Ops ¢ p. aps !

89 _ OH oH  dp. 7.
do¢s g T op. aqb]’

also wegen der Gleichungen (3.) wiederum:

s OH 0§ 8H _ 8%
(3) pe = Ope und Bgs = O

Die Bewegungsgleichungen (3%) reduciren sich also auf:

*) Dieses Journal Bd. 97, S. 120—122.
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o d o
@) Po=—g g[S,
in denen nur noch die p, und ¢; vorkommen, und das § im Allgemeinen
nicht mehr gleich der Summe einer Function der Coordinaten und einer
homogenen Function zweiten Grades nach den Geschwindigkeiten ist.

Wenn aber das urspriingliche H eine solche war, und also keine
verborgenen Bewegungen Einfluss hatten, so sind die Gleichungen (3.) nach
den ¢, vom zweiten Grade; die Werthe der p, konnen also unveriindert
bleiben (auch wenn sie mehrdeutig sein sollten), wenn simmtliche ¢, ihr
Vorzeichen gleichzeitig iindern, woraus folgt, dass auch in diesem Falle
die Gesammtbewegung riickliufig vor sich gehen kann.

In der Mechanik der wiigharen Massen wiirden wir solche Probleme,
in denen die Function H die Geschwindigkeiten ¢, in Gliedern vom ersten,
oder von hoherem Grade enthiilt, als wnvollstindige Probleme bezeichnen
konnen, insofern ein Theil der moglichen Bewegungen ausgeschlossen ist,
und ein Theil der zur Lagenbestimmung des Systems nothigen Coordinaten
~in der Function H nicht vorkommt, und gewisse Kriifte dauernd gleich Null
gesetzt, also nicht mehr beliebig bestimmbar sind.

Functionaldeterminante der Bewegungsmomente. Die in den vorigen

Ableitungen vorkommenden Grissen qu wollen #ir der Kiirze wegen be-

zeichnen:
oH

(3‘1.) 8, = —"’a‘b:

und die s, die Bewegungsmomente nennen. Bei der Bewegung eines freien
Systems, welches auf rechtwinkelige Coordinaten bezogen ist, entsprechen
sie dem Product aus Masse und Geschwindigkeit, dessen Differentialquotient
nach der Zeit Newtorns Maass der entsprechenden Kraftcomponente ist:
d dz
X = glmG)

In den zusammengesetzteren Kiéllen ist der Einfluss, den die Triigheit der
mithewegten Massen bei einer bestimmten Art vonr Bewegung ausiibt, nach
der Lage der Massen verschieden. So ist z. B. bei einer Rotationshewegung
eines festen Korpers das Bewegungsmoment gleich dem Trigheitsmoment,
multiplicirt mit der Winkelgeschwindigkeit. In diesem Sinne nun messen
die Grossen s, den Einfluss, den die Trigheit der mitbewegten Massen hat,
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und ihre Beschleunigung nimmt einen entsprechenden Theil der Bewegungs-
kraft in Anspruch, wie die Gleichungen (1°.) zeigen.

In der Mechanik wiigharer Korper gind die s, in den urspriinglichen
vollstéindigen Problemen lineare homogene Functionen der ¢,, deren Coef-
ficienten im Allgemeinen Functionen der p, sind, und man hat also ein
System hnearer Gleichungen:

(3) s =3 [ % qu),

welche, nach den ¢, aufgelost, diese als hneare homogene Functionen der
s, darstellen. Diese Darstellung wiirde nicht miiglich sein, wenn die Deter-

ldentlsch gleich Null wiire.

Letzterer Fall kann nun aber nicht emtreten, ohne dass die lebendige Kraft
fiir gewisse Bewegungen bei endlichen Geschwindigkeiten Null wiirde. Es
ist ndmlich, da L eine wesentlich positive, homogene Function zweiten Gra-
des von den ¢, ist:

2L = %'[qa.sa]'.

Wenn die genannte Determinante Null wiire, wiirden siimmtliche s, und dem-
gemiiss auch L Null sein konnen, ohne dass die ¢, Null zu sein brauchten.

Die Bedingung, dass die Determinante der Gleichungen (3%) nicht
identisch gleich Null sei, kann auch so ausgesprochen werden: Zwischen
den Grissen s, und p. soll mit Ausschluss der q, keine identische Gleichung
bestehen, und deshalb konnen die ¢, immer als Functionen der s, und p,
dargestellt werden.

Dieses Verhiltniss wird dadurch nicht geiéindert, dass wie im Falle
der verborgenen Bewegungen einzelne s, constant oder auch, wie im Falle
der eliminirten p., gleich Null gesetzt werden. Der Werth der verbleiben-
den s, wird durch jene Veriinderungen nicht geindert. Da auch fiir die
elektrischen Bewegungen und die reversiblen Wirmebewegungen dasselbe
gilt, soweit deren physikalische Gesetze bisher ermittelt werden konnten:
8o liegt bisher keine physikalische Veranlassung vor die Ausnahmsfille zu
beriicksichtigen, wo die Determinante der Gleichungen (3°.) etwa gleich
Null werden sollte; und es wird deshalb im Folgenden die Voraussetzung
gemacht werden, dass jene Determinante nicht identisch gleich Null werden
konne, sondern hochstens fiir besondere Werthe der p..

Wenn diese Bedingung festgehalten wird, lidsst sich das Variations-
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problem in solcher Weise aussprechen, dass auch die im Anfang dieses
' Paragraphen abgesondert hingestellten Gleichungen:

dpq
mit in dasselbe aufgenommen werden.
Es sei, wie oben, H eine Function der p, und ¢, die P, Functionen
der Zeit. Man setze: '

@y o = [l 3[04 2],

0

und verlange, dass
1) db, =0

werde fiir beliebige Variationen der p, und ¢,, welche beide als unabhiingige
Variable zu behandeln sind. Fiir die Zeiten ¢, und ¢ sollen die Jp, =0
sein, die dg, bleiben auch dann willkiirlich.

Die Variation nach ¢, ergiebt:

H dp,
) 0= z[aq‘:’: o (=]

woraus die Gleichungen (1.) sich ergeben, da die Determinante der
nicht identisch gleich Null sein soll.

Die Variation nach den p, ist, wie oben, auszufiihren und ergiebt
dasselbe Resultat.

Wenn man die in (1%) vorkommende Function der p, und q¢. be-
zeichnet:

oO'H
0¢..0qp

oH

E = H- Z[q“ Er

(es ist dies die Energie, wie der nichste Paragraph zeigen wird), so wird:

@) & = [ alE-x[s L 1P.p)}

)
Ich fiihre diese Form hier an, da wir auf eine analoge Form am Schlusse
stossen werden, und beide, wenn man ihnen in physikalischen Untersuchun-
gen begegnet, ehe man sicher weiss, welche Grossen als p, ¢, und s, an-
zusprechen sind, sehr fremdartig aussehen konnen.
. Andererseits sind es gerade diese Formen, welche die vollstindigste
Fassung des Problems in sich vereinigen.
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§ 2.

Verhiltniss zum Princip von der Constanz der Energie.

Wenn man die Bewegungsgleichungen (1°) der Reihe nach mit ¢
multiplicirt und addirt, erhilt man:

2[P.q) = "z[aH ]+ [q Bqa]- [BH (Z]‘a]

0qa
= — g -2 [q. gf]}

Setzen wir, wie vorher:

oH
4) E= H*Z[qa"a? )

s0 konnen wir schreiben:
-(4%)  Z[P..q.) dt+ dt = 0.

Hierin ist die voranstehende Summe die Arbelt, welche die Krifte P, im
Zeittheilchen dt nach aussen hin abgeben, und es ergiebt sich also, dass
die Grosse E fortdauernd in dem Maasse abnimmt oder wichst, als jene
Kriifte positive oder negative Arbeit leisten. Daraus folgt, dass E den
Energievorrath des Systems bezeichnet, ausgedriickt durch seine Coordinaten
p. und Geschwindigkeiten ¢, :

Daraus geht hervor, dass das Princip der kleinsten Wirkung, ge-

- nommen in der Form des § 1, das Princip von der Constanz der Energie
immer einschliesst.

Andererseits ist das Princip der kleinsten erkung' nicht nothwendig
giiltig in allen denkbaren Fillen, welche dem Gesetze von der Constanz
der Energie unterworfen sind. Man kann zu dem Systeme der Gleichun-
gen (1°) mannigfaltige Zusitze machen, welche die Ableitung der Glei-
chung (4%) durchaus nicht storen, wohl aber die Zusammenfassung in die
Variationsform aufheben. Man addire z. B. zu derjenigen der Gleichungen
(12), welche in ihren Gliedern den Index a hat, ein Glied (¢.q,) und zu
der mit dem Index b das Glied (—¢.q,), worin ¢ irgend eine Function
der Coordinaten sei. Wenn wir dann zur Ableitung der Gleichung der
Energie die erstgenannte Gleichung mit ¢, die zweite mit ¢, multipliciren,
heben sich die Zusatzglieder weg, und die Constanz der Energie wird nicht
gestort. Dagegen lisst sich die entsprechende Variation:

¢ (gs-9p.—q..9pg)
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nur wenn ¢ allein von den Variabeln (¢q,.p,) und (¢,.p,) abhingt, als vollstin-
dige Variation einer Function der p, und ¢, unter dem Zeitintegral betrachten.

Wenn die in den Zusatzgliedern angenommene Function ¢ unabhiingig
von den Geschwindigkeiten ist, wiirde die entsprechende Bewegung nicht
umkehrbar sein. Wir konnten das ¢ aber zu einer linearen Function der
Geschwindigkeiten machen; dann konnte die ganze Bewegung auch riick-
ldufig vor sich gehen. ’

Da man in jedes beliebig gewihlte Paar von Gleichungen aus dem
Systeme (1°) solche Glieder einstellen kann, so ist eine grosse Mannig-
faltigkeit solcher Fille denkbar, in denen das Gesetz von der Constanz
der Energie giiltig ist, aber nicht das der kleinsten Wirkung.

Daraus ergiebt sich also, dass das letztere Princip, wo es gilt, noch
einen besonderen Charakter der vorhandenmen conservativen Naturkriifte aus-
spricht, der nicht schon durch ihre Bestimmung als conservative Kriifte ge-
geben ist. Diesen deutlicher an das Licht zu stellen ist der Zweck der
nachfolgenden Untersuchung.

Erlauternde Beispiele.

Da es im Folgenden wiederholt wiinschenswerth sein wird Beispiele
anzufithren, an denen die Tragweite der gewonnenen Sitze anschaulich wird:
8o erlaube ich mir gleich hier einige geeignete Fille so weit nothig zu
charakterisiren, auf die ich mich nicht nur fiir den Inhalt dieses und des
vorigen Paragraphen, sondern auch spiéter kurz beziehen kann:

I.  Beispiel des Kreisels. Der Kreisel sei ein Rotationskorper in
Cardanischer Befestigung; der Hussere Ring ¢ mag um eine verticale Axe
drehbar sein, den Drehungswinkel von einer bestimmten Verticalebene im
Raume an gerechnet nennen wir «; der zweite Ring b drehe sich im ersten
in horizontaler Axe, den Winkel zwischen den Ebenen der Ringe @ und b
bezeichne ich mit 3. Die Drehungsaxe des Kreisels liege im Ringe b recht-
winklig zu der Drehungsaxe zwischen @ und 6. Der Winkel zwischen einem
bezeichneten Meridian des Kreisels und der Ebene von b sei y, das Trig-
heitsmoment des Kreisels um seine Rotationsaxe sei 9, das um eine seiner
Aequatorialaxen sei B; das der Ringe werde vernachlissigt. Dann ist die
lebendige Kraft des Kreisels:

L = . [*Z;—-I-COS/)" %‘—:-]2-}' 33B. [silﬁﬂ.(%‘—:—)?.]_ (idf;)?]’

= —L,
Journal fiir Mathematik Bd. C. Heft 2. 20

(4
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Daraus ergeben sich die Kriifte 4, B, C, mit denen die Winkel e, 3,  sich
zu vergrossern streben:

) .
4.) 4= —-—(E{2(.003/3.[%—+cosﬂ-il“—]+§8,sm2ﬁ.%%},
#) B = —ﬁ.sinﬁ.[%—%—cosﬂ- ‘fit +23 sinf3. cosﬂ( ) B- ‘f;t’f,
¢ d d da
@) €= —g i [Feoss G-

Die Kraft A ist einfach ein Drehungsmoment, welches den Kreis a zu drehen
strebt, ebenso B fiir den Kreis 6. C aber strebt den Kreisel relativ za &
zu drehen, muss also seinen Stiitzpunkt an b haben.

Wenn die Kraft C fehlt, ergiebt sich aus (4°.):

(4%) —QI.[—Z;'—+cos[>’-—‘—ig‘:—] = B
Hieraus ergiebt sich der Werth von H' nach (2°.):

@) H = +l——l% [sin® 8. (2 )+ () ]+ ¢. cosp- Ll

und die Werthe der Kriifte, iibereinstimmend aus (4%), (4°.) und (4°) ab-
geleitet:

W A= jt [c cos3—B.sin*f3- 5 ]

B = c.sinf3- W+§B sin/3.cos 3. ( ) B- dt*
Das erste constante Glied im Werthe von H' kann weggelassen werden,
da es schliesslich nur in die willkiirliche Constante des Werthes von E
eintritt; das letzte Glied ist das lineare, welches im Werthe von L fehlt.

I1. Beispiel: Elektrodynamische Wirkung von geschlossenen Stromkreisen
nach dem Potentialgesels *).

Wir wollen unter J; die Stromintensitit des bten Stromkreises ver-
stehen und unter p, Coordinaten der ponderablen Massen, deren lebendige
Kraft wir vernachlissigen. Die Function H ist von der Form:

(5'> H = “‘%%?[QB,:-JB-*LL

worin die Q;, Functionen der p, sind, und jeder von beiden Indices b und ¢
sich nach einander auf alle Stromkreise bezieht. Die inducirten elektro-

*) Siehe unter Anderen meine Arbeit dieses Journal Bd. 72, S. 710—72.
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motorischen Kriifte, die ich mit &, bezeichnen will, sind:
d
6 € = —3[ 50D,
b . BOBc
) Po= 333G hd):

Wenn ein permanenter Magnet mitwirkt, dessen Lage durch die Coordinate
po gegeben ist, so kommt zu H noch eine Reihe linearer Glieder hinzu, die
ich mit A bezeichnen will, von der Form:

) b= S[Re.Jy),

wo die R, Functionen der Coordinaten p, und p, sind. Die Berechnung der
Kriifte geschieht hieraus nach denselben Methoden. Die gesammte elektro-
dynamische Energie ist:

E=H- z[JB af]_

Die Function % verschwindet daraus, da:
oh

Dass das hier vorkommende E = —H, wie die lebendige Kraft ponderabler
Massen, eine nothwendig positive Grosse fiir geschlossene Strome ist, habe
ich in meinen elektrodynamischen Arbeiten gezeigt®). Ausserdem ist E
eine homogene Function zweiten Grades der J;, und es lassen sich daher
dieselben Betrachtungen anwenden, wie sie am Knde von § 1 ausgefiihrt
sind, wonach die Determinante der Grossen a—JaW nicht identisch gleich
Null werden kann.

IIL. Beispiel. Thermodynamik. Die Gesetze der reversiblen thermi-

schen Processe konnen bei Wahl passender Coordinaten dargestellt werden **)
in der Form:

P, = S—1I d oL
(6.) [ 1= 0qa ]

G = —9-~—[§~§~]»

®) E=g-98,L

*) Dieses Journal Bd. 72, S. 86 ff. und S. 125.

**¥) Siehe dieses Journal Bd. 97, S. 112—117. Die lebendige Kraft der sichtbaren

Bewegungen L ist hinzugeftigt, um die hier wiinschenswerthe Vollstindigkeit zu be-
wahren.

201\"



156 H. von Helmholiz, iiber das Princip der kleinsten Wirkung.

Darin ist § die von mir als ,,freie Energie‘ bezeichnete Function der Co-
ordinaten p, und der absoluten Temperatur 9, L ist die lebendige Kraft der
sichtbaren Bewegungen der schweren Massen, also Function der p, und ¢,
nach letztern homogen vom zweiten Grade, unabhingig von &; dQ ist die
Wirmemenge, die im Zeitelement d¢ von aussen in den Korper eindringt,
d. h. die Arbeit, welche von aussen her einwirkende und nur Wirmebewe-
gung hervorbringende Kriifte ausgeiibt haben.

Dieselbe Form mit geiinderten Variablen erhalten wir, indem wir
setzen:

o _
2 =75
dann mit s irgend eine Function von S bezeichnen, und ferner setzen:
oS8
Yo =
(6% o%
H = 8‘—9'—85‘—?7 8

Driicken wir nun H und s als Functionen der p, und des n aus, so lassen
gich die obigen Gleichungen schreiben [l. ¢. Abhdl. I. Gl. (14)):
aQ ds ds

6 =t a =1
1o} d oL
— g -1 (57

) B oH
(6-) E = H‘—n"é"—i'—*"[h

(6%) P,

I

Auch diese Gleichungen haben wie die ersten (6.), (6*) ganz die Form
(8. L c. §3), wie die fiir die Bewegung monocyklischer Systeme, deren
kinetisches Potential (H— L) ist, und fiir welche n die Geschwindigkeit,
s das Bewegungsmoment der monocyklischen Bewegung bezeichnet.

Bezeichnen wir mit P, die in Richtung der Geschwindigkeit 7 aus-
gelibte Kraft, so ist:

(6)  Pgy.m.dt =-dQ.

Die Analogie mit den Ausdriicken von Lagrange bleibt hier also
gewahrt, in welcher Weise auch die Entropie S von dem Bewegungs-
moment s der monocyklischen Bewegung abhingen mag. Die Moglich-
keit der Koppelung gleich warmer Korpersysteme zu einem grisseren
System und die kinetische Gastheorie filhren in diesem Falle dazu anzu-
nehmen, dass:
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g = s.q,
- _ 9% _
———-G?—C.logs

sei. Danach wire fiir jedes gegebene Korpersystem die Temperatur pro-
portional der lebendigen Kraft der Wirmebewegung zu setzen, wie vor
mir auch schon die Herren Clausius und Bolizmanre wahrscheinlich zu
machen gesucht haben *). Die spiteren Anwendungen unseres Beispiels
sind unabhiingig von der Frage nach der Beziehung zwischen den Func-
tionen S und s.

Die Wirmebewegung ist wahrscheinlich als ein besonders weit gehen-
des Beispiel von Elimination von Coordinaten p, aufzufassen, H kann des-
halb eine verwickelte Function von 9 oder % sein. Dass aber auch viel
zusammengesetztere Bewegungsweisen, die den inneren Molecularbewegungen
der warmen Korper schon viel dhnlicher sind, zu den gleichen Gesetzen
fiilhren konnen, haben meine Untersuchungen iiber die zusammengesetzten
monocyklischen Systeme gezeigt.

§ 3.

Das kinetische Potential aus dem Werthe der Energie herzuleiten.

Bei den physikalischen Untersuchungen ist meist leichter und siche-
rer zu erkennen, welches die Umstinde sind, die auf den Energievorrath
irgend eines Korpersystems Einfluss haben, und danach den Werth der
Function E zu bestimmen, als die gesammten Gesetze der Verinderungen
und aus diesen das kinetische Potential zu finden. Wir kommen also nun zur
Untersuchung dariiber, in wie weit das letztere aus dem Werthe des Energie-
vorraths bestimmt werden konne.

Wir setzen voraus, dass die Grosse E als Function der p, und ¢,
gefunden sei. Fiir die Form dieser Function ergiebt sich aus Gleichung (4.):

4) E = H—%‘[qﬂ.gg]-

#) Ich habe in einer Mittheilung an die Berliner Akademie (Sitzungsberichte
8. December 1884) diesen Satz bestimmter ausgesprochen, aber dann erkannt, dass
ein Schritt im Beweise nicht gesichert werden konnte, sondern noch eine weitere ein-
schrinkende Bedingung erfordere, deren physikalische Bedeutung ich mnoch nicht so
zu interpretiren weiss, wie ich hoffe, dass es geschehen kann. Ich muss daher die
von Herrn L. Boltzmann gegen jenen Aufsatz gemachten Einwinde (Wiener Sitzungs-
berichte (2) Abth., XCIIL. Bd., 8. October 1885) als in dieser Beziehung berechtigt an-
erkennen.
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Daraus folgt:
oE o’H ]

@) = “‘%[%'“—“aqa.aq,.,

Bei der zur Bildung der Bewegungsgleichungen nothigen Variation
der in Gleichung (1) gegebenen Function # musste vorausgesetzt werden,
dass die ersten und zweiten Differentialquotienten von H lings des von
dem Systeme durchlaufenen Weges stets endlich bleiben. Danach folgt

aus Gleichung (7.), dass, wenn simmtliche ¢, = 0, auch alle gqg gleich

Null werden.

Andere Beschrinkungen der Function E, die durch die physikalische
Bedeutung gegeben sind, mogen hier nur kurz erwihnt werden.

1) Die vorkommenden Coordinaten konnen sich bei einem freien
System nur auf die relative Lage der Massen des Systems beziehen, weil
iiberall im Raume bei gleicher relativer Lage der Massen zu einander der
gleiche Bewegungsvorgang muss vorgehen kionnen.

2) Der Werth von E muss fiir endliche Entfernungen der Massen
und endliche Geschwindigkeiten ein endliches Minimum haben; sonst wiire
der Arbeitsvorrath des Systems unendlich gross. Also muss fiir unendlich
wachsende ¢, der Werth von E eine nothwendig positive Grosse werden.
Welche unzulissige Folgerungen aus der gegentheiligen Annahme fliessen,
habe ich fiir die elektrodynamische Theorie von Herrn W. Weber zu zei-
gen gesucht *).

Aus der Gleichung (4.) ergiebt sich zuniichst leicht, dass, wenn H
als eine Summe von homogenen ganzen Functionen der ¢, verschiedenen
Grades dargestellt werden kann, dasselbe fiir E der Fall ist. Bezeichnen
wir eine homogene Function nten Grades der ¢, mit P, und ist:

(%) H= 3[P),
80 ist:
(™) E = Z[1-w).P}
oder:
E = P,—P,—-2P, ete.
Die Glieder ersten Grades P; fallen im Werthe von E weg, P, ent-

*) Dieses Journal Bd. 72, S. 85, § 4 bis § 7; Bd. 75, S. 30—62. — Helmholtz ge-
sammelte wissenschaftliche Abhandlungen Bd. I, 'S. 684.
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spricht der potentiellen, von der Bewegung unabhéingigen Energie, die wir
oben mit F bezeichnet haben, P, dem (—L). Hohere Glieder kommen in
den Problemen fiir die Mechanik wiigbarer Korper nur in den durch Elimi-
nation gewisser Coordinaten p, verinderten Fillen vor.

Uebrigens léisst sich die gestellte Aufgabe auch losen, wenn E eine

gans willkiirliche Function der Geschwindigkeiten ist, die nur der schon oben
o

gestellten Bedingung geniigt, dass alle 795; nach Gleichung (7.) sich dem
Werthe Null ndhern, wenn die ¢, =0 werden. Es wird fiir unseren Zweck
ausreichen die oben gemachte Bestimmung festzuhalten, wonach die Coef-
ficienten in dem Gleichungssystem (7.) endlich sein sollen, obgleich auch
Fille zulidssig wiren, wo jene Coefficienten integrirbar unendlich wiirden.

Wir wollen zur Losung unserer Aufgabe statt der ¢, in den Werthen

des E und des H setzen:
@) ¢, = =z.q,,
und unter x einen verdnderlichen Factor verstehen, bei dessen Aenderung

sich zwar die absoluten Werthe der ¢,, nicht aber ihre gegenseitigen Ver-
hiiltnisse #ndern.

Die Functionen H und E bezeichne ich, nachdem diese Substitution
gemacht ist, mit H' und E'. Dann ist:

 OE OE
®) F-= z[qw]
Da nach der bei Gleichung (7.) gemachten Festsetzung alle g% =0, wenn

alle ¢, =0, dies aber eintrifft nach Gleichung (8.), wenn x = 0, so ergiebt
sich, dass:

(8%) % =0, wenn z=0,
und zwar wird das %—Ii— fir sehr kleine # dem x selbst nach unseren An-

nahmen proportional werden miissen, wenn nicht einer htheren Potenz des .
Andererseits haben wir:

oH' oH
o 2 [qa"a’q:]v
also:
. oH' oH -
®)  oge=2wg | =-E+H,
und daher:

OE' O'H'
@) =T



160 H. von Helmhollz, iber das Princip der kleinsten Wirkung.

Wenn fiir die Differentialgleichung (8°.):
&) E = H—a. 28

oz
noch eine zweite Losung existirt, die wir mit H" bezeichnen wollen, so ist:

0 = H—H'—2.- 2 [H'—H"),
d. h.
log(H'—H") = logz+logC
oder:
H—-H" = z.C,
worin C eine Function der g, sein kann. Dieselbe kann aber nur homogen
ersten Grades sein, wenn (H'—H") auch als Function der ¢,, die von «
frei ist, soll dargestellt werden konnen.
Nun brauchen wir nur noch ein particulidres Integral der Gleichung
(8°) zu finden.
Ein solches erhalten wir, wenn wir zuniichst die Gleichung (8°.) fiir
= 0 schreiben:
E, = }Io,
und diese von (8°.) abziehen:

(E—E) = (H—H)—o--[H'~ H,)
Durch «* dividirt, giebt dies:
1 o [H'—H,
— - (E—E,) = [ ]

Oz Lz

Nach den zu (8".) gemachten Erorterungen ist die links stehende Grosse
auch fiir z =0 endlich, und wir erhalten also durch Integration zwischen
den Grenzen =0 und = =1:

1
®) H-H =-—[
0

worin die Integrationsconstante H,, wie bemerkt, irgend welche homogene
Function ersten Grades der ¢, sein kann.

Es ist also E eindeutig mittels der Gleichung (4.) aus H abzuleiten,
wihrend bei der Herleitung von H aus E die hinzuzufiigende Function H,,
die den , verborgenen“ Bewegungen entspricht, unbestimmt bleibt. Ob
solche Glieder ersten Grades sich einmischen, wird bei speciellen Auf-
gaben meistens aus den Bedingungen, unter denen die Bewegung riick-
ldufig vor sich gehen kann, zu ermitteln sein.

El

—:Eo dx + Hla

T
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Wenn man also bei dem betreffenden Probleme weiss, welche physi-
kalischen Grossen im Werthe von E als Coordinaten, und welche als Ge-
schwindigkeiten zu behandeln sind, so kann man der Regel nach die hier
gestellte Aufgabe losen. Aber es kommen auch gegentheilige Fille vor,
wo die Entscheidung iiber die genannte Frage unsicher erscheint.

§ 4.

Die allgemeinen Eigenthimlichkeiten der Krifte bewegter Systeme.

Es ist bekannt, dass die nach aussen wirkenden Kriifte ruhender
Systeme, die dem Gesetz der Constanz der Energie geniigen, gewisse ge-
setzmissige Beziehungen zu einander zeigen, die sich in den Gleichungen:

opP, OP,

ops  Opa
aussprechen, und dass, wenn diese Gleichungen erfiillt sind, sich der Werth
der potentiellen Energie finden lisst.

Ebenso lassen sich auch fir bewegte Systeme, welche dem Minimal-
satze der kinetischen Energie unterliegen, dhnliche Beziehungen aufstellen,
welche sich unmittelbar aus Lagranges Ausdriicken fiir die Krifte ergeben.
Diese sind dabei nicht bloss, wie in den ruhenden Systemen, als Functionen

der Coordinaten p,, sondern auch als solche der Geschwindigkeiten ¢, und
der Beschleunigungen:

/ dq.
(9'> q“ = ;It
aufzufassen. Gleichung (1°):

. _ 6H  d[oH
1) Po=- Opa +W[ ¢,

ergiebt unmittelbar:

P, = Bp“ +f2[8q .Ops +%Z[ Oqa 8q5 ]

A. Krdfte und Beschleunigungen.

Wie man sieht, sind, in dieser Form dargestellt, die Krifte lineare
Functionen der Beschleunigungen. Der Coefficient des ¢; im Werthe der
Kraft P, kann also geschrieben werden:

. 0P, O'H oP,
(9 ) Oqh = 0¢a-9qs = g, !
d. h. also: Wenn die Beschleunigung q, die Kraft P, um einen gewissen Be-
Journal fiir Mathematik Bd. C. Heft 2. 21
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trag griosser macht, so macht die gleich grosse Beschleunigung q, die Kraft
P, um den gleichen Betrag grisser. Ob ein solcher Einfluss in einem ge-
O’H
Oga-9q5
verschieden von Null oder gleich Null ist. Null ist die genannte Grosse
zum Beispiel fiir die Bewegungen eines vollkommen freien Systems wig-
barer Massenpunkte, wenn sie auf rechtwinkelige Coordinaten bezogen
werden. Jede einzelne Kraftcomponente wirkt beschleunigend nur in Rich-
tung derjenigen Coordinate, auf die sie sich bezieht.
Bei dem Kreisel im Beispiel I des § 2 haben wir:

gebenen Falle vorkommt oder nicht, hiingt davon ab, ob die Grosse

04 _ 9B _
98" = Bam = U

oA ocC
—@W:W:*—%{.COS[L

oc _ 8B _
. 8[3” - a),!! — ¥y

worin o, (3", " die Beschleunigungen der Winkel «, (3, y bezeichnen.
Im Beispiel II fiir die elektrodynamischen Wirkungen ist:

oP, _ 0@y -0
ofy — O¢n 7
08, 06,
VY

Die erstere Gleichung sagt aus: Da die ponderomotorische Kraft der Strom-
kreise nicht von der Beschleunigung der Strome abhiingt, so kann auch die
inducirte elektromotorische Kraft nicht von der Beschleunigung der Strom-
leiter abhingen (wohl aber in beiden Fillen von den Geschwindigkeiten).
Die letztere Gleichung sagt aus, dass, wenn bei der gegebenen Lage und
Form der Stromkreise 6 und ¢ Steigerung der in & wirkenden Kraft €; durch
elektrodynamische Induction J, ansteigen macht, die gleiche Steigerung der
Kraft €, dasselbe fiir J; bewirkt.

Im Beispiel III fiir die thermodynamischen Wirkungen fallen diese
Wechselbeziehungen fort, da die lebendige Kraft L der schweren Massen
nicht von der Temperatur abhingt, und also Producte $.¢q, im Werthe von
(§—L) = H nicht vorkommen.

B. Beziehungen zwischen Krdften und Geschwindigkeiten.

Aus den Gleichungen (7.) folgt weiter:.

o OH &H | d [ o' ]
aq;, 0

9a.9¢s

T T Op..Ogs + Opy.Oqa Tar
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Also:
O, OF o dy O ]
@) Ogy ' Oq,  dt LOg..0gs
‘ ot [P _g 0[O0
= wlag =% wlay

In der sehr grossen Zahl von Fillen, wo:

OP, OPg o’H

(9°) o0 = g = 0400 = Const.,

folgt daraus:
L Py

T

d. h. wenn Steigerung der Geschwindigkeit q; bei gleichbleibender Lage und
gleichbleibenden Beschleunigungen die Kraft P, wachser macht, so wird ent-
sprechende Steigerung von ¢, die Kraft P, verringern. In den zu A ange-
fiithrten Beispielen sind schon die Fille bemerkt, in denen die Vorbedingung
(9°.) erfiillt ist. Sie zeigen am besten die ausgedehnte Bedeutung dieses
Satzes, aber auch dass man die Erfiillung der Vorbedingung controlliren

muss, ehe man statt des allgemein richtigen Satzes (9°.) den einfacheren (9%.)
anwendet.

Beispiel I.  Wenn eine Kraft, welche den Winkel /3 vergrossert,
d. h. die Axe des Kreisels von der Verticale zu entfernen strebt, grossere
Priicessionsbhewegung o unterhdlt, so wird eine Kraft, welche die Pri-
cessionsbewegung zu beschleunigen strebt, die Axe der Verticallinie zufiihren.

Beispiel II.  Elektrodynamisches Inductionsgesels nach Lenz. Die Be-
wegung zweier Stromkreise gegen einander, welche durch die pondero-
motorischen elektrodynamischen Krifte unterstiitzt wird, bringt elektromo-
torische inducirte Kriifte hervor, die den Stromen entgegenwirken.

Die entsprechende Beziehung gilt fiir Bewegung eines Magneten gegen
einen Stromleiter.

Beispiel 1II.  Thermodynamisch. ‘Wenn Steigerung der Temperatur den
Druck eines Korpersystems steigert, wird Compression desselben die Temperatur
steigern.

Fiir diesen Fall konnen wir die Gleichung (9%) nach Multiplication
beider Seiten mit #, mit Beziehung auf die Bezeichnungen und Erldute-
rungen von § 2 zu diesem Beispiel, schreiben:

21*
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0 oP,
e (Pepm) = — ologn '
(9%) oder nach (67.):
oP,
30, [ = + Slogn

Nun ist nach (6°):

aQ _  ds ) Os Os dﬂ
@ = =gl T
Also ist:
0 a0 _ Os
@ grla]=rar
Nach (6%) war:
oL
P, = — [H-L
[ ] [8(1 ]
und da L unabhingig von 7, so 1st.
o, OH _ 0s
) By =" Gpeon ~ op

wodurch in Verbindung mit (97)) die Richtigkeit der Gleichung (9°) be-
stitigt wird, und somit auch die Anwendbarkeit unseres allgemeinen Satzes.
Dabei konnte jede beliebige unter den Functionen 7 der Gleichung (6°.) als

Geschwindigkeit angesehen werden, nur muss dann entsprechend _dT als Be-

schleunigung gelten. Auch die Temperatur 9 gehort in die Reihe der in-
tegrirenden Nenner 7, so dass also auch:

a?,a ]_W

Da bei dieser Anwendung Z’? =0 sein soll, so ist 8 [ ] die Ge-

schwindigkeit, mit welcher Wirme eintritt, wenn der Parameter p. mit der
Geschwindigkeit ¢, wichst, wihrend & constant bleibt. Dies giebt die oben
gegebene Formulirung des Satzes.

Dieselben Betrachtungen lassen sich auch auf die reversiblen Theile
thermoelektrischer und elektrochemischer Vorginge anwenden.

Pelliers Phinomen. Wenn Erwdrmung einer Stelle einer geschlossenen
Leitung einen elektrischen Strom hervorbringt, so wird derselbe Strom dort Kdilte
entwickeln (abgesehen von der Wirmeentwickelung durch den Leitungs-

widerstand). -
Elektrochemisch: Wenn Erwdrmung eines constanten galvanischen Ele-
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ments die elektromotorische Kraft steigert, wird der Strom in demselben Wirme
latent machen *).

Die obigen Formeln zeigen aber nicht nur den Sinn der Aenderung
an, sondern geben auch gleichzeitig Aufschluss iiber die Quantitiiten, um die
es sich handelt.

C. Beziehungen zwischen den Krdiften und Coordinaten.

Endlich folgt aus Gleichung (9.):

_%__B_Iib_z_gl_[ PH  OH
dpy  Opa dtL 0q,.0ps  Ogp.0pa
14 %_QP_B].

2 dtLOgy O

Fiir den Fall der Ruhe, wo die rechte Seite Null wird, ergiebt sich

hieraus das allgemeine Gesetz aller conservativen Kriifte:
.\ 0P, 0P
(9%) e = B
Dieselbe Bedingung ist aber auch erfiillt, wenn zeitweilig die Bewegung
so vor sich geht, dass die rechte Seite von Gleichung (9") gleich Null ist.
So konnen wir das Gesetz (9°.) auch anwenden um fiir die Kriifte warmer
Korper, beziehlich monocyklischer Systeme eine Kriiftefunction zu bilden,
falls nur wihrend der Bewegung eine der Functionen 7 der Gleichung (6°.)
constant bleibt. Wenn wir dabei die lebendige Kraft der geordneten Be-
wegungen L vernachlissigen, ist nach Gleichung (6%) einfach: ’
p — o0
a apa 9
also unsre Gleichung (9.) erfiillt. In diesem Falle sind wir aber fast
immer, wenn wir uns mit der Mechanik irdischer Korper beschiiftigen, die
mehr oder weniger Wirme enthalten. Trotzdem die Korper innerlich hef-
tig bewegt sind, konnen wir z B. fiir die Theorie ihrer elastischen Wir-
kungen vermoge des hier aufgewiesenen Gesetzes Kriftefunctionen der
Molecularkriifte bilden und anwenden, als ob ihr Gleichgewichtszustand der
eines stabilen Gleichgewichts in absoluter Ruhe wiire.

")

Ich will hier noch bemerken, dass die in den Gleichungen:

.\ OP. _ 8P,

*) Siehe meine Abhandlungen zur Thermodynamik chemischer Vorginge. Sitzungs-
berichte der Berliner Akademie 1882, 2. Febr., S. 24—26; 1882, 217. Juli, 8. 826—83b.
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s 6P 40P _
@) gtgr =2y 5]

BP op d [ oP, oP
@) o~ = il e,
ausgesprochenen gegenseitigen Beziehungen der Kriifte in Verbindung mit
dem Umstande, dass die P, lineare Functionen der ¢, sind, was man schrei- .
ben kann: |

) P,
%) Ogi.0qt 0,

und mit den frither gegebenen Definitionen:
dpa
(1) 9. = Z ’

©) ¢ =2
geniigend sind, um nachzuweisen, dass ein kinetisches Potential besteht, dass
die Kriifte P, in der von Lagrange angegebenen Weise durch die Differential-
quotienten desselben ausgedriickt und dass die Bewegungsgleichungen auf
das Princip der kleinsten Wirkung reducirt werden konnen.

Die hier zusammengestellten Beziehungen der Kriifte enthalten also
eine vollstindige Charakteristik derjenigen Bewegungen, welche dem Princip
der kleinsten Wirkung unterliegen. ’

Der Beweis fiir diesen Satz lisst sich mit den bis jetzt vorbereite-
“ten Hiilfsmitteln der Analysis fiir den Fall, dass nicht mehr als drei Coor-
dinaten p, vorkommen, unmittelbar geben. Dazu werden aber Sitze aus
der Theorie der Potentialfunctionen im Raume von drei Dimensionen ge-
braucht. Will man auf mehr Coordinaten p, iibergehen, so braucht man
die entsprechenden Sitze fiir eine griossere Zahl von Coordinaten. Die-
selben lassen sich bilden, soweit sie fiir unseren Beweis nithig sind. Da
dies aber eine Sache von selbstindigem Interesse ist, so schien es mir
nicht passend sie hier nur nebensichlich abzuthun, und ich-ziehe deshalb
vor, den genannten Beweis bei einer andern Gelegenheit zu geben.

Andere allgemeine Eigenthiimlichkeiten der unter dem Principe der
kleinsten Wirkung ablaufenden Bewegungen werden in den nichsten Para-
graphen beschrieben werden.




