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Ueber eine Anwendung der Theorie der linearen
Differentialgleichungen auf nichthomogene lineare
Differentialgleichungen.

(Von Herrn L. W. Thomé in Greifswald.)

Die Hiilfsmittel, die in fritheren Abhandlungen des Verfassers zur
Untersuchung der linearen Differentialgleichungen entwickelt sind (siehe die
Uebersicht dieser Abhandlungen in Bd. 96 dieses Journals), werden in der
vorliegenden Arbeit auf eine allgemeinere Klasse nichthomogener linearer
Differentialgleichungen angewandt. Zum Zwecke der Integration dieser
Differentialgleichungen werden die individuellen Integrale hergestellt, deren
Ausdriicke den Verlauf der Functionen in der Umgebung der singuléren
Punkte vollstindig enthalten und denselben besonders vermige der Natur
der Exponenten charakterisiren, und es wird die Fortsetzung dieser Integrale
ausgedriickt. Die Darstellung der Integrale der Differentialgleichung ge-
schieht alsdann auf Grund der fiir die Umgebung der singuliren Punkte
charakteristischen Integralsysteme unter Anwendung einer endlichen Anzahl
von Substitutionen.

Die Ermittelung der Ausdriicke der Integrale fiir die Umgebung der
singuldren Punkte und der Ausdriicke fiir die Constanten in den Substitu-
tionen, welche die Fortsetzung der Integrale liefern, sowie die beliebig an-
geniherte Werthberechnung dieser Ausdriicke beruht auf dem Durchgange
durch die bestimmten Integrale, welche zur Darstellung der durch unbe-
stimmte Integration bei den singulidren Punkten gebildeten Functionen in
fritheren Arbeiten des Verfassers gegeben sind.

Diejenigen linearen homogenen und nichthomogenen Differential-
gleichungen, welche in dem Cyklus der von dem Verfasser erschienenen
Abhandlungen iiber allgemeine lineare Differentialgleichungen integrirt sind,
und die homogenen linearen Differentialgleichungen mit reguliren Integralen
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52 Thomé, iber nichthomogene lineare Differentialgleichungen.

oder mit hochstens zwei wesentlich singuldiren Punkten, von denen einer
-ein regulérer ist, stellen bei den linearen Differentialgleichungen mit ratio-
nalen Coefficienten der Differentialquotienten und einer endlichen Anzahl
singuldrer Punkte unter einander zusammenhingende Bereiche vor, die ein
natiirliches Gesammtgebiet bilden. Specielle Convergenzbetrachtungen sind
fiir die Integration dieser Differentialgleichungen nicht erforderlich.

1.

Definition der hier behandelten nichthomogenen linearen Differentialgleichungen.
I. Die nichthomogenen linearen Differentialgleichungen, die hier
untersucht werden, sind folgende. Es sei
(1.) . E)z(.y) a’.) = q)

wo

dm dm—l .
Fm(y’ w) = da}g‘ +p dwm—yl +o At pay-

Die Coefficienten p sollen rationale Functionen sein, und F,(y, ) sei ein
Differentialausdruck, der durch ein System normaler Differentialausdriicke
darstellbar ist (s. die Abh. des Verf. Bd. 96 dieses Journals). Speciell
werde fiir das Folgende der Fall hervorgehoben, wo man die Natur des
Differentialausdruckes F,(y, ) von vorn herein kennt, wie wenn F,(y, x)
ein regulirer Differentialausdruck oder ein solcher mit constanten Coef-
ficienten ist. A

Der zweite Theil ¢ in (1.) sei eine Summe einer endlichen Anzahl
von Summanden und jeder Summand ein Product CPQ von folgender Be-
schaffenheit.

C ist eine Constante irgend welcher Art.

Die Grosse P soll eine allenthalben einwerthige analytische Function
sein, die in einer endlichen Anzahl von Punkten in endlicher oder unend-
lich hoher Ordnung unendlich wird, und zwar sei P ein Product einer ratio-
nalen Function R(x) und einer endlichen Anzahl (diese Anzahl = 0) von
Functionen F(x) von folgender Eigenschaft. F(x) sei eine allenthalben ein-
werthige analytische Function, welche einer bekannten homogenen linearen
Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten geniigt, deren singuldre Punkte,
abgesehen von einem Punkte, solche sind, bei denem nur regulire Integrale
vorkommen, und die Entwickelung von F(x) bei einem der letzteren Punkte
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oder bei einem nichisinguliren Punkte x = a nach Potenzen von x—a (bei
a = oo tritt % an Stelle von z—a) sei gegeben.. Man kann hierbei voraus-

setzen, dass F(x) bei jedem Punkte, abgesehen von jenem einen irreguliren,
endlich bleibt, da sonst nach Multiplication mit einer rationalen Function
diese Eigenschaft herbeigefiihrt wird.

Alsdann kann man der Function P, und zwar jedem Factor R(x)
und F(zx) derselben, bei jedem Punkte z, eine Darstellung durch einen
ganzen rationalen Ausdruck von Elementen geben, von denen das einzelne

Element die Form f‘kaz“ hat, 5 = z—a, oder ¢,+¢,(z—x,)"", wo ¢, auch
0
gleich Null sein kann (bei @, = oo steht % statt w——a:u), 3 also eine ganze

rationale Function von o— x, oder (z—ax,)~" ist, oder z constant gleich z,,
und wo die Grossen k,, ¢, ¢, 3, bekannte rationale Ausdriicke gegebener
.Constanten sind.

Der regulire Punkt, bei dem die Entwickelung von F(z) gegeben
ist, sei x =a, der einzige irregulire Punkt der Differentialgleichung fiir

F(x) sei  =b. Es wird die Substitution angewandt %:cw, daher
(aT__bc)ﬂ beziiglich, wenn a = ~, -q;_lj-_cw, daher = = 11 bow

wenn b = o, x—a = cw, ¢ eine Constante. Dem Punkte = = a entspricht
dann w = 0, dem Punkte £ =b w = o. Die Punkte im Endlichen in der
von w abhingigen Differentialgleichung fiir F(x) sind regulire. Die Ent-
wickelung der von w abhingenden Function F(x) = G(w) nach Potenzen
von w mit ganzen positiven Exponenten ist alsdann bekannt, die Coefficienten
der Entwickelung sind rationale Ausdriicke gegebener Constanten; aus der
Differentialgleichung ergiebt sich eine Recursionsformel, welche die Coef-
ficienten linear und homogen enthiilt mit constanter Anzahl der Glieder,
und diese Entwickelung gilt gemiss der Voraussetzung in Bezug auf F(x)
fiir beliebige w. Um nun die Darstellung der Function F(x) bei einem
Punkte «,, der von @ und b verschieden ist, dem w = w, entspricht, zu er-
halten, kann man die Differentialquotienten von F(z) aus denen von G(w)
nach @ und denen von w nach = genommen bilden fiir x = , und aus der
Differentialgleichung fiir F(z), da x, ein regulirer Puankt ist, die Ent-
wickelungen derjenigen linearunabhiingigen Integrale nach Potenzen von
x—x, entnehmen, welche bei « = z, einwerthig bleiben. Man kann hier

r—a — 1 cw

und,
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solche Entwickelungen nehmen, in denen die Anfangspotenzen von einander
verschieden sind (vgl. die Abh. des Verf. Bd. 87 S. 286) und nun vermittelst

derjenigen, die in x, endlich bleiben, F(z) ausdriicken ,(bei x,= o ist = %—
zu setzen). Bei ¢ = a besteht die urspriingliche Entwickelung. Bei ¢ = b
tritt in die Entwickelung von G(w) = ?caw“ fiir cw ein 1—!—%}%, beziiglich

oder x—a.

Eine solche Function F(z) wird z. B. durch eine homogene lineare
Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten gegeben, die nur zwei,
jedoch beliebig im Endlichen oder Unendlichen gelegene, singulidre Punkte
besitzt, wenn der eine dieser Punkte ein regulirer ist und bei demselben
eine einwerthige und stetige Entwickelung besteht; auch diirfen ausserdem
noch ausserwesentlich singulire Punkte vorkommen (oder durch eine Diffe-
rentialgleichung, in welcher nur ein singulirer und zwar irregulirer Punkt
vorhanden ist). Es ergiebt sich dies durch Einfiihrung der vorhin bezeich-
neten Variabeln w. FEin besonderer Fall von einem Producte von Func-
tionen F(x) der letztgenannten Art wird durch e’ gegeben, wo U eine
rationale Function ist, die in Partialbriiche zerlegt zum constanten Gliede
Null hat.

Der Factor Q in dem oben genannten Producte CPQ in ¢, dem zwei-
ten Theile der Differentialgleichung (1.), soll eine bestimmte Function sein,
die einer homogenen linearen Differentialgleichung mit rationalen Coefficien-
ten geniigt, deren Differentialausdruck durch ein System normaler Ditfe-
rentialausdriicke darstellbar ist. Es soll jedoch in Bezug auf die Griosse Q
hier voraugsweise folgende speciellere Voraussetzung gemacht werden. Q
sei ein Product Q'Q", Q' ein Ausdruck (z—a,)*(x—a,)"..(x—a)"’, wo die
r beliebig sind, Q" sei eine algebraische Function. Fiir die letztere kann
man die homogene lineare Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten,
welcher dieselbe geniigt und deren Ordnung gleich der Anzahl der linear-
unabhiingigen Zweige derselben ist, herleiten (siehe die Abh. des Verf.
Bd. 104 dieses Journals). Ist F,(y, ) ein regulirer Differentialausdruck
oder ein solcher mit constanten Coefficienten, so ist ‘alsdann die Art der
Differentialgleichung (1.) von vorn herein zu erkennen. Dieser Fall unter
den hier betrachteten nichthomogenen linearen Differentialgleichungen hat also
eine allgemeinere praktische Bedeutung.
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II. Wenn f(y, ) ein homogener linearer Differentialausdruck ist,
und Y das vollstindige Integral von f=0, y, ein Integral von f(y,x) = ¢,
y, ein Integral von f(y, x) = ¢q,, so ist Y4y,+y, das vollstindige Integral
" von f(y, ) = ¢;+¢,. Demnach reducirt sich die Integration der Differential-
gleichung (1.) auf den Fall, dass nur ein Summand der oben bezeichneten
Art auf der rechten Seite steht, und hier tritt die Constante C als-Factor
aus dem Integrale heraus, es bleibt also die Differentialgleichung zu unter-
suchen

2) F.(y, =) = PO.

Es besteht nun fiir die nichthomogenen linearen Differentialgleichungen der-
selbe Grundsatz wie fiir die homogenen und wird in gleicher Weise be-
wiesen, dass, wenn in (1.) die Coefficienten p und die Grisse ¢ in einem
Kreise einwerthige und stetige analytische Functionen sind, es fiir das ganze
Gebiet innerhalb dieses Kreises eine und nur eine einwerthige und stetige
analytische Function giebt, welche der Differentialgleichung geniigt und mit
ihren m—1 ersten Ableitungen im Mittelpunkt des Kreises vorgeschriebene
Werthe annimmt. 4

Als singulire Punkte der Differentialgleichung (2.) im Endlichen
werden nun ausser den Punkten, in denen die rationalen Coefficienten p
unendlich werden, die Unstetigkeitspunkte der einwerthigen Factoren von P
und ferner folgende Punkte in Bezug auf den Factor Q0 angenommen. Wenn
Q die Form Q'Q" hat, Q' = (z—a,)"(z—a,)"...(x—a)" ist, Q" eine alge-
braische Function, so werden noch als singulire Punkte der Differential-
gleichung hinzugenommen die Punkte a, bis @, und von Seiten der alge-
braischen Function, wenn der Coefficient der hiochsten Potenz in der irre-
ductiblen Gleichung fiir Q" gleich A, ist, und A4,0" =s in der Gleichung
gesetzt ist, die Punkte, in denen A,, und diejenigen, in denen die Diseri-
minante der Gleichung fiir s verschwindet. Wenn @ als eine bestimmte
Function, die einer in I. bezeichneten homogenen linearen Differentialglei-
chung mit rationalen Coefficienten geniigt, definirt ist, so werden die Punkte,
in denen die Coefficienten dieser Differentialgleichung unendlich werden,
als singulire Punkte hinzugenommen.

Bei @ = oo ist @ =¢"" einzusetzen. Wenn F,(y, ) = (—)"F, (y, )
gesetzt wird, so folgt aus (2.)

(3 F.(y, § = (=P HOE™),
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und die Functionen (—#)~"P(¢~*) und Q(¢~*) habén als Functionen von ¢ die-
selbe Beschaffenheit, wie P(z) und Q(z) als Functionen von . Die Be-
handlung der Differentialgleichung (3.) bei ¢ =0 ist also dieselbe wie die
von (2.) bei einem Punkte x im Endlichen. In die erhaltenen Ausdriicke
der Integrale ist dann ¢ =z~ einzusetzen.

Die Entwickelung der Integrale der Differentialgleichung (2.) in
einem Kreise, der keinen singuliren Punkt enthiilt, erfolgt unmittelbar aus
(2.) (vgl. Nr. 4 II). Eine Recursionsformel fiir die Coefficienten dieser Ent-
wickelung, die eine constante Anzahl der Glieder linear und homogen ent-
hilt, wird in Nr. 3 gegeben.

Wird durch die singuliren Punkte im Endlichen und den Punkt
x = oo eine in sich zuriicklaufende Linie gezogen, so verlduft in jedem der
beiden von dieser Linie begrenzten Gebieten ein Integral von (2.) einwerthig.
Um einen singuliiren oder nichtsinguliren Punkt ¢ im Endlichen als Mittel-
punkt sei ein Kreis geschlagen, der durch den néchsten singulidren Punkt
geht. Das Gebiet innerhalb dieses Kreises wird der Bezirk des Punktes a
genannt. Der Bezirk von z = oc ist das Gebiet, welches von dem Kreise
um den Nullpunkt als Mittelpunkt, der durch den entferntesten im Endlichen
liegenden singuliéiren Punkt geht, begrenzt wird und = = o enthiilt. Es
werden nun bei jedem singuliren Punkte Entwickelungen der Integrale
von (2.) gegeben, die wenigstens in dem Bezirke dieses Punktes gelten
(Nr. 2, Nr. 3). Aus den Ausdriicken, die auf diese Entwickelungen fiihren,
ergeben sich die Substitutionsconstanten bei Umgang um einen singuliren
Punkt (Nr. 6). Durch Anwendung einer rationalen Substitution ersten Gra-
des werden aus denselben Ausdriicken solche Entwickelungen der Integrale
hergeleitet, die in einem beliebigen Kreise gelten, der von singuliren Punkten
nur jenen einen im Innern enthdlt (Nr. 3). Auf der Anwendung dieser Ent-
wickelungen beruht die Ermittelung der- Substitutionsconstanten bei Ueber-
gang von einem singulidren Punkte zu einem anderen und die Darstellung
der Integrale bei der Fortsetzung (Nr. 5, Nr. 7).

2.

Die Form der Integrale in der Umgebung der singuliren Punkte.
I. Dielinearunabhéngigen Integrale der Differentialgleichung F, (y,x) =0
bei einem Punkte « = a seien unter der Form

(1) | ,ul/‘dwyl“,uz‘/...fy;_ll‘uadx ' (a=1,...m
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aufgestellt, wo die Grossen u gemiiss der Voraussetzung, die in Betreff des
Differentialausdruckes F,(y, ) in Nr. 1 gemacht ist, normale Elementar-
integrale sind (s. Abh. Bd. 96 S. 189). Das vollstindige Integral der Diffe-
rentialgleichung ‘

2) F,(y, T) = q
bei diesem Punkte geht dann aus der Summe hervor, in welcher der Ausdruck
(3) Wy dw”l_lﬂz/‘---/‘dw#;;l—u“’m :uﬁlqdw

zu den Integralen (1.), diese mit willkiirlichen Constanten multiplicirt, addirt
ist. (Vgl. Abh. Bd. 96 Nr. 2). ‘
q ist hier die Grosse PQ (Nr. 1) und hat bei = = a, .der ein singu-
lirer Punkt (Nr. 1 II) der Differentialgleichung (2.) sein soll, eine Ent-
wickelung folgender Art. P ist bei z =a, abgesehen von diesem Punkte,
einwerthig und stetig und hat in dem Bezirk von x = a eine Entwickelung
mnach Potenzen von z—a mit positiven und negativen ganzzahligen Expo-
nenten. Q ist ein Product Q'Q", wo Q' = (z—a,)"...(z—a)" bei z=a die
Entwickelung (x—a)*)(x—a) hat, x bei # = a einwerthig und stetig ist, und
wo Q" eine algebraische Function ist. Die Zweige dieser Function setzen
sich linear mit bekannten constanten Coefficienten aus den Integralen der
linearen Differentialgleichung der algebraischen Function zusammen, némlich
der homogenen linearen Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten, der
diese Function geniigt, und deren Ordnung gleich der Anzahl der linear-
unabhiingigen Zweige ist (sieche die Abh. des Verf. Bd. 104 dieses Jour-
nals). Ein solches Integral der Differentialgleichung fiir Q" hat die Form
(x—a)y(z—a), wo y(x—a) bei == a einwerthig und stetig und die Ent-
wickelung von w(xz—a) nach Potenzen von x—a bekannt ist. Das einzelne
derartige Integral, mit Q' multiplicirt, wird an Stelle von Q gesetzt. In dem
allgemeinen in Nr. 1 I. angegebenen Falle tritt fir Q ein Ausdruck

4) vy / drvi! v / . ﬁ/b‘_llv,, dx =1, ... 0

ein, wo die » normale Elementarintegrale sind und die Ausdriicke (4.) fiir
b =1,... ¢ die Differentialgleichung von Q erfiillen. Der vorige Fall ist hierin
. fiir b=1 enthalten.

Der Ausdruck (4.) fiir b="0, wird mit der Entwickelung von P
multiplicirt, alsdann wird die erhaltene Grisse an Stelle von ¢ in (3.) ein-

gesetzt. Bei den Integrationen in (4.) und in (3.) wird jedesmal das con-
Journal fiir Mathematik Bd. CVIL Heft 1. 8
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stante Glied annullirt. Der Ausdruck von », soll den Exponenten r ent-
halten. _

Fiir das auf diese Weise hergestellte Integral (3.) ergiebt sich als
allgemeine Form der Function dieselbe, wie bei den Integralen (1.) der
homogenen linearen Differentialgleichung F, = 0, nimlich

3) (2—aY gu(@—a)+ @ (a—a)log(a—a)+-+ ¢, (@ —a)(log (@ —a))™",
wo die Griossen ¢ Functionen von z sind, von denen zunichst ermittelt ist,
dass sie in einem gewissen Kreise um z =a als Mittelpunkt, abgesehen
 von diesem Punkte, einwerthige und stetige analytische Functionen sind.
Nun ergiebt sich in Bezug auf diese Functionen ¢ durch dasselbe Verfahren
wie bei homogenen linearen Differentialgleichungen (vgl. Abh. Bd. 96 S. 239)
Folgendes. Der Umgang um « =a wird in dem Integrale (3.) vollzogen,
in welchem also an Stelle von ¢ steht PQ, und fiir Q der Ausdruck (4.)
fir b=0,. Das Resultat des Umganges setzt sich linear und homogen
mit constanten Coefficienten aus denjenigen Integralen (1.) und (3.), bei
welchen in (4.) b=1,...b, ist, zusammen, deren Ausdriicke der Form (5.)
denselben Exponenten r (abgesehen von einer ganzen Zahl) wie in », ent-
halten. Aus dieser Gleichung gehen alsdann die Relationen hervor, dass
die in dem Ausdrucke des Integrales (5.) vorkommenden Factoren der Loga-
rithmenpotenzen, von log(z—a) an, linear und homogen mit constanten
Coefficienten aus den in den vorhergehenden Integralen enthaltenen Fac-
toren der Logarithmenpotenzen von (log(z—a))’ an sich zusammensetzen.
Durch diese Relationen in Verbindung mit dem Umstande, dass in einem
einfach zusammenhiingenden Gebiete, in welchem kein singulérer Punkt der
Differentialgleichung Nr. 1 (2.) liegt, die betrachteten Integrale bei der
Fortsetzung einwerthig und stetig bleiben, ergiebt sich dann successive
fir die Functionen ¢ die folgende allgemeine Eigenschaft:

Alle Functionen ¢(x—a) in den Ausdriicken der Form (5.) der Inte-
grale (1.) und (3.) bleiben in einem beliebigen Kreise, der von singuldren Punk-
ten der Differentialgleichung Nr.1 (2.) nur den Punkt a im Innern enthilt,
abgesehen von diesem Punkte einwerthige und stetige analytische Functionen.

In dem Bezirke von x =a (Nr.1 II) besteht dann die Entwickelung
der Functionen ¢ durch die Summe von zwei Potenzreihen, die nach Potenzen .
von cT—a mit positiven, beziiglich negativen ganzzahligen Exponenten fort-
schreiten.

II. Man kann auch auf die Differentialgleichung (2.) die Methode
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der Variation der Constanten anwenden und aus den erhaltenen Ausdriicken
die Form der Integrale in dem Bezirke von # = a bestimmen, so wie auch
in dhnlicher Weise, wie in Nr. 3 I angegeben ist, in demselben Bezirke
die Darstellung dieser Integrale durchfiihren; die Ableitungen eines Inte-
grales (1.) werden dabei an dem Ausdrucke (1.) gebildet. In diesem Falle
wird bei Anwendung der in Nr. 3 II behandelten Transformation durch eine
rationale Substitution ersten Grades zuniichst aus der transformirten Diffe-
rentialgleichung (vgl. Abh. Bd. 96 S. 257) selbst vermittelst der Methode
der Variation der Constanten gezeigt, dass die Entwickelung der Integrale
in dem dieser Differentialgleichung angehorenden Bezirke des singuldren
Punktes gilt; die Transformation der Integrale der urspriinglichen Diffe-
rentialgleichung geschieht dann, wie dort angegeben. Ebenso erfolgt die
Werthberechnung der Integrale nach den Angaben von Nr. 4. Die Con-
stanten bei der Fortsetzung sind nach Nr. 7 zu bestimmen.

Die in I angewandte Methode der wiederholten Integrationen ist je-
doch von wesentlicher Bedeutung, wenn es sich uin die Untersuchung der
Art der Constanten in den Substitutionen bei Umgang um einen singuliren
Punkt handelt (Nr. 6), so wie bei der Ermittelung, ob Logarithmen in die
Ausdriicke der Integrale eingehen (Nr. 8). :

~ Vermittelst der Methode der Variation der Constanten kann man
auch Differentialgleichungen Nr. 1 (2.) behandeln, in denen an Stelle von
F,(y,x) =0 oder der Differentialgleichung fiir Q solche Differentialglei-
chungen mit rationalen Coefficienten stehen, in denen nur zwei wesentlich
singuldre Punkte, von denen einer ein regulédrer ist, vorkommen. Die In-
tegrale letzterer Differentialgleichungen gehen aus den Integralen derjenigen
hervor, in welcher durch eine rationale Substitution ersten Grades der irre-
guldre Punkt ins Unendliche verlegt ist, welche daher durch die Ent-
wickelungen regulédrer Integrale, die allenthalben im Endlichen.gelten, in-
tegrirt werden. In Betreff der Darstellung der Integrale jener Differential-
gleichungen vgl. Nr. 1 T und Abh. Bd. 96 Nr. 15 1I C, IIL

Es werde noch als Zusatz zu Abh. Bd. 96 Nr. 15 bemerkt, dass,
wenn F,(y, ) ein System normaler Differentialausdriicke ist, die Differential-

gleichung @(z, ) =0, welcher der erste Differentialquotient z = % der

Integrale von F,, =0 und nur diese Integrale geniigen, & selbst als ein
System normaler Differentialausdriicke enthilt, dessen Bestandtheile der
8*
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Reihe nach dieselben determinirenden Factoren ‘wie in F, haben. Man er-
hiilt diese Differentialgleichung, wenn man F,(y, ) durch den Coefficienten
von y, falls derselbe von Null verschieden ist, dividirt, alsdann differentiirt

und in diesem Falle, sowie, wenn der Coefficient von y in F, verschwindet,

%:z setzt. Bei einem einzigen normalen Ausdrucke ergiebt sich das
Gesagte aus der Natur der Integrale. In Bezug auf ein System werde die

Behauptung an dem-Schema von drei Bestandtheilen nachgewiesen:
(6) S D=9y Sy D=1y Sy, @
Aus diesem folgt
(1) A8, o) =y, ASAT'y, )=y, A4Sy, o)
wo A;" der Coefficient von y,_, in dem Ausdrucke S,(4;y,_,, ), und wenn

dieser Coefficient gleich Null, der Coefficient der niedrigsten Ableitung.
Sind die Coefficienten der nullten Ableitung in allen Bestandtheilen von

(7.) gleich 1, so wird (7.) differentiirt und %—y; =z gesetzt; hierdurch er-
giebt sich

d d dy'
- 5= g AS @) =3k
’ d ; dy’, d i
75 AQSZ (Al—lyl, $> = d!.{l; 9 ”‘d_w‘ A3Sg<A2 1y2’ .’D).

Ist aber von dem letzten Bestandtheile in (7.) an gerechnet der Coefficient
einer nullten Ableitung gleich Null, so sind nur die dem beziiglichen Be-

standtheile vorhergehenden Bestandtheile in (7.) zu differentiiren und % = %

zu setzen, die iibrigen Bestandtheile bleiben unverindert. In beiden Fillen
wird das System gleich

(9-) Bl Tl(z, a:) = 51, Bg Tz(zl, m) = 52, B3 T3(52, w),
wo die T normale Ausdriicke der Reihe nach mit den determinirenden

Factoren der S, die B rational sind, wie aus der Beschaffenheit der Integrale
hervorgeht, wenn die einzelnen Bestandtheile gleich Null gesetzt werden.

Wird nun

(BT T.(Biz, @) = Uy(s, @),

| B/ B Ty (B, B.5}, 2) = U,(z), )

gesetzt, so sind U, U, normale Ausdriicke mit den determinirenden Factoren
von beziiglich T,, T;. Das System (9.) wird gleich

(10.)
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(11)  T(s, x) =12, Ul(s, x)=1m, B, BBU((s, ),
die verlangte Differentialgleichung daher
(12.) T.(z, ) =13, Uz, 2)=12;, U(s, z)=0.

3.
Die Darstellung der Integrale in der Umgebung der singuliren Punkte.

I. A. Es ist die Entwickelung des in Nr. 2 bei (3.) und (4.) definirten
Integrals unter der Form Nr. 2 (5.) in dem Bezirke des Punktes = = a
darzustellen. Zu dem Zwecke werden die Integrationen in Nr. 2 (3.)
successive vermittelst der bestimmten Integrale ausgedriickt, die in Abh.
Bd. 96 Nr. 16 dieses Journals angegeben sind. Man erhilt dadurch die
Grossen ¢(xz—a) in Nr. 2 (5.) ausgedriickt durch eine Summe einer end-
lichen Anzahl von bestimmten Integralen, und dieser Ausdruck gilt in einem
Kreisringe um « = a als Mittelpunkt in dem Bezirke dieses Punktes. In
" Bezug auf diesen Ausdruck werde noch Folgendes bemerkt. An Stelle
der Grosse Q in PQ =g¢q in Nr. 2 (3.) steht ein einzelnes Integral der Diffe-
rentialgleichung fiir ¢ Nr. 2 (4.). Lin solches Integral Q0 kann mit einem
bereits ermittelten constanten Factor multiplicirt sein, vgl. Nr. 5. Dieser
constante Factor tritt aus dem Integrale Nr. 2 (3.) heraus, und es handelt
sich also um die Entwickelung des iibrig bleibenden Ausdruckes. Q ist
in dem allgemeinen in Nr. 1 I bezeichneten Falle selbst durch Anwendung
der oben genannten bestimmten Integrale (Abh. Bd. 96 Nr. 16 dieses Jour-
nals) ausgedriickt. und es werden dann in Nr. 2 (3.) successive weiter diese
bestimmten Integrale zum Ausdruck der Integralfunctionen angewandt.

Nun handelt es sich darum, die Coefficienten in der Entwickelung von
¢(x—a) nach Polenzen vorn x—a mit positiven und negativen ganzzahligen
Ezxponenten, die in dem Bezirke von x—a gilt, darzustellen.

Diese Coefficienten werden durch bestimmte Integrale gegeben, unter
dem Integralzeichen steht der vorhin genannte Integralausdruck von ¢(z—a)
vermittelst bestimmter Integrale. Dieser Integralausdruck zerfillt in eine
Summe von Integralausdriicken in endlicher Anzahl; daher ist die Inte-
gration, die auf einen Coefficienten von ¢ fiihrt, iiber diese einzelnen Sum-
manden zu erstrecken, und es sind die Resultate zu addiren. Um nun die
Darstellung einer solchen Integration zu erhalten, wird folgendes Verfahren
angewandt (siehe Abh. Bd. 96, Nr. 17 dieses Journals). Die sidmmtlichen
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Grossen unter den Integralzeichen werden unter die Gesammtheit der Inte-
gralzeichen gestellt. Wird nun die Darstellung der Function P in Nr. 1 I,
beriicksichtigt, so ergiebt sich, dass unter der Gesammtheit der Integral-
zeichen ein ganzer rationaler Ausdruck von Potenzreihen mit positiven ganz-
zahligen Exponenten steht, in denen die Basis der Potenz von verschiedenen
Variabeln oder auch von Constanten abhiingig ist und zwar die Form a4 bs hat,
wo a und b Constanten sind, ¢ oder b auch Null sein konnen, s ein Product
von Variabeln in endlicher Anzahl » oder o' und w, jede im ersten Grade,
ist, und wo die Constanten ¢ und b und die Coefficienten in diesen Potenz-
reihen bekannte rationale Ausdriicke gegebener Constanten sind. Ausserdem
kommt unter der Geesammtheit der Integralzeichen noch als Factor ein Pro-
duct von Grossen vor, welches 1. ¢. durch A bezeichnet ist, die aber bei den
Integrationen wieder wegfallen. Nun wird die Grosse, welche unter der
Gesammtheit der Integralzeichen steht, in eine einfach unendliche Reihe
entwickelt, indem die einzelnen Reihen nach dem. Schema fiir die Multipli-
cation von unbedingt convergirenden Reihen, in denen alle Stellenzeiger
positiv sind, mit einander multiplicirt werden. Die hierdurch erhaltene Reihe
lidsst sich in den einzelnen Gliedern integriren. Die Integrale sind solche
iiber die Peripherie des Kreises um den Nullpunkt als Mittelpunkt mit dem
Radius 1 und ergeben sich unmittelbar. Als Gesammtresultat fiir die Dar-
stellung der Coefficienten in der Entwickelung von ¢(x—a) nach Potenzen
von z—a in dem Bezirke von x = a erfolgt auf solche Weise dieses:

Jeder dieser Coefficienten wird durch eine einfach unendliche Reihe von
bekanntem Bildungsgeselze dargestellt, deren Glieder rationale Ausdriicke ge-
gebener Constanten sind.

B. Fir diese Coefficienten erhdilt man nun in folgender Weise eine
Recursionsformel, die eine constante Anzahl der Glieder linear und homogen
enthdlt:

Man kann fiir die Entwickelung Nr. 2 (5.) eine homogene lineare
Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten aufstellen, welcher dieselbe
geniigt. Aus zwei homogenen linearen Differentialgleichungen mit ratio-
nalen Coefficienten fiir y und = lisst sich eine solche, der das Product yz
geniigt, herleiten (siehe C.). Nun geniigen die einzelnen Factoren von P
solchen Differentialgleichungen; und es giebt fiir die Function Q eine solche,
daher auch fiir das Product PQ. (Ebenso wiirde es sein, wenn mehrere
Functionen PQ zu einer Summe vereinigt werden (siehe Abh. Bd. 96 Nr. 8
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~ dieses Journals.)) In die erhaltene Differentialgleichung fiir PQ wird F,,(y, =)
eingesetzt, 80 ergiebt sich eine homogene lineare Differentialgleichung mit
rationalen Coefficienten und dem Coefficienten der hochsten Ableitung gleich
1, welcher die Function Nr. 2 (3.), in welcher Q irgend ein Integral der
Differentialgleichung fiir Q sein kann, daher die Entwickelung Nr. 2 (5.
geniigt.

Aus dieser Differentialgleichung kann man nun nach den allgemeinen
Sitzen, die in Abh. Bd. 96 Nr. 15 dieses Journals entwickelt sind, eine
solche homogene lineare Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten
und dem Coefficienten der hiochsten Ableitung gleich 1 herleiten, welcher
die Functionen (z—a) ¢(z—a) in Nr. 2 (5.) geniigen, ohne dass man diese
Functionen bereits kennt. Fiir die Zahl = in einem solchen Ausdrucke wie
Nr. 2 (5.), in welchem ¢, auch Null sein darf, kann man hierbei eine Zahl
nehmen gleich oder grosser als die Anzahl der Exponenten von z—a in
den Grossen w und », bis », Nr. 2 (3.) und (4.), die sich von dem Expo-
nenten r in v, nur um ganze Zahlen unterscheiden.

Diese homogene lineare Differentialgleichung mit rationalen Coef-
ficienten, welcher die Functionen (x—a)¢(z—a) in Ni. 2 (5.) geniigen,
liefert die gesuchte Recursionsformel fiir die Coefficienten der Entwickelung
(siche Abh. Bd. 96 Nr. 15 dieses Journals).

C. Tiir die in B. gemachten Untersuchungen ist noch hinzuzufiigen,
dass man aus zwei homogenen linearen Differentialgleichungen mit ratio-
nalen Coefficienten fiir y und = bekanntlich eine solche herleiten kann, der das
Product yz geniigt (siehe z. B. Besso in dem Jahrbuch iiber die Fortschritte
der Mathematik Bd. XVI, Jahrgang 1884 S. 272). Dieses geschieht auf fol-
gende Weise. Die Differentialgleichung fiir y sei mter, die fiir z nter Ord-
nung, ys=u. Die Differentialquotienten von « bis zur mnten Ordnung
werden vermittelst der Differentialgleichungen fiir y und z linear durch die

*d—r dms (r=0,... m—1, s=0,...n—1) ausgedriickt. Steht

in diesem System von mn+1 linearen Gleichungen Null auf einer Seite, so
muss die Determinante des Gleichungssystems verschwinden. Dieses ist die
gesuchte Diﬁerentialwleichung, falls diejenige Determinante, welche den Coef-

mn Producte

ficienten von 3 — darstellt, nicht verschwindet. Verschwindet aber letztere

Determinante, so kann man aus Unterdeterminanten derselben solche Fae--
toren, die nicht alle verschwinden, bilden, dass, wenn man mit denselben
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die mn ersten Gleichungen multiplicirt und addirt, die Producte Z;yr -:g—
ausfallen, alsdann ist dieses die gesuchte Differentialgleichung.

II. A. Das in Nr. 2 bei (3.) und (4.) definirte Integral war unter der
Form Nr. 2 (5.) ausgedriickt.

Es soll nun die Entwickelung dieses Integrals in einem belzebzgen
Kreise C, der von singuliren Punkten der Differentialgleichung Nr. 1 (2.) nur
den Punkt a im Innern enthdlt, dargestellt werden. Auf der Peripherie dieses
Kreises sei ein Punkt b angenommen, alsdann werde der Kreis durch eine
rationale Substitution ersten Grades = = R(§) conform auf den Kreis in der
&-Ebene um § =0 als Mittelpunkt mit dem Radius 1 abgebildet, so dass
dem Punkte x = a der Punkt § = 0, dem Punkte £ = 6 der Punkt § =1 ent-
spricht (Vgl. Abh. Bd. 96 Nr. 20 dieses Journals). Diese Substitution ist,
wenn ¢ der Mittelpunkt des Kreises C:

1 d,£+d
(1) r = c+(b— c)ﬁ——~——
=g ¢5t!
d= %Eﬁ—, d' der conjugirte Ausdruck von d. Nach den allgemeinen Aus-
driicken einer rationalen Substitution ersten Grades

a _al4f
) T gt
") FE5+N(—yz+e) = ad—py,
5e g ox—48
(22) f=

ergeben sich aus (1.), wenn a oder b durch x,, der entsprechende Werth
0 beziiglich 1 von § durch &, bezeichnet wird, die Ausdriicke

" : . AG-E)
& T T BE—E)+1
(3") (B(¢—&)+1)(—B@—a)+A) =
(30') §—§0 = '*_-B"(:—T:ZA)—_*_—A—

Innerhalb des Kreises C sind nach Nr. 2 die Functionen ¢ in dem Ausdrucke
Nr. 2 (5.) des darzustellenden Integrales, abgesehen von z = @, einwerthige
und stetige analytische Functionen. Wird nun die Substitution (1.) ange-
wandt, so geht daher der Ausdruck Nr. 2 (5.) iiber in einen Ausdruck

4) e (©)+y(§)logét--+ vy, (§)(log§) ',
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wo die Grossen w(§) in dem Kreise um §=0 als Mittelpunkt mit dem
Radius 1, abgesehen von §= 0, einwerthige und stetige analytische Func-
tionen sind. Die Functionen y haben daher fiir das Gebiet dieses Kreises
eine Entwickelung durch die Summe von zwei Potenzreihen nach Potenzen
von & mit positiven, beziiglich negativen ganzzahligen Exponenten. Die
Coefficienten dieser Entwickelung sind darzustellen (siehe B.). Wird alsdann
in (4.) fur § sein Ausdruck durch z (3°.) § =0, =, = a eingesetst, so erhdall
man eine Entwickelung des Integrales Nr. 2 (3.), welche in dem Kreise C gilt.

Man kann auch allein in die Functionen ¢(z—a) in Nr. 2 (3.) die
Substitution (1.) einfiihren und die hierdurch erhaltenen Functionen von §
nach Potenzen von & entwickeln fiir das Gebiet des Kreises um §=0 als
Mittelpunkt mit dem Radius 1. Die Coefficienten der Entwickelung wer-
den auf dieselbe Weise wie vorhin (siehe B.) dargestellt. Wird dann fiir
§ sein Ausdruck durch « (3°) eingesetzt, so erhilt man der Ausdruck Nr. 2
(5.) selbst in dem Kreise C entwickels. -

B. Die Coefficienten in der Entwickelung der Grossen w(§) (4.)
nach Potenzen von & sind auszudriicken, diese Coefficienten werden durch
bestimmte Integrale gegeben, welche darzustellen sind.

Es werde um z =z, (x, = a) als Mittelpunkt ein Kreis in dem Be-
zirke von a so genommen, dass in (3°.) Mod.%(a:—x(,)< 1 ist. Diesem

Kreise K entspricht gemiss (3°.) ein von einem Kreise K' begrenztes Ge-
biet von &, innerhalb dessen & = 0 liegt, sodass in diesem Gebiete B(§—&)+1
nicht verschwindet. Hieraus ergiebt sich, dass die Functionen w(§) (4.),
indem man auf die Herleitung derselben aus dem Ausdruck Nr. 2 (5.) zuriick-
geht, in dem Gebiete K', abgesehen von & = 0, einwerthige und stetige
analytische Functionen sind. Das Integral, welches einen Coefficienten in
der Entwickelung von y(§) ausdriickt, kann demnach iiber einen beliebigen
Kreis um §=0 in K' erstreckt werden, und es wird iiber einen solchen
Kreis genommen, der einem Kreise um « = a als Mittelpunkt in K entspricht.
Alsdann wird statt § wieder « als Integrationsvariable gemiss (3°.) genommen
und iiber letzteren Kreis nach « integrirt. Zur Ausfiihrung der Integration wird
fir ¢(x—a) der Ausdruck durch bestimmte Integrale I. 4. zu Grunde gelegt,
und der Integrationskreis zur Bestimmung der Coefficienten in dem Entwicke-
lungsgebiete simmtlicher unter den Integralzeichen vorkommender Potenz-

reihen angenommen. Nun tritt im iibrigen die in I. 4. angegebene Methode ein.
Journal fiir Mathematik Bd. CVIL Heft 1. 9
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Man erhdlt jeden der gesuchten Coefficienten unter der Form einer ein-
fach unendlichen Reihe von derselben Beschafferheit, wie die in 1. A. fir die
Coefficienten der Entwickelung von ¢(x—a) angegebene ist. (Vgl. Abh. Bd. 96
Nr. 20 I B. ¢ und ausfithrlicher Abh. Bd. 95 Nr. 4 II. a dieses Journals.)

Eine Recursionsformel fir diese Coefficienten, die eine constante Anzahl
der Glieder linear und homogen enthdlt, erhilt man auf folgende Weise. Es
war in I. B. eine homogene lineare Differentialgleichung mit rationalen Coef-
ficienten ermittelt, welcher das Integral Nr. 2 (3.) geniigt. In diese ist fiir
x dieselbe Substitution (1.) einzufiibren, wodurch man eine Differentialglei-
chung erhilt, der der Ausdruck (4.) geniigt. Alsdann ist, indem fiir = die-
selbe Zahl wie in I. B. genommen wird, auf diese Differentialgleichung weiter
das in Abh. Bd. 96 Nr. 15 dieses Journals beschriebene Verfahren anzu-
wenden, wodurch man fiir jede der Functionen §y () eine homogene lineare
Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten und dem Coefficienten der
hochsten Ableitung gleich 1 erhiilt, die die gesuchte Recursionsformel liefert.
Werden nur die Grossen ¢(xz—a) transformirt, wie am Schlusse von II. A.
bemerkt ist, so erhdilt man eine Recursionsformel fiir die Coefficienten,
wenn man in die in I. B. ermittelte Differentialgleichung fiir die ¢(z—a) die
Substitution (1.) einfiihrt.

Wenn in dem Integralausdrucke Nr. 2 (3.), (4.) alle Elemente « und »
reguliire Elementarintegrale sind und die Factoren F(z) von P in a endlich
sind, so wird die Entwickelung von Nr. 2 (5.) die eines reguliren Integrales.
Diese Entwickelung kann man aufstellen (vgl. Nr. 8), die Substitution (3%)
direct in dieselbe einfiihren und die Coefficienten bestimmen; eine Recur-
sionsformel erhilt man, wie vorhin angegeben.

C. Die in B. gegebene Transformation der Ausdriicke der Integrale
Nr. 2 (1.) und (3.), wodurch eine in dem Kreise C giiltige Darstellung der
Integrale erzielt wird, kommt in Anwendung, wenn die Constanten in den
Substitutionen bei Uebergang von einem singulidren Punkte zu einem anderen
zu ermitteln sind (siche Nr. 7). Es wird alsdann bei jedem der beiden Punkte
ein Integralsystem aufgestellt, welches eine Darstellung hat, wie hier bei
z = a die von x abhingende Darstellung der Integrale in dem Kreise C ist.
Man kann aber auch, wenn der erste Punkt der Punkt e und der zweite der
Punkt b auf der Peripherie des Kreises C ist, ein und dieselbe Substitution
(1.) in das Integralsystem bei ¢ und bei b einfiihren, so dass man die von
§ abhiingenden Integrale in dem gemeinschaftlichen Gebiete des Kreises um
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& =0 als Mittelpunkt mit dem Radius 1 und eines Kreises um §=1 be-
trachtet. Der Kreis C kann dabei auch so gewi#hlt werden, dass ausser dem
(singuléiren oder nicht singuldren) Punkte & kein singuldrer Punkt auf der
Peripherie liegt, und diese Bestimmung wird, wenn bei @ und b nur regulire
Integrale vorkommen, aus Griinden der Convergenz der zu reducirenden Aus-
driicke der Constanten getroffen (vgl. Abh. Bd. 96 S. 260, Bd. 100 S. 172, 177
dieses Journals; siehe Nr. 7). Die bei dem Punkte b aufgestellten Integrale
sind von der Form Nr. 2 (5.), worin b statt @ steht. Fiihrt man nun hier
die Substitution (1.) oder (3.) fiir &, = b, § =1 ein, so erhilt man durch die-
selben Betrachtungen wie bei (4.) einen Ausdruck
(6 E-1rInE—D+nE=DlogE—D-++ 7 E—1)(logE—D) ™,

wo die Grossen y einwerthige und stetige analytische Functionen sind in
einem Kreise um & =1 als Mittelpunkt, abgesehen von § =1, der durch
den nichsten der Punkte & hindurchgeht, welche den in Nr. 1 II. fixirten
singuldiren Punkten x, incl. x = o entsprechen. Fiir das Gebiet dieses
Kreises sind die Functionen y also nach Potenzen von §—1 entwickelbar.
Die Coefficienten in diesen Entwickelungen werden auf dieselbe Weise dar-
gestellt, wie in B. angegeben ist.

4.
Berechnung der dargestellten Integrale mit vorgeschriebener Annaherung.

I. Es handelt sich darum, die Functionen ¢(z—a) in Nr. 2 (5.), die
nach I. A. der vorigen Nummer durch eine Summe von bestimmten Inte-
gralen ausgedriickt sind, fiir das Gebiet eines Kreisringes um den singu-
liren Punkt x = a als Mittelpunkt in dem Bezirke dieses Punktes zu be-
rechnen, und ebenso eine beliebige ganze rationale Function der Integrale
Nr. 2 (1.) und (3.), deren Ausdriicke die Form Nr. 2 (5.) haben, und ihrer
Ableitungen. Ferner ist fiir das bestimmte Integral, welches einen Coef-
ficienten der Entwickelung von ¢(xz—a) darstellt (Nr. 3 1. A.), der Werth
mit vorgeschriebener Anniherung zu ermitteln, und es ist in der Reihe ra-
tionaler Ausdriicke gegebener Constanten, welche einen solchen Coefficien-
ten darstellt, ein Stellenzeiger anzugeben, von welchem an der Rest dieser
Reihe kleiner als eine vorgeschriebene Grosse ist. ,

Eine solche Berechnung geschieht nach den Grundsitzen, die in
Abh. Bd. 96 Nr. 18 dieses Journals angegeben sind, und beruht darauf, dass

9*
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jede Reihe S, durch welche eine der Grossen unter den Integralzeichen
entwickelt ist, in zwei Theile zerlegt wird, S = S8'+8", wo §' eine ganze
rationale Function von z—a oder (x—a)™' (x—a beziiglich (z—a)™ noch
mit anderen Variabeln multiplicirt) ist, wobei statt z—a auch eine Constante
stehen kann, mit Coefficienten, die rational durch gegebene Constanten aus-
gedriickt sind, und wo Mod. S << M, Mod. S" << &, & hinreichend klein ge-
wiihlt ist, und Mod. S’ << M+-¢. Da die Reihen S Potenzreihen sind, so kann
die Zerlegung S'4S" ermittelt werden, wenn M bekannt ist. Wenn man
nun weiter auf das in Abh. Bd. 96 Nr. 18 dieses Journals Gesagte Bezug
nimmt, so ergiebt sich, dass hier iibrig bleibt, bei jedem Factor von P ge-
miss der in Nr. 1 I. vorausgesetzten Eigenschaft desselben zu zeigen, wie
sich ein Werth gleich oder grisser als der Modul der in Nr. 1 I. als G(w)
bezeichneten Function in einem beliebigen Kreise finden lisst.

Wenn bei der Potenzreihe G(w)= 3c,w* auf dem Kreise um den
Nullpunkt als Mittelpunkt mit dem Radius B der Modul << M ist, so ist

Mod. 013 e , daher ist in dem Kreise mit dem Radius R' << R

Mod. (Fe,0) = M2 .

Der Kreis mit dem Radius B gehe durch keinen singuliren Punkt der Diffe-
rentialgleichung, welcher die Reihe geniigt. Diese singuliren Punkte kinnen
fir diese Untersuchung beliebige sein, nur der Nullpunkt soll reguliir sein.
Nun kann man in dem Gebiete eines Kreises innerhalb des Bezirkes eines
(singuldren oder nichtsinguliren) reguliren Punktes fiir eine in diesem Punkte
~ endliche Potenzreihe, welche der Differentialgleichung geniigt, und fiir ihre
Ableitungen Werthe, welche die Moduln dieser Grossen iibertreffen, nach Abh.
Bd. 91 Nr. 3 L. und II. ermitteln. Man gehe nun von der bekannten Ent-
wickelung bei dem Nullpunkte in dem Bezirke dieses Punktes aus, der der
Voraussetzung nach regulidrer Punkt der Differentialgleichung ist, und ent-
wickele successive bei nichtsinguldren Punkten x, dieser Differentialglei-
chung, deren Ordnung o sei, ein Integralsystem g, bis y,, so dass

dl—ly‘
dx).——l

dy, dl'_?!ll d‘yA ‘do—ly”

.. = e, = = A=1,...
be dz ’ dz—2 " dgi ! dro—1 §x=xo ) 1 ( 0),

=,

durch welches man jedesmal die bei dem vorhergehenden Punkte entwickel-
ten Integrale ausdriickt. Dann kann man durch eine endliche Anzahl von
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Kreisen hindurchgehend fiir den vorgelegten Kreis eine Griosse M finden,
welche den Modul der Reihe auf diesem Kreise iibertrifft.

II. Nachdem die Integrale Nr.2 (1.) und (5.) in einem Kreisringe
um einen singuliiren Punkt = = a als Mittelpunkt mit vorgeschriebener An-
niherung berechnet sind, und ebenso ihre Ableitungen bis zur (m—1)ten
Ordnung, ist zum Zwecke der Berechnung des Resultates der Fortsetzung
der Integrale zu zeigen, wie diese Integrale durch ein Integralsystem bei
einem nichtsinguliren Punkte dieses Kreisringes ausgedriickt und die Con-
stanten berechnet werden und umgekehrt, ferner wie ein bei einem nicht-
singulidren Punkte entwickeltes Integralsystem durch ein solches bei einem
anderen nichtsinguldiven Punkte auszudriicken und die Constanten zu be-
rechnen sind.

Um ein Integral Y, von F,(y, x) = ¢ durch ein bei einem nichtsingu-
ldiren Punkte entwickeltes Integralsystem auszudriicken, welches aus der
Summe besteht Integral Y,, zu welchem ein System von Integralen von
F, = 0, mit Constanten multiplicirt, addirt ist, wird ¥,—Y, durch dieses Inte-
gralsystem von F,, = 0 dargestellt (vgl. Nr. 7 (1.)), entsprechend bei der um-
gekehrten Aufgabe. Die beziigliche Gleichung wird (m—1)-mal differentiirt
und das Gleichungssystem nach den Constanten aufgeldst. Die Determi-
nante des erhaltenen Gleichungssystems ist bekannt. Der constante Factor
in dieser Determinante geht bei einem singuliren Punkte aus dem Ausdruck
der Determinante u,«,...u, hervor. Es sind demnach die Werthe der ein-
gehenden Integrale und ihrer Ableitungen in diesem nichtsinguléiren Punkte
mit vorgeschriebener Anndherung zu bestimmen.

Bei dem nichtsinguliren Punkte z = x, der Differentialgleichung
F,(y, ) = PQ zerfillt PQ in eine Summe L,+---+L,, und jeder Summand L
besteht aus einem Product 2 von constanten Factoren, die aus der Darstellung
von P (siehe Nr. 1) und von Q herriihren, deren Werthe mit beliebiger An-
néherung bereits ermittelt sind (I.), und einer Potenzreihe mit positiven Ex-
ponenten, deren Coefficienten rationale Ausdriicke gegebener Constanten

. . . . ® -~ .
sind. Diese Potenzreihe sei Xk, (z—=x,). Es werden nun alle im End-
0

lichen liegenden singuldiren Punkte der Differentialgleichungen fiir die ein-
zelnen Factoren von P (siehe Nr. 1), der Differentialgleichung fiir ¢ und
von F, =0 fixirt, und der Kreis um z, als Mittelpunkt durch den nichsten
dieser Punkte sei durch o bezeichnet. Dann convergirt die Potenzreihe
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3k, (z—=,)" wenigstens in . Die Diﬁ'erentialgleichung F.(y, )= 3k(z—,)

[§] . 0

wird nun durch eine Reihe 3, (x —=z,)" befriedigt, die in « convergirt,
]

in welcher die ¢, rationale Ausdriicke gegebener Constanten sind, daher
die Differentialgleichung F, = A 3k,(x—m,)* durch 2 3¢,(x—w,). Die den
V] 0

s Summanden L,(a = 1,...s) entsprechenden s Reihen 2 3k, (z—a)" seien zu
0
einer Reihe ;‘k;(w-—w.,)“ zusammengefasst, ebenso die s Reihen 1 3¢,(z—=,)"
) 0

. . ® . . . 3 . .
zu einer Reihe ¢ (x—ax,)"; diese beiden Reihen convergiren im Bezirke
0

von z, bei F, = PQ.

Die beliebig angeniherte Berechnung des bei einem nichtsinguliren
Punkte x, entwickelten Integrales Y = Ufc;(w—-w(,)“ und seiner Ableitungen
in diesem Punkte «, ist jetzt bekannt. Es bleibt daher noch iibrig,
die Berechnung eines solchen Integrales Y und seiner Ableitungen in
einem beliebigen Punkte z;, entweder des Kreises « oder des Bezirkes
von x, bei F, = PQ zu geben. KEs geniigt das Letztere, bei « kann
man direct dieselbe Methode anwenden. Zu dem Zwecke ist nur noch
in Bezug auf die Entwickelung des Integrales Y in dem Bezirke von ,

o) . . . . .o
Sc,(x—m,)* zu zeigen, wie man einen Werth gleich oder griosser, als der
i}

Modul dieser Reihe ist, in einem Kreise um «, als Mittelpunkt findet, dessen
Radius kleiner als der des Bezirkes von z, ist. R, sei ein solcher Radius,
und in Bezug auf die Coefficienten p in F, und die oben genannte Reihe

3K, (z—ay)" sei M=>Mod. p, M'=Mod.( 3K,(e—a,)") fir Werthe @ auf dem

Kreise mit dem Radius R, M ist unmittelbar bekannt, M' ergiebt sich da-
durch, dass fiir die Factoren von P in Nr. 4 I. eine M' entsprechende Grisse
bestimmt ist, und eine solche Grosse fiir die Entwickelung von Q aus den
in Abh. Bd. 96 Nr. 18 und 20 dieses Journals gemachten Angaben bekannt
wird. Der grosste der beiden Werthe M und M’ sei durch M, bezeichnet, und
es sei M, ein positiver Werth =~ M,R}(s =0, ... m—1). Es ergiebt sich nun
in Bezug auf die Reihe é‘c{,(w—w(,)“, indlem man die in Abh. Bd. 91 Nr. 3
II. dieses Journals angegebene Methode mit einer alsbald zu erkennenden

Abiinderung anwendet, dass in dem Kreise um wx, als Mittelpunkt mit einem
Radius R << R,
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MoRq
7

1+

i ~(
Mod. (%‘c; (w__'m”)a> < <90+1> <1_’ %)

ist, wo 0 <<y <C1 ist und g, aus Formel (31.) l. c¢. hervorgeht, wenn dort
statt g,0, gesetzt wird ¢,B,+C..

-~

5.
Die Fortsetzung der Integrale.

I. Es sei, wie in Nr. 1 II. gesagt, durch die simmtlichen dort be-
zeichneten singuldiren Punkte (z = oo incl.) eine in sich zuriicklaufende
Linie L gezogen. Die lings dieser Linie aufeinander folgenden singuliren
Punkte seien durch @,(% = 1, ... 2) bezeichnet. In jedem der beiden von dieser
Linie begrenzten Gebiete der z-Ebene verlduft ein Integral der Differential-
gleichung F,(y, ) = PQ einwerthig. P war eine einwerthige Function, @
sei zuniichst das Product Q'Q", wo Q' = (z—a,)"...(z—a)", Q" eine alge-
braische Function.

Eines der beiden Gebiete der z-Ebene E, sei fixirt. Die » Zweige
der n-werthigen algebraischen Function Q", von denen jeder also in E, ein-
werthig ist, seien durch s, bis s, bezeichnet, und es sei in E, ein Zweig ¢’
der Function Q' angenommen, von diesem unterscheiden sich die iibrigen
um constante Factoren.

Bei einem Umgange um einen singuldiren Punkt ¢, (in positiver, ent-
sprechend in negativer Richtung) geht ein Zweig s, iiber in s¢°, ¢' in y®¢'.
Bei dem Uebergange von dem singuliren Punkte @, zu a,,, in E, bleiben s,
und ¢' einwerthig (die Ermittelung des Ausdruckes von s, bei a,., geschieht
nach den Angaben in Abh. Bd. 104 Nr. 9 dieses Journals.)

Ein Integral der Differentialgleichung F, (y, z) = Pq's,, welches in
dem Bezirke von a, dargestellt ist, sei in E, fixirt in Bezug auf den Werth
des log(x—a,) und der vorkommenden Grossen (z—a,)” und sei durch J?
bezeichnet. Sodann sei ein in dem Bezirke von ¢, entwickeltes Integral-
system von F,(y, ) =0, ¢y bis y&, in E, fixirt.

Bei dem Umgange um = =a, geht J iiber in 7("’J,§"’—}—§lc§”)y§"3.

a=m
Bei dem Uebergange von a, zu a,., in E, geht J$ iiber in J& 94 a_zl di iyl

entsprechend bei dem Uebergange von @, zu a,_,. Diese Substitutionen
seien durch (H) bezeichnet.
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b=m
Bei demselben Umgange um z = a, geht y' iiber in ) 92y, bei
b=m
dem Uebergange von a, zu a,,, in E, geht y{ iiber in X AG y{*+", ent-
b=1

sprechend bei dem Uebergange von @, zu a, ;. Diese Substitutionen seien
durch (K) beézeichnet.

Um die Fortsetzung eines Integrales von einem singuldren Punkte
aus auf irgend einem Wege zu einem anderen singulidren Punkte hin zu be-
werkstelligen, wird dieser Weg auf einen solchen reducirt, der lings der
Linie L verlduft und singulidre Punkte umgeht, und das Resultat durch Zu-
sammensetzen von Substitutionen (H) und (K) erhalten.

1I. Um die Constanten in den Substitutionen (H) in I. zu ermitteln,
miissen die Integrale J{O( = 1,... 1) aufgestellt werden. Die lineare Diffe-
rentialgleichung fiir die algebraische Function Q" sei ¢-ter Ordnung. ¢ Inte-
grale derselben bei a, in E, fixirt seien ¢{"" bis ¢{”", aus diesen setzt sich
der Zweig s, linear mit constanten Coefficienten zusammen. An Stelle der
Grosse Q in der Differentialgleichung F, (y, ) = PQ tritt dann zunichst
q'q”" bis ¢'¢t”". Es moge nun allgemein @ eine bestimmte Function sein
von der Art, dass sie einer in Nr.1 I. bezeichneten homogenen linearen
Differentialgleichung geniigt. Diese Differentialgleichung sei ¢-ter Ordnung,
und es sei bei jedem der Punkte a,(x=1,...4) ein in dem Bezirke von a,
entwickeltes Integralsybtem derselben ¢ bls ¢ in E, fixirt.

Bei einem Umgange um a, geht ¢{? iiber in zlfgpq(*) bei dem
Uebergange von a, zu a,,, in E; geht ¢ iiber in 2 je Dg{th entsprechend
b=1
bei dem Uebergange von a, zu a,_,.

Ein Integral der Differentialgleichung F,(y, z) = Pq{”, welches in
dem Bezirke von @, entwickelt ist, seiin E, fixirt und durch S¢) bezeichnet.

Bei demselben Umgange um a, geht S iiber in 2 ls")S(“+ 2 My ™,

und durch Uebergang von a, zu a,., in E, geht S® uber in
=] # +1 =]
b=o c=1mn
3 IGAD GO 3 ety (1)
b=1 c=1

entsprechend bei dem Uebergange von @, zu a, ,. Diese Substitutionen
seien durch (L) bezeichnet. '

Es sei nun Q gleich 4,¢{”+-+44,¢%" und ein Integral von F,(y,z)=PQ
sei 4,84+ A4 S4B y"+-+B,y?, wo die A und B irgend welche
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Constanten sein konnen, so hat man, um die Fortsetzung dieses Integrales
zu bewerkstelligen, die Fortsetzung der einzelnen Integrale S(”, ... S{”,
y @, ... gy vorzunehmen, und diese Fortsetzung ergiebt sich unter An-
wendung der Substitutionen (K) und (L). '

Wenn nun dieser Ausdruck Q mit dem Ausdruck fiir ¢'s,(¢ =1,... %)
zusammenfillt, wo s, ein Zweig der algebraischen Function Q", so ergeben
sich durch Anwendung der Substitutionen (L) die Substitutionen (H).

Wie die Substitutionen (L) zu ermitteln sind, wird in Nr. 6 und 7
'gezeigt.

Geht man bei der Fortsetzung von einem bei einem nichtsinguliren
Punkte entwickelten Integralsysteme aus oder kommt darauf zuriick, so ist
dasselbe durch ein Integralsystem, welches fiir die Umgebung eines singu-
liren Punktes nach Nr. 3 dargestellt ist, auszudriicken, beziiglich umgekehrt
(siehe Nr. 7). '

6.

Bestimmung der Substitutionsconstanten bei Fortsetzung der Integrale durch Umgang um einen
singuldren Punkt.

Die Constanten, die zu bestimmen sind, waren in II. der vorigen Num-
mer angegeben. Wenn die dort durch ¢(? bezeichnete Grosse die Function

’” . . . @®
q'q®" war, so hat dieselbe eine Entwickelung der Form (z—a,) e, (x—a,)

und geht bei dem Umgange um « =a, (in positiver Richtung) in € ¢{”
iiber. Man hat nun, wenn ¢{? in den Ausdruck Nr. 2 (3.) fiir ¢ eingesetzt
wird, wodurch das Integral S hervorgeht, indem bei den Integrationen
jedesmal das constante Glied annullirt wird, um den Umgang um z = a, zu
vollziehen, auf diesen Ausdruck das Verfahren anzuwenden, welches in Abh.
Bd. 96 Nr. 19 dieses Journals angegeben ist. Kommen in den normalen
Elementarintegralen « in Nr. 2 (1.) Exponenten vor, die sich von r nur um
ganze Zahlen unterscheiden, etwa in u, bis Ha,s und werden die aus Nr. 2
(1.) hervorgehenden Integrale durch Y,(a = 1,...m) bezeichnet, so geht S
iiber in €SP +e¢, Y, +--+c, Y";«‘ Die Constanten ¢, bis ¢, werden, wie
in Abh. Bd. 96 Nr. 19 dieses Journals angegeben ist, bestimmt und konnen
nach Nr. 4 1. beliebig angeniihert berechnet werden. Wenn ein anderes
Integralsystem von F, (y, €)= 0 bei = a, in E, entwickelt ist, y¥(a =1, ... m),
so sind noch die Integrale Y, durch letztere Integrale auszudriicken. Dieses
Journal fir Mathematik Bd. CVII. Heft 1. 10
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geschieht, wie Abh. Bd. 96 Nr. 22 1. 4. b., B. b. dieses Journals ge-
zeigt ist.

Wenn. die Grossen q(’"(a =1,... ¢) Integrale der allgemeinen in Nr. 1
bezeichneten Dlﬁ'erentlalglelchung unter der Form Nr. 2 (4.) sind, und ¢%®

bei dem Umgange um z =a in zkgg)qm iibergeht, so werden zunichst die

Constanten A%’ gemiiss den Angaben in Abh. Bd. 96 Nr. 19 und 22 I. 4. b.
und B. b. dieses Journals dargestellt. Nun wird in dem Integralausdruck -
Nr. 2 (3.), wo ¢\ an Stelle von ¢ steht, durch welchen S gegeben wird, .
der Umgang nach dem Verfahren Bd. 96 Nr. 19 dieses Journals vollzogen.
Das in dem Resultate stehende Integral der Differentialgleichung F, = ¢,
nachdem die Integrale, Welche F, =0 geniigen, weggelassen sind, ist dem

Werthe nach gleich 2 k(’)S‘”), da bei den successiven Integrationen die
Constante annullirt w1rd Dadurch erhilt man das Resultat des Um-
ganges des Integrales S ausgedriickt durch zk P84, Y, +-+e, Y,, ,

und die Constanten ¢ ermittelt. Dann sind noch dle Integrale Y, durch das
bei £ =a, in E, angenommene Integralsystem von F, = 0 auszudriicken.

7.

Bestimmung der Substitutionsconstanten bei Fortsetzung der Integrale durch Uebergang von einem
singuliren Punkt zu einem anderen.

Nach den Angaben von Nr. 5 II. geht die Grosse ¢ bei dem Ueber-
b=

gange von @, zu a,,, in E, iiber in bzglgg“)qf,““) und das Integral S in
=1

2l("“)S("“’—l—zn‘**‘)y‘”“’ Die Constanten (G*" seien bereits bestimmt
(s1ehe Abh. Bd. 96 Nr. 20 dieses Journals und das hier Folgende). Es
bleiben dann die Constanten 2**V zun bestimmen. In dem Falle Nr. 5 L
kennt man direct die Integrale J$? und J*9, die sich auf die Differential-
gleichung F, = ¢, in welcher ein und derselbe Zweig s, der algebraischen
Funection vorkommt, beziehen, und hat dann noch die Constanten d%**" in
derselben Weise wie die »**" zu bestimmen.

Es sei nun nach Nr. 3 II. vermittelst einer rationalen Substitution
ersten Grades = = R(§) das Integral S in einem Kreise der z-Ebene, der
von singuliren Punkten nur e, im Innern enthilt, dargestellt, und ebenso
seien die Integrale S{**", y**V vermittelst einer zweiten rationalen Sub-
stitution ersten Grades = = R,(§) in einem zweiten Kreise der x-Ebene
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ausgedriickt, innerhalb dessen nur der eine singulire Punkt a, ., liegt. Von
den beiden Kreisen werde angenommen, dass sie ein gemeinschaftliches
Gebiet haben. Das Stiick der Linie L (Nr. 5) zwischen den Punkten a,
und a,,, oder eine Linie &, welche dieses Stiick vertreten kann, so dass
innerhalb des Gebietes zwischen L und € kein singuldrer Punkt liegt, gehe
durch das gemeinschaftliche Gebiet der beiden Kreise. In diesem Ge-
biete gilt dann die Gleichung

b= =m
(L) ng)__zelgg-}—l)sl()z-l—l) - 62”"Ex+l)ygz+l).
) =1 c=1

Durch (m—1)-malige Differentiation derselben nach x ergiebt sich ein System
von m linearen Gleichungen, aus welchen die Constanten »**" durch Auf-
losung bei einem nichtsinguldren Punkte bestimmt werden. Wenn die Inte-
grale y**Y bis y&* von F,(y, ) =0 aus den Ausdriicken Nr. 2 (1.) her-
vorgehen, in denen alsdann bei den successiven Integrationen noch Inte-
grationsconstanten zugefiigt werden konnen, so ist die Determinante des
Gleichungssystemes immer u,u,...u,. Hieraus ergiebt sich der constante

Factor in der Darstellung dieser Determinante ce /"™ als rationaler Aus-
druck gegebener Constanten. Falls es nicht zwei Kreise der vorhin genann-
ten Beschaffenheit giebt, so sind nichtsingulire Punkte zwischen e, und @,
so zu wihlen, dass bei je zwei aufeinanderfolgenden Punkten dasselbe Ver-
fahren angewandt werden kann.

Wenn a,,, auf der Peripherie eines Kreises liegt, in dessen Innern
von singuléren Punkten nur a, sich findet, und die oben bezeichnete Linie &
in diesem Kreise liegt, so kann ein und dieselbe rationale Substitution ersten
Grades angewandt werden, nidmlich diejenige x = R(§), durch welche dieser
Kreis conform auf den Kreis in der §-Ebene mit § =0 als Mittelpunkt und
dem Radius 1 abgebildet wird, so dass dem Punkte a, der Punkt § =0, dem
Punkte @,,, der Punkt §=1 entspricht. In Nr.3 IL ist die Darstellung
des Integrales S” in dem Gebiet dieses Kreises gegeben und ebenso die
Darstellung der Integrale S{**V und y**" in einem Kreise um §=1 als
Mittelpunkt, dessen Gebiet dort bezeichnet ist. In dem gemeinschaftlichen
Gebiete beider Kreise besteht die Gleichung (1.). Darch (m—1)-malige Diffe-

rentiation derselben nach § ergiebt sich dann ein Gleichungssystem, dessen
m(m—1)

2
Determinante aus dem Product der obigen Determinante und (%)

besteht. Aus diesem Gleichungssysteme sind nun die Constanten n**" zu
10*
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bestimmen. Es moge dieser Kreis, in dessen Innern kein anderer singulérer
Punkt als a, liegt, und auf dessen Peripherie a,,, sich findet und der die
Linie & enthilt, zugleich so beschaffen sein, dass ausser a,,,; kein anderer
singulirer Punkt auf der Peripherie liegt. Wenn nun bei jedem der beiden
singuldren Punkte die Integrale von F,(y,x)=0 und der Differentialglei-
chung filr Q reguldr sind und die Grosse P in F,(y, ) = PQ sich dort wie
ein regulires Integral verhilt, so werden die Integrale S auch regulir.
Alsdann treten, nachdem die Substitution z = R(§) angewandt ist, solche
Reductionen in den Ausdriicken der Constanten {§*” und 2**" ein, wie
in dem entsprechenden Falle bei homogenen linearen Differentialgleichungen
(Abh. Bd. 96 Nr. 20 I. C. dieses Journals), was in derselben Weise, wie in
Abh. Bd. 87 dieses Journals fiir homogene Differentialgleichungen gezeigt
ist (vgl. Abh. Bd. 100 dieses Journals), bewiesen wird. (Es moge noch
bemerkt werden, dass Bd. 87 S. 245 die Reihe ;(§) in den Coefficienten nicht
die Grosse ni neben den anderen dort genannten Grissen enthiilt, sobakd
in den Integralen kein Logarithmus vorkommt). Bei Herleitung des redu-
cirten Ausdruckes fiir 2tV werden die (& zuniichst als unbekannte Con-
stanten behandelt, alsdann konnen fiir diese Grossen [;*V nach dem 1. c.
Nr. 4 angegebenen Verfahren solche Potenzreihen von § eingesetzt werden,
dass der weggelassene Theil mit einer hinreichend hohen Potenz von §—1
anfingt. Dazu ist dort in Nr. 4 statt (6.) direct (3.) zu benutzen, wo die
Division mit der Grisse D ausgefithrt wird, und bei (9.) die Grosse & nach
Potenzen von £—1 zu entwickeln und mit einer passenden Potenz abzu-
brechen, im iibrigen bleibt das dort angegebene Verfahren. Und schliess-
lich werden in dem Gesammtausdrucke die Potenzreihen von § durch Multi-
plication und Addition in eine zusammengezogen, welche fiir § =1 conver-
girt und die Constanten »(**" darstellt.

Die beliebig angeniherte Berechnung der Constanten G+, 20+ ge-
schieht nach den Angaben von Nr. 4 IL

8.

Das Vorkommen des Logarithmus in den Entwickelungen der Integrale in der Umgebung der
. singuldren Punkte.

Diese Discussion ﬁber“das Vorkommen des Logarithmus kniipft an
den Ausdruck des Integrals von F,(y,x)=4¢q Nr. 2 (3.

(1) | ulfdwyf’uzf..fd:v,u;,;il,um/u;,‘,“qda:
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an und wird in derselben Weise vorgenommen, wie bei den Integralen von
F,(y, ) =0 nach Abh. Bd. 96 Nr. 22 dieses Journals. Die Entwickelung
der ‘Grosse ¢ enthalte selbst keinen Logarithmus, ¢ ist von der Form
(x—a)yyp(x—a), wo y bei = a, abgesehen von diesem Punkte, einwerthig
und stetig ist; die Integrationsconstanten werden bei den successiven Inte-
grationen annullirt.

Kommt in den u ein Exponent, der sich von < nur um eine ganze
Zahl unterscheidet, nicht vor, so enthilt die Entwickelung von (1.) keinen
Logarithmus.

Wenn jedoch in den u ein solcher Exponent vorkommt, so ist fol-
gendes Verfahren anzuwenden. Die Grosse ¢ =PQ in (1.) erhilt folgen-
den Ausdruck. Fiir Q tritt der Ausdruck durch ein System normaler Ele-
mentarintegrale

2.) v, [dxvi'v,... /;/;_‘lvsdm

ein, in ‘dem Falle Q = 0’0" in Nr. 2 ist s=1 und », ein regulires Ele-
mentarintegral. P hat bei einem Punkte, in welchem die Factoren von P
endlich bleiben, die Darstellung durch eine Summe von Producten eines
constanten Factors und einer Potenzreihe mit positiven Exponenten, deren
Coefficienten rationale Ausdriicke gegebener Constanten sind (vgl. Nr. 4 IL).
Alsdann sind diese einzelnen Potenzreihen P, mit Q multiplicirt an Stelle
von ¢ zu setzen, der constante Factor tritt aus dem Integrale heraus. Bei
einem Punkt, in welchem keiner der Factoren von P in unendlich hoher
Ordnung unendlich wird, tritt eine Darstellung von P von der Form ein,
in welcher zu den Potenzreihen im vorigen Falle noch ein Factor (z—a)?
hinzutritt, wo ¢ ganzzahlig positiv oder negativ ist; dieses Product werde
auch durch P, bezeichnet.
Nun werde der Ausdruck aufgestellt

(3.) e ‘U, [dzuiliy C+J /da:y,;‘Pvl drvy 1/%/ / v dz,

wo an Stelle von P eine der Potenzreihen P, steht, oder P habe selbst den
Ausdruck eines normalen Elementarintegrales, und die Coefficienten seien
rationale Ausdrticke gegebener Constanten.

n
e, u= 0 oder %‘c_ﬂ(a:—a)‘“

sei der Exponentialfactor in dem normalen Elementarintegral «.,.,. Es mogen
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die Producte »;,v, bis »{'», keinen Exponentialfactor enthalten, Pv, den-
selben wie u,, u,_, bis ., so dass, wenn nicht u., = u, ist, u, (¢ m)
einen anderen enthiilt und die Exponenten in g, u._, bis u, sollen sich von
r in », nicht um ganze Zahlen unterscheiden. Der Ausdruck (1.) enthiilt
dann gemiss der Benennung in Abh. Bd. 96 Nr. 22 dieses Journals den
Exponenten r in ¢ einstellig.

Der Ausdruck (3.) hat nun die Entwickelung eines reguliren Inte-
grales; man kann dieselbe aufstellen (bei den Integrationen wird jedesmal
das constante Glied annullirt) und aus derselben ersehen, welches die hochste
Potenz des Logarithmus ist. Hierzu werde Folgendes bemerkt. Bei Aus-
fiilhrung jeder Integration geht ein Ausdruck, der zu dem Exponenten o ge-
hért, in einen solchen iiber, der zu a+1 gehort, und es bleibt die Anzahl
der bekannten Glieder in jedem Factor einer Logarithmenpotenz (die An-
zahl, welche fiir diese Factoren iibereinstimmend ist), welche Glieder in dem
Factor der hochsten Potenz des Logarithmus nicht alle verschwinden sollen,
constant, wofern, wenn o eine negative ganze Zahl ist, jene Anzahl wenig-
stens gleich —e« ist. Man kann nun direct die Exponenten, zu welchen
die successive auftretendﬂen‘ Entwickelungen gehoren, bestimmen, und hier-
aus ersehen, welches der hiochste positive ganzzahlige Exponent von (z—a)™"
in diesen successiven Entwickelungen ist. Dieser Exponent giebt die An-
zahl der zu entwickelnden Glieder in der unter jedem Integralzeichen in
(3.) vorkommenden Reihe », v, bis u 1., an.

Die hochste Potenz des Logarithmus in (3.) bleibt nun die hochste
Potenz des Logarithmus in (1.). Dasselbe gilt in Bezug auf diejenigen
Entwickelungen

4.) [ c+1/d.7r:,uH1qu/ /d.ruﬂ_hu (=41, ..,

die den Exponenten r in dem letzten Bestandtheile w, enthalten.

Man kann also auf diese Weise, wenn die gemaechten Voraussetzun-
gen erfiillt sind, erkennen, ob die Integrale mit dem Exponenten r in der
Entwickelung von Logarithmen frei sind.

Wenn aber der Ausdruck (1.) den Exponenten r aus ¢ nicht ein-
stellig enthilt, so kann man zusehen, ob der Differentialausdruck F,(y, x)
sich durch ein solches System normaler Differentialausdriicke darstellen
lasst, aus welchem ein Ausdruck (1.) hervorgeht, der den Exponenten r
aus ¢ einstellig enthilt, wodurch man zur Untersuchung, ob die Entwicke-
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lungen der Integrale mit dem Exponenten r von Logarithmen frei sind, auf
das Vorige zuriickkommt. Die Untersuchung, ob der Differentialausdruck
F,(y, ) einer solchen Darstellung fihig ist, geschieht nach den Angaben
in Abh. Bd. 96 Nr. 22 1. B. dieses Journals.

Zu verbessern in fritheren Abhandlungen des Verfassers:

Bd. 87 8. 328 Zeile 10 von oben ist z*(1—a)° statt @—*(1—=)~°¢ zu setzen.
Bd. 96 S. 269 Zeile 9 von unten ist ,enthalten“ statt ,vorkommen“ zu setzen.
Bd. 96 S. 279 Zeile 9 und 10 von unten ist r, statt », zu setzen.

Bd. 104 S. 28 Zeile 5 von unten ist N statt » zu setzen.

Bd. 104 S. 29 Zeile 12 von oben ist ,aus“ statt ,und“ zu setzen.




