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Das Interpolationsproblem fiir elliptische Functionen.
(Von Herrn F. Schotthy in Ziirich.)

Wenn x, y zwei durch eine Gleichung ¢ten Ranges verbundene
Variable sind, so enthilt die allgemeine rationale Function nten Grades
von x, y:

5 = R(z, y)
2n—o-+1 willkiirliche Coefficienten. Man kann deshalb dieses z der Be-
dingung unterwerfen, dass es in 2n—¢+1 gegebenen Punkten des Gebildes
beliebig vorgeschriebene Werthe erhalten soll. Ist ¢ =0, so ist hierdurch
5 eindeutig bestimmt. Aber schon im Falle ¢ =1 wird man auf eine qua-
dratische Gleichung gefiihrt, sodass zwei verschiedene z existiren, die den
gegebenen Bedingungen geniigen.

Wir beschrinken uns auf diesen Fall 9 =1 und fassen «, y, sowie
z = R(z,y) als elliptische Functionen des zugehorigen Integrals erster Gattung,
u, auf. Es ist zweckmiissig, fiir 5 die Form eines Quotienten zweier Theta-
producte zu wéhlen:

z = C-
Eine solche Function

Aw) = C.0(m—a)O0(u—a,)...
wollen wir kurz eine ganze Function nennen; die Anzahl der Factoren
nennen wir ihren Grad, und die Summe

6 = a+a,+a3+--,

deren Werth das periodische Verhalten von A(w) bestimmt, bezeichnen wir
als das charakteristische Argument oder kurz die Charakteristik von A(w).
Eine elliptische Function ist dann ein Bruch, bei dem Zihler und Nenner
von gleichem Grade und gleicher Charakteristik sind.

Aber wir wollen allgemeiner Quotienten betrachten, bei denen Zihler
und Nenner von verschiedenem Grade und verschiedener Charakteristik sein

O(u—a)O(u—a,)... 4
O(u—>b,)6 (u—b,)... )

*) Unter G(u) verstehe ich die ungerade elliptische Thetafunction.
Journal fir Mathematik Bd. CVII. Heft 3. 25



190 Schottky, das Interpolationsproblem fir elliptische Functionen.

diirfen. Unter der Charakteristik des Bruchs verstehen wir dann die Diffe-
renz der Charakteristiken von Zihler und Nenner. Wir stellen uns die
Aufgabe:

Eine gebrochene Function y = ¢(z) von vorgeschriebener Charak-
- teristik d zu bestimmen, in der der Zihler vom mten, der Nenner vom nten
Grade sein soll, und die fiir m+n gegebene Werthe des Arguments »,, w,, etc.
die gleichfalls vorgeschriecbenen Werthe y,, y,, etc. annimmt.

Nehmen wir an, das charakteristische Argument des Zihlers sei be-
kannt: @, dann ist das des Nenners b =a—d. Unter dieser Voraussetzung
ist es leicht, die Function ¢(«) zu bilden, und man braucht nur m+4n—1
von den m+r Bedingungsgleichungen. Denn es lassen sich dann m linear
unabhiingige Functionen mten Grades:

A(w), A,(w), ... A, (w) v
bilden, welche die Charakteristik & haben, und ebenso » Functionen nten
Grades mit der Charakteristik b:

B,(w), B,(w), ... B,(u).
Dann ist die gesuchte Function ¢ (u) jedenfalls der Quotient zweier Aggregate:
Alw) = cA,(w)+e, A,(w)+--,
B(w) = ¢, B,(w)+¢,By(w)+-+-,
und jede der Bedingungen y, = ¢(u,), oder:

| A(w,) = y,B(w,)

giebt eine lineare Gleichung zur Bestimmung der m-+n Coefficienten ¢, .
Da aber diese Gleichungen homogen sind, so ist eine zuviel vorhanden;
diese giebt dann die Bestimmung von e@. Wir werden hiernach die Glei-
chung, der @ geniigen muss, in der Form

4 =0
erhalten, wo 4 eine Determinante aus n--m Reihen bedeutet. Dieses
fassen wir auf als Function der einzelnen y,. Sie ist offenbar linear in
Bezug auf jedes; ferner ist sie homogen und vom nten Grade in Bezug auf
das ganze System y,, y,, ete. Denn ersetzen wir y, durch ky,, so be-
kommen » Verticalreihen den Factor k, wiihrend die iibrigen ungeéindert
bleiben. Demnach wird sich die Gleichung # =0 in dieser Form dar-
stellen lassen: ‘ :

(1') %‘ Cr?/r = 01
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wo die Coefficienten C, von den y unabhiingig sind, jedes y, aber ein Pro-

duct von = verschiedenen Factoren der Reihe y,, y,, ... y.,, bedeutet.
Die einzelnen Indices r sind die »-gliedrigen Combinationen, die sich aus
den Elementen 1, 2, ... m+n bilden lassen.

Wir stellen uns nun die Aufgabe, das Verhiltniss zweier Coefficienten
C., C, zu bestimmen; und zwar seien die Indices r, s so gewiklt, dass sie
n—1 Elemente gemeinsam haben. Die gemeinsamen Elemente bezeichnen
wir durch ¢, diejenigen dagegen, die weder in r noch s vorkommen, mit /3,
und die beiden iibrigen seien », i; sodass

Yyr =9 11(y.), 9. =y l1(y.)
ist. Jetzt setzen wir alle y,=0. Dann bleiben von der Gleichung &4 =0
nur die n»+1 Glieder iibrig, deren Indices aus #, 4 und den »—1 Elementen
o gebildet sind. Dividirt man nun durch 77(y,) und setzt dann simmtliche
y, = oo, 80 bleibt nur C,y, und Cy, ibrig; die Gleichnng 4 =0 reducirt
sich auf:

Cy.+Cy. = 0.

Hier muss die Function ¢(u), da alle y, =oco, alle y, =0 sind, bis auf
einen constanten Factor mit folgendem Quotienten

1,91@("_"”) O(u—a+Iug)

p(u) = 10 (u—u,) ) O(u—b+2u,)

identisch sein. Fiigt man hinzu, dass ausserdem:

p) =9 )=y
sein soll, so folgt: ‘

6('“1)?/2_(;(%:)?/1 = 0,
und daher:
2, O _90m),
@) : G ¢ (ux)
Hier haben wir die gesuchte Darstellung des Verhiltnisses; zwar gewonnen

unter der Annahme specieller Werthe fiir die y; aber davon ist das Resultat
unabhiingig.
Wir setzen nun:
(3. w, = u,+Zu,, u, = hmtZu;
u, ist hier die Summe derjenigen Grossen in der Reihe w,, u,, ete., deren
Indices in der Combination r vorkommen, u, die Summe der iibrigen. Ent-
26%
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sprechend ist: -
U, = ul'-|-2u,,, U, = ux+2uﬂ'
Mithin:
_ 11 6(u,—ug) 1) u
5 (a—uy)
) P = 16— 6w

Vertauscht man », mit »,, so hat man auch r darch s zu ersetzen:
‘ — y@(“l—“ﬂ) @(a_;r)
(®.) plm) = II9(ui—u,) O(b—u)

Unter 17, verstehen wir folgenden Ausdruck:
(6-) n,. = yq@(u#—u,),
wobei u alle Elemente durchlaufen soll, die in r vorkommen, » alle iibrigen.

Das System (u) besteht also aus » und den Zahlen «, (») aus 2 und den
Zahlen 3. Demnach ist:

II, = 9(%—%){?1 @(u,,—uﬁ)II@(ua—uA)HIﬂ]@(ua—uﬂ).
I1, entsteht hieraus durch Vertauschung von w, mit »;. Daher:

i —II O(n,—uy) O(n,—ug)
I, & O(,—u,) s O(u—up)

Beriicksichtigt man dies, sowie (4.) und (5.), dann lisst sich die Gleichung
(2.) so schreiben:

¢, _ I, 6(a—u)0O(b—u,)
6 1. Oa—u)O(b—u,)
und hieraus folgt, dass wir fiir den Coefficienten C, allgemein den Werth:

C — O@a—u)00b—u)

r

setzen diirfen. Die Gleichung, der ¢ geniigen muss, ist demnach:

1) > O(a—u,)O(a—d—u,) y, = 0.

Wir konnen dieselbe Formel, durch die @ bestimmt wird, auch dazu be-
nutzen, um die gesuchte Function y = ¢(») darzustellen. Wir haben dann
nur eine der Bedingungen y, = ¢(u,), etwa die letzte, fortzulassen und durch
y = @(u) zu ersetzen; d. h. wir haben in der Gleichung (7.) w,,, durch ,
und y,,,, durch y zu ersetzen. Fassen wir nicht a, sondern

a—{(dtutuwt-tou,,,) =@
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als die zu bestimmende Grosse auf, und setzen:

s0 wird:

%‘ (~)(w+v,§]@(w—v,) gy = 0

die Gleichung, der = zu geniigen hat. Dies konnen wir auch so schreiben:
5 0i(@) 0i(v:)— 0 (2) O1(v:)
= 1,

wenn 0,(u), O,(u) irgend zwei der vier geraden und ungeraden elliptischen
Theta bedeuten. Oder, wenn gesetzt wird:

?/r':Oa

80 ist:

Oi(x) _ L

G (z) L,
Irgend eine elliptische Function von x oder von @ ldsst sich hiernach ra-
tional durch ¢y, 9o ... Yny, und die Quadratwurzel eines Ausdrucks, der in
vier Linearfactoren zerfillt, darstellen: ‘

w = VL,L,LL,

Da nun y selbst durch eine lineare Gleichung bestimmt ist, deren Coeffi-
cienten rationale Functionen von y,, ys, ... Y. und ausserdem elliptische

Functionen von @ sind, so ergiebt sich schliesslich y als rational in y,,
Yo « o+ Ymy, Und der Wurzelgrosse w.
Ich will noch hinzufiigen, dass, wenn man eine Function
) ‘
Ppuw) = B
die den gegebenen Bedingungen geniigt, als bekannt betrachtet, alsdann
Zghler und Nenner der zweiten Function:

y) = -,

die gleich ¢(u) werden soll fiir u =, wu, etc., bestimmt werden kdénnen
durch die Gleichung:

AD—BC = O(u—u,)0(u—u,)...0(w—u,,,).

Dabei sind die Charakteristiken von C und D natiirlich so zn wihlen, dass



194 Schottky, das Interpolationsproblem fir elliptische Functionen.

die Producte AD, BC mit dem Ausdruck auf der rechten Seite gleich-
dndrig werden. '

, Die Cauchysche Interpolationsformel wird hauptsichlich gebraucht,
um das Abelsche Theorem fiir hyperelliptische Integrale in entwickelter
Form darzustellen. Eine solche Anwendung erlaubt auch diese Untersuchung.

Es sei z die Quadratwurzel aus einer rationalen Function R(zx,y) von
zwei Variabeln, die durch eine Gleichung vom Range 1 verbunden sind,
und 20 sei die Anzahl der Stellen, in denen R(zx, y) von ungerader Ord-
nung O oder oo wird. Fiihrt man wieder das elliptische Integral w ein, so
kann z auf die Form gebracht werden: :

IO}

P(u) ’
wo S(u) eine ganze Function 2oten Grades, ohne quadratischen Theiler,
bedeutet, wihrend P(u) eine ganze oder gebrochene Function sein kann,
in der aber jedenfalls der Grad des Zihlers um o Einheiten grosser ist als
der des Nenners. Wir nehmen an, P(u) sei gleichindrig mit ©°(«), also
S(u) mit @*°(u). Dadurch wird nur die untere Grenze des Integrals w fixirt.

Das Gebilde (z, y, 5) ist vom Range o+1. = selbst ist ein Inte-
gral erster Gattung. o andere kionnen wir bilden in der Form:

F,(uw)du

%) = ——— (a=1,2...0
Yy ( ) ]/W 1,2 )
indem wir fiir F,, F,, ... F, ein System linear-unabhiingiger und mit O°

gleichiindriger ganzer Functionen setzen. Als untere Grenze nehmen wir
einen der Nullpunkte von S(u):u =c¢. Wir kionnen dann sagen, dass y,(w),
abgesehen von den periodischen Aenderungen, gleichzeitig mit V'S(x) sein
Zeichen wechselt.
Wir stellen jetzt einen Ausdruck auf von folgender Form:
A+BYyS

A, B, C sollen ganze Thetafunctionen sein, und zwar A, C gleichindrige
Functionen vom Grade n»+o0, wihrend B nur vom Grade # sein soll, und

80 beschaffen, dass der Quotient
4
BTV
gleichiéindrig ist mit ©°. Dann ist offenbar H eine rationale Function von
z, y, 5; algo ldsst sich hier das Abelsche Theorem anwenden.
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Der Nenner C verschwindet fiir +0 Werthe von #. Zu jedem dieser
Werthe gehoren aber zwei von VS(u), und da v,(s) gleichzeitig mit V'S(u)
sein Zeichen wechselt, so ist die Integralsumme =y,(u,), erstreckt iiber
alle 2n4-20 Unendlichkeitspunkte von H, gleich 0 oder eine Periode.

Von den Nullpunkten muss dasselbe gelten. Da aber der Quotient

4
=7
2n-+0 willkiirliche Constanten enthiilt, so kann man 240 von den 2n4-20
Nullpunkten des Zihlers willkiirlich wihlen. Die Gesammtheit der o ibrigen
ist dann algebraisch, und zwar im Allgemeinen zweideutig bestimmt.
Auf diese Weise wird es moglich, das Gleichungssystem:

wa(ul)_l'wa(u?)_l_'"+1//a<u2n+a) = wa('vl)"'""l"'pa(”a) (@=12...0),

in dem w,, u, ... u,,, gegebene, v, v, ... v, dagegen unbekannte Grossen
bedeuten, aufzulosen, und zwar so, dass die elliptischen Functionen von o,
vy ... ©, sich algebraisch durch die von u,, w, ... w,,,, ausdriicken. Dies

ist natiirlich nur deshalb bemerkenswerth, weil die Integrale v, nicht vom
Range o, sondern vom Range o-+1 sind.




