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Zur Theorie der linearen Formen.
(Von Herrn K. Hensel.) '

In .einer im niichsten Bande dieses Jourhals erscheinenden Arbeit
wird der Nachweis gefiihrt werden, dass die Fundamentalaufgabe der Theorie
der algebraischen Functionen einer Variablen, nimlich die Aufgabe, alle
ganzen algebraischen Functionen aufzustellen, auf ein einfacheres Problem
zuriickgefiihrt werden kann, welches sich in seiner allgemeinsten Form
folgendermassen aussprechen lisst:

Es seien: ,
[ A = ayut--+ay, u,
(1) ] 5 D :
Am = am1u1+"'+amnun
m homogene lineare Functionen der Unbestimmten u,, ..., w,, deren
Coefficienten a, entweder rationale Zahlen oder rationale Funec-
tionen einer Variablen x sein modgen. Es sollen #, ..., », in
der allgemeinsten Weise als ganze Zahlen oder als ganze Func-
tionen von « so bestimmt werden, dass die m Ausdriicke 4,, ..., 4,,

ebenfalls ganz werden.
Um diese Aufgabe zu losen, kann unbeschadet der Allgemeinheit
m — n angenommen werden, da man ja im entgegengesetzten Falle beliebig
viele Linearformen A,,, mit den Coefficienten Null hinzunehmen kann. Es
sei P der kleinste gemeinsame Nenner aller Coefficienten a,;, und allgemein:

A, = P 'laik;
dann kann man die in (1.) gestellte Aufgabe auch folgendermassen aus-

sprechen:
Es sollen die Unbestimmten w,, ..., #, in der allgemeinsten
Weise als ganze Zahlen, beziehungsweise als ganze Functionen
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80 bestimmt werden, dass sie den m Congruenzen mit ganzen
Coefficienten '
(1+) Al = 2 A =0 - (mod. .P) (k Toaom
geniigen. ,
Man kann nun dieses System linearer Congruenzen auf rationalem
Wege in ein anderes dquivalentes transformiren, dessen Modul ein Theiler
von P ist. Zu diesem Zwecke betrachte man alle Determinanten nter Ord-
nung, welche aus dem rechteckigen System
@) | Aal S GIZey)
der Coefficienten von (1%) gebildet werden konnen, und suche mit Hiilfe
des Euklidischen Verfahrens ihren grossten gemeinsamen Theiler P, mit dem
Modul P, so dass also: _
P, co (P, D,)
ist, wenn D, jede dieser Determinanten bezeichnet, und nach einer bekannten
Schreibweise allgemein (f, g, k,...) den grossten gemeinsamen Theiler der
Functionen f, g, h, ... bezeichnet.. In derselben Weise bezeichne D, ; jede
Unterdeterminante der (néi)ten Ordnung des Systems (2.). Bildet man
dann die Reihe der Functionen:

]Pn oo (P, D),
(3) Pn—l Q) (P: ,D”’ Dn—l)v

Pn—r+l (\) (P, DnJ MRS Dn—-r-’r—l)’
so muss man zuletzt zu einem Theiler
(3<) P_,coWP D,,....,D, .., D,_)co1l
gelangen, es sei denn, dass alle Coefficienten A, denselben Theiler P, mit

P gemeinsam haben, der dann durch einfache Division ans (1%) oder durch
das Heben der Briiche aus (1.) fortgeschafft werden konnte. Es seien ferner:

(4) D_,, D2,
die simmtlichen Unterdeterminanten (z—w»)ter Ordnung des Systems (2.) in

irgend einer Reihenfolge. Bildet man dann die Reihe der grossten gemein-
samen Theiler:
(Poyia, DI2,),
(441‘) ] (Pn-v+17 Dr(tl—)w D,(,?,,),
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s0 kommt man wegen (3%) zuletzt zu einem Divisor:

(5.) p O (Pasyyry DD, ooy DD,
der mit der nichsten Determinante der Reihe (4.) keinen gemeinsamen Thei-
ler mehr hat, der also in P sowie in allen Unterdeterminanten des Systems
(2.) bis zu denjenigen der (z—w»-+1)ten Ordnung enthalten ist, dagegen
mit mindestens einer Unterdeterminante der (r—»)ten Ordnung gar keinen
gemeinsamen Theiler besitzt. '

Betrachtet man dann die Congruenzen (1°) zundchst nur als solche
fir den Modul p, so sind békanntlich alle eine Folge von nur »—» unter
ihnen, nimlich von denen, welche die zu p theilerfremde Determinante der
(n—v)ten Ordnung enthalten. Es seien dies die »—v ersten Formen:

4, = Aput4 Ay w4 Ayt 4,4,

A,_, = An—y,1u1+""|"An—v,v“y+An—v,y+1uv+1+"'+An—y,nun,
und es moge die den Unbestimmten Uyiyy oony U, entsprechende Determinante
diejenige sein, welche mit p keinen gemeinsamen Theiler besitzt. Alsdann
kann man bekanntlich w,,,, ..., », durch ,, ..., », so ausdriicken, dass die
80 sich él’gebellden Formen (1¢) fiir unbestimmte #,, ..., », durch p theil-
bar sind, und dass so die vollstindige Auflosung dieses Systems fiir den
Modul p erhalten wird. Seien:

v
Uy = l__zlakl U, k=1, ..., n—v)

diese Auflosungen, deren Coefficienten «;, also ganze Zahlen, beziehungsweise

ganze Functionen von « sind. Setzt man dann an Stelle von w,, ..., u,
die neuen Unbestimmten v, ..., o, durch die Substitution:
U =0 =1,
(6.) :
Uy, = lz,‘laklvl+pmy+k *k=1, ..., n—»)
mit der Determinante
(6% 4 =p,
so kann der Bedingung (1) modulo p, also a fortiori modulo P, nur
dann geniigt werden, wenn »,, ..., », ganze Functionen des betrachteten

Bereiches sind. -

Setzt man aber diese Ausdriicke in die Congruenzen (1) ein, so
haben alle Coefficienten mit dem Modul P den gemeinsamen Theiler p,
‘welcher somit fortgehoben werden kann. Sind dann B, die so sich er-
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gebenden Coefficienten von o,, ..., v,, und setzt man:
e
so ergiebt sieh, dass alle Losungen der Congruenzen (1%) und nur sie erhal-
ten werden, wenn man o,, ..., v, als ganze Grossen des Bereiches so be-
stimmt, dass sie den m Bedingungen '
(7)) B/ = ZByv, = 0 (mod. P))
geniigen. '

Es ist somit das System der Bedingungen (1%) durch das ihm dquiva-
lente (7.) ersetzt worden, dessen Modul aber ein kleinerer ist. Die Coefficien-
ten B, ergeben sich aus den A, dadurch, dass an Stelle der « die Grossen
v durch die Substitution (6.) mit der Determinante 4 = p"~” eingefiihrt, und
die so sich ergebenden Ausdriicke dann durch p dividirt werden. Ist daher
D, irgend eine Determinante nter Ordnung des Coefficientensystems (7.),
D, die entsprechende des Systems (1), so besteht die Gleichung:

D,.4 D,

DL: n = v !
p p

es ist daher der Theiler
P, oo (P, DY oo (5, 2)
ein Theiler von P,.

Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens erhiilt man hiernach
zuletzt ein System von Congruenzen, dessen Modul gleich Eins ist, welches
also durch alle ganzen Werthe der alsdann auftretenden Unbestimmten
U, ..., U, befriedigt wird, und es ergiebt sich so die folgende Losung der
in (1.) gestellten Aufgabe:

Man kann auf rationalem Wege die Unbestimmten w,, ..., w,
durch andere U, ..., U, vermittelst der Substitution

u = 2y.U, Gok=1,2 .., n)

mit ganzen rationalen Coefficienten so ausdriicken, dass man alle
Losungen der gestellten Aufgabe (1.) und nur sie erhilt, wenn

- man fiir U, ..., U, beliebige ganze Functionen des Bereiches setzt.
Durch die hier gegebenen Schliisse kann endlich noch die weitere

Frage beantwortet werden, wie der kleinste gemeinsame Nenner P aller Coet-
ficienten a,; beschaffen sein muss, damit die Losungen u,, ..., u, der Aufgabe
nicht simmtlich denselben gemeinsamen Theiler mit diesem Nenner haben, der
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sich ja dann fortheben wiirde. Aus den Substitutionen (6.), durch welche
die » durch die » dargestellt werden, ergiebt sich nimlich, dass dann und
nur dann, wenn » >0 ist, die simmtlichen Liosungen nicht den gemein-
samen Factor p haben; der grosste Nenner, fiir den alle Losungen von (1.)
keinen gemeinsamen Divisor besitzen, ist also der grosste gemeinsame
Theiler aller Determinanten D, des Systems (6.). Es ergiebt sich mithin
der Satz:

Das System linearer homogener Functionen:
Ai = Zaiku,, = 2%‘”}0

wird dann und nur dann durch ganze Grossen wu,, ..., u, ohne
gemeinsamen Theiler mit dem Nenner P zu ganzen Functionen
des Bereiches gemacht, wenn dieser Nenner in simmtlichen Deter-
minanten |A4;| der Coefficientenziihler enthalten ist. Der grosste
Nenner, der diese Eigenschaft hat, ist somit der grosste gemein-
same Theiler aller dieser Determinanten.

In dieser Arbeit wurden die Coefficienten a; der zu untersuchenden
Linearformen der Einfachheit wegen als Zahlen, oder als Functionen nur
einer Variablen vorausgesetzt. KEs mag aber erwihnt werden, dass sich
dieselben Betrachtungen auch auf den allgemeinsten Fall anwenden lassen,
dass diese Coefficienten einem beliebigen ,natiirlichen Rationalititsbereiche
(R, R, ...)" angehoren, nur treten alsdann an die Stelle der hier betrachteten
einfachen Theiler ,Divisorensysteme verschiedener Stufen“. Hierauf soll in
einer anderen Arbeit noch niher eingegangen werden.
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