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Ueber ein vielfaches, auf Fulersche Integrale
reducirbares Integral. |
(Von Herrn L. Pochhammer in Kiel.)

Im Folgenden wird ein vielfaches bestimmtes Integral betrachtet,
welches sich als identisch mit einem Producte aus Eulerschen Integralen
erweist. Die angestellte Rechnung schliesst sich an diejenige an, durch
die der Verfasser in einer frither verdffentlichten Arbeit®) ein #hnlich ge-
bildetes vielfaches Integral auf Eulersche Integrale erster Art zuriickge-
fiilhrt hat. In der hier abgeleiteten Formel kommt jedoch neben Euler-
schen Integralen erster Art auch eine Gammafunction als Factor vor. Es
wird in § 1 zuniichst ein Doppelintegral, sodann in § 2 das (m+1)-fache
Integral behandelt. In § 3 wird das in den §§ 1 und 2 erhaltene Resultat
dadurch erweitert, dass man fiir eine der Integrationen statt des geradlinigen
Weges eine geschlossene Integrationscurve anwendet. Die so modificirte
Formel enthilt statt der Gammafunction das correspondirende bestimmte
Integral mit geschlossenem Integrationsweg, welches H. Hankel in seiner
Abhandlung ,,Die Eulerschen Integrale bei unbeschrinkter Variabilitit des
Arguments“**) definirt hat. Der in § 3 bewiesene Satz wird in einer nach-
folgenden Abhandlung***) fiir die Integration einer linearen Differential-
gleichung benutzt, woselbst er dazu dient, die Verbindung zwischen den
Losungen der Gleichung in Reihenform und gewissen Losungen in Form
bestimmter Integrale herzustellen.

*) Cfr. §§ 3 und 6 der Abhandlung ,Ueber die Differentialgleichung der allge-
meineren hypergeometrischen Reihe mit zwei endlichen singuliren Punkten“ in Bd. 102
dieses Journals. .

**¥) Schlomilchs Zeitschrift fir Math. u. Physik, Jahrgang 9, 1864.

**¥) »,Ueber eine lineare Differentialgleichung nter Ordnung mit einem endlichen
singuliren Punkte®.
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§ L
Durch A, werde das Doppelintegral
(1) S/ “seds [M e 0 (1— 1y de
0 V)
bezeichnet. Man substituire
t = 1—3

und entwickele die Grosse e” in die Reihe 1+—slz—+--~. Dann entsteht fiir
A, die Gleichung
A, = /w e‘ss‘“dsfle”(l——z)”zc“‘dz

0 0

= t/‘aO e_ss”‘“dsfl [1_{_8_1%4_...4_%4,...](1_Z>bzc—1dz.

0 0

Nennt man also E(p,q) und I'(qg) die Eulerschen Integrale erster und
zweiter Art

@) E(p,q) = [ & (1—sy~'ds,
[
3) r@g) = [ evsids
und beriicksichtigt die bekannten Formeln
_ p(p+1D...(p+v—1) ,
@ B0 = 4ttt D-Gratr—1 P D
®.) I(g+v) = q(q+1D...(g+r—1DI(g),

so ergiebt sich

A, = T(1—a)E(b+1, )+ L I(2—a) E(b+1, e+1
1

. (1—a)c (1—a)(2—a)c(c+1) )
= I'l=)E@}+1;¢) §1+1.(b+c+ 1)+ 1.2.(b+c+1)(b+c+2)+"' '

Vorausgesetzt ist hierbei, dass in (1.) diejenigen Zweige der Potenzen s;“,
¢, (1—&)°~" angewendet werden, welche den in den Eulerschen Integralen
vorkommenden Potenzen entsprechen.

Die Klammer auf der rechten Seite der letzten Gleichung enthilt
eine Gausssche hypergeometrische Reihe, deren viertes Argument den Werth
1 hat. Da nun fiir diese Reihen die Identitit:

32%
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(6. 1+%§+Mﬂ+...

_ I@Tr(e—a—p)
1.2.0(e+1)

r(e—e)I(o—F)

gilt, so ist

r(b+c+1)I'(a+b)
A, = T(l—a)E(b+la ¢) Ila+b+c)I(b+1)°

~woraus, wegen der Formel

I
@) E(p, q) = T,

die Gleichung

4, = I‘(l——-a)l"(c)l—..({;—(_‘:t%

folgt. Indém man die Formel (7.) zum zweiten Mal benutzt, erhdlt man
fiir 4, den Ausdruck

8) A=/ sds e (1—ty-dt = T(1—a) E(a+tb, o).
(1] )]

§ 2.
Es sei ferner 4, das (m+1)-fache Integral

* 1 1 1 1 8808
) 4, = s*ds [ S,ds, [ S.ds,... [ S,_.ds,_,/[/ e ™"8,ds,
‘[ V] 0 / / ’

in welchem S, fir u=1, 2, ... m das Product

(10.) S, = s#(l—s,)*"
bedeutet, wihrend a, b,, ¢, ... b,, ¢, Constanten sind. Man nimmt an,
dass letztere Constanten diejenigen Ungleichheiten erfiillen, die fiir die Con-

vergenz des Integrals 4, erforderlich sind. Es soll gezeigt werden, dass
A, gleich dem Producte

(A1) 4, = I'l—a)E(a+b,,c)E(a+b,, c,)...E(a+b,,c,)
ist. Der Beweis wird durch Induction gefiihrt.

Diejenige Gleichung, die aus (11.) entsteht, wenn man m—1 statt m
schreibt, wird als bewiesen angenommen. Man indert hierbei die Bezeich-
nung, indem man &, fir u=1, 2, ... m—1 als das Product

(1z) . S, = s, (1—s,)
definirt und der als giiltiz vorausgesetzten Gleichung die Form
® 1. . 1 U sty
(13) ‘0/ $ "dsu @1ds,..:()/‘ @,,,_zdsm_zﬂ e 1&,,_1d8,_1
= T(U—~KEk+B,, ¢)Ek+fa €. EG+Bpsy Cns)
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giebt. Das Integral (9.) geht durch die Substitution s, =1—3s in den
Ausdruck

© 1 1 gprs 1 oty b, —1
/ sds Sldsl.../ e rim 1S,,,_,ds,,,_lf e (1—3)"3" ds
0 (1)

0 0
iiber. Durch Entwickelung der von z abhingigen Exponentialfunction
v v v
$yudpy_17 $81...87—1% S 81...8,-1%
e A R
erhiilt man hieraus eine Reihe, deren allgemeiner Term gleich dem Pro-
ducte aus einem m-fachen Integral, einem Ewlerschen Integral erster Art
und einer numerischen Constante ist. Man nenne zur Abkiirzung
» 1 1 1 g _
0, = / s*~“ds / S,s!ds,... / S, 28 _.ds,,_, f e Mm-S 8. ds, ..
0 ] V]

0

Dann ergiebt sich, da
S A=8)'ms ™ s = E(b,+1, 6ut)

[}]

ist, fir 4, die Entwickelung:

E(b,+1, cn
A, = E(b,+1, 6,)00+E(b,+1, 0,410t "ot LtntNg 4 -

Aber die Grosse O, ist mit dem in (13.) angefiihrten m-fachen Integral

identisch, wenn man in letzterem fiir die Constanten &, 3, ..., 3,_, die
Werthe

k=a—v, pi=b+tv, Bo=b+tv, ... Pu1=b. .tV
einsetzt, so dass aus (13.) fiir O, die Gleichung

0, = I'lv+1—a)E(a+b,, ¢c,)E(a+b,, ¢,)...E(a+b,,_,, ¢, )
folgt. Auf diese Weise findet man fiir den Quotienten

Ay, _
E(a+b,, c1)E(a+b, ¢2)...E(a+bp—1, €pn-1)

die Reihe

P(1=0)E(b,+1, e, AT @@ E®,+ 1, 6,4 Dot L= DECnt L et ?) |

3 (1—a)en (1— a)(2 — 8)6n(en+1)
= PU=a)E.+1, ) {1+1-(bm+cm+1) 100+ o D) (ot ent-2) -

welche nach (6.) und (7.) mit dem Ausdrucke

T(l——a) I'b+1I(en) I'(bptcn+1)I(bya+a)
F(bn+tcnt1) T'a+but ) (but1)

Al F 'bm r m,
"y (k@%{j{ﬁfﬁc—fo) = I'(1—a)E(a+b,, ¢,)
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identisch ist. Unter Annahme der Giiltigkeit der Gleichung (13.) ist also
fiir das (m-+1)-fache Integral 4, der Werth

A4, = I'l—a)E(a+by, ¢, )E(a+ by ¢,)...E(a+b,, ¢,)

ermittelt worden. Fiir m =1 ergiebt sich nun aus (9.) und (11.) die auf
directem Wege abgeleitete Formel (8.). Somit ist auch die Gleichung
(11.), unter der Voraussetzung, dass den Bedingungen der Convergenz ge-
niigt ist, allgemein bewiesen.

Wihlt man m =2, so liefert die erhaltene Formel einen Ausdruck
fiir ein dreifaches Integral, da dieselbe dann die Gestalt

0 1 1
sds [ sp(1—s)'ds, [/ e*=sh:(1—s,)* 'ds
R e A

= I'(l1—-a)E(a+by, ¢,)E(a+b,, ¢,)
annimmt.

, § 3.
In den Integralen (1.) und (9.) kommen die Ausdriicke

e 881898y,
2

als Factoren der zu integrirenden Function vor, und die Variable s durch-
lduft, wie daselbst angenommen wird, die positive reelle Axe von 0 bis
oc. Es sollen nunmehr einerseits die obigen Exponentialgrossen durch

¢ esslsg...sm
>

&
ersetzt, andererseits fiir die Variable s ein geschlossener Integrationsweg,
der bei —oc beginnt und endigt, gewihlt werden.

Fiir die Integrale mit geschlossener Integrationscurve wird im Kol-
genden die abgekiirzte Bezeichnungsweise benutzt, welche der Verfasser in
§ 1 der Abhandlung ,,Ueber ein Integral mit doppeltem Umlauf“*) ange-
geben hat. Man setzt hiernach einen horizontalen Strich iiber das Inte-
gralzeichen (was andeuten soll, dass der Weg ein geschlossener ist), schreibt
den Werth, welcher Ausgangspunkt und Endpunkt der Integrationscurve ist,
als untere Integralgrenze hin und fithrt an der sonst von der oberen Inte-
gralgrenze eingenommenen Stelle in Klammern diejenigen singuliren Punkte

der zu integrirenden Function (durch Kommata von einander getrennt) an,

*) Mathem. Annalen, Bd. 35, pag. 472.
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welche vom Integrationswege umschlossen werden. Hierbei nennt man die
verschiedenen singuliren Punkte in der Reihenfolge, wie sie umkreist
werden, und fiigt im Fall einer negativen Umkreisung ein Minuszeichen
hinter den betreffenden singuldren Punkt hinzu.
Sind die Variablen s und ¢ von einander unabhiingig, so hat das
Product |
s~e"t (1)

als Function von s keinen anderen endlichen singuliren Punkt als den
Punkt s = 0. Wird also das obige Product in der Art nach s und nach ¢
integrirt, dass die Variable ¢ die reellen Werthe zwischen 0 und 1 durch-
lduft, und die Variable s von dem unendlich entfernten Punkte der nega-
tiven reellen Axe aus einen positiven Umlauf um den Nullpunkt ausfiihrt,
$0 hat man fiir das hierdurch definirte Doppelintegral, welches K| heissen
moge, die abgekiirzte Bezeichnung

(15.) K, = /_ @ sads / le"t"(l—-t)"“‘dl!.
—a 0

In analoger Weise nennt man X, das (m+1)-fache Integral

16) K, =/ Vsds [°S,ds, [ Suds,... [°S, _ds,,_, e S, d,,
— 0 0 0 0
in welchem der Integrationsweg von s derselbe wie in K, ist. S,, S,,... S,
bedeuten die in (10.) angegebenen Ausdriicke.
Das Verfahren, nach welchem in den §§ 1 und 2 die Integrale 7,
und .4, umgeformt wurden, ist auch auf die Integrale X, und X, anwend-

bar, Durch die Substitution ¢ = 1—z erhdlt man aus (15.) die Gleichung

K, = / Pesds / qe‘“(l—z)”z”“dz

2w 0

= /_(U)e“s"“dsfl[1—%-{—%—---](1—5)”5““1&

0

oder, bei Beriicksichtigung von (2.),

K, = EG+1,0)) " esds— T EG41, e+1) [ es—ds

~©
+---+(—1)"—111TE(b—|—1, c—l—v)f()e‘s”""ds—}—m.
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Es soll nun durch I’(g) das Integral
a7 T(g) = [Vesds,

dessen Integrationsweg die oben genannte geschlossene Curve ist, bezeich-
net werden®). Dasselbe convergirt fiir jeden endlichen Werth von ¢. Ist
der reelle Theil von ¢ positiv, so besteht zwischen dem Eulerschen Inte-
gral I'(g) (welches dann convergent ist) und dem Integral I'(q) die Be-
ziehung

(18) I(q) = (¢~ I'(g) = 2isin(ng) I(g).
In (3.) hat man, nach der Definition von I'(q), fiir die Potenz s*' den
Werth e in welchem logs den reellen Logarithmus bedeutet, einzu-

setzen; bei I'(q) gilt die entsprechende Bestimmung fiir den Schnittpunkt
des Integrationsweges mit der positiven reellen Axe. Es ist ferner

(19.) I(g+1) = —qI¥g),
woraus fiir ein positives ganzzahliges » die Formel
(20.) I'g+v) = (-1ygq(g+D)...(g-+»-1)I(g)

folgt. Die fiir K, abgeleitete Reihe lautet hiernach
[(1-a)E®+1, )~ 1 @ —a)E(b+1, c41)+--
K, = _
ot (1) T 41— a) E(b+1, e-7)+--
oder, wegen (4.) und (20.),

» (1—a)c (A —a)2--a)c(e+1)
K = I'l-a)E(b+], c){IJF1.(1)+¢+1)“*‘ 1.2.+ o+ D(b-Fet2) .

Die rechte Seite der letzteren Gleichung unterscheidet sich aber von dem

in § 1 fiir 4, erhaltenen Ausdruck nur dadurch, dass I'(1—a) an Stelle
von I'(1—a) getreten ist. Somit ergiebt sich (nach § 1) fiir X, die Gleichung

7~(0) ! —
) K = s~ds [ e (1—8)y'dt = I'(1—a)E(a+b, c).
(21 ) 1 _/m' ‘0/ y

In dhnlicher Weise lidsst sich die in § 2 fiir .7, angestelite Rech-
nung auf K, Ubertragen. Aus dem Integrale (16.) entsteht, wenn man

— 881008017

s, = 1—35 setzt und die Exponentialgrosse e entwickelt, eine Reihe

*) Man vergleiche die erwidhnte Abhandlung von H. Hankel, sowie § 3 der Arbeit
des Verfassers ,Zur Theorie der Eulerschen Integrale“, Mathem. Annalen Bd. 35, pag. 495.
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von derselben Art, wie im Vorhergehenden fiir 4, erhalten wurde; und

nachdem der Factor I_'(l—a) und die in § 2 vorkommenden Eulerschen Inte-
grale erster Art vor die Klammer genommen sind, bleibt wiederum die
hypergeometrische Reihe

. (I—a)en (1—a)(2—a)cu(en+1)
ot D T T 2.0t et Dbntontd) T
iibrig, auf welche die Formel (6.) angewendet wird. Auf diese Weise
findet man, nach Beriicksichtigung der Gleichung (21.), fiir X, den Ausdruck
(22) K, = I'l—a)E(a+b,,c)E(a+b,,c)...E(a+b,, c,).
Im Fall m =2 ergiebt sich aus (22.) die zu (14.) analoge Formel

O] S
sy |y [l (e

= I'(l—a)E(a+by¢,)E(a+b, c,).

In den Gleichungen (8:), (11.), (14.) muss die Constante a der Be-
dingung geniigen, dass der reelle Bestandtheil von 1—a positiv sei, da die
Integrale 4,, A,, A, sonst divergent werden. Die in (21.), (22.), (23.)
genannten Integrale behalten dagegen auch im Falle a=>1 einen bestimm-
ten Sinn. Fiir die Anwendungen, welche von «den vorstehenden Rechnun-
gen gemacht werden sollen (s. d. Einl.), erweist sich gerade dieser Umstand
als ein wesentlicher, indem daselbst fiir die Grosse e (weil sie den Stellen-

zeiger einer Reihe enthilt) auch unbegrenzt grosse positive Werthe zu
setzen sind. ‘
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