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Anwendung der Modulsysteme auf Fragen der
Determinantentheorie *).
(Von L. Kronecker.)

L Bedeutet ds, wie in meinen friiheren Aﬁfsiitzen, Null oder Eins,
je nachdem die Werthe der beiden Indices ¢, £ von einander verschieden
oder einander gleich sind, und bezeichnet man ein System von »*> Grossen:

Oz G k=12 ...
als das reciproke eines Systems von Grissen:
. ‘ Uy, k=12 ... m),
wenn zwischen den beiden Grossensystemen die Gleichungen bestehen:
(A) ‘ %‘ug‘.v,-,,—-d’gh =0 @ hi=12%...m),
50 besagt der Satz,
dass das reciproke eines reciproken Systems das urspriingliche
System ist,
nichts anderes, als dass das Gleichungssystem (A4.) dem Gleichungssysteme:
(B.) %‘vg‘ui,,—()‘gh =0 (@ b $=1,2 .. n)
dquivalent ist.

Der Inhalt dieses Satzes, dessen Richtigkeit unmittelbar erhellt, wenn
man die aus dem Gleichungssystem (A.) resultirenden Werthe der »° Grossen
v; in die Gleichungen (B.) einsetzt, erschopft aber noch nicht die Bezie-
hungen zwischen den beiden Systemen von Functionen:

(¢ %‘ug‘v,-,,——()‘g,,, %vgiui,,—-t)‘gh @ hi=1,2...m)

*) Der Hauptinhalt dieser Notiz ist aus Art. IX und X meines im Mai, Juni, Juli
d. J. (1890) in den Sitzungsberichten der hiesigen Akademie verdffentlichten Aufsatzes
sUeber orthogonale Systeme“ entnommen, aber es sind hier die dortlgen Entwickelungen
weiter ausgefihrt.



Kronecker, Anwendung der Modulsysteme auf Fragen der Determinanientheorie. 255

welche, gleich Null gesetzt, die beiden Gleichungssysteme (A4.) und (B.)
ergeben. Diese Beziehungen finden vielmehr ihren vollen Ausdruck in dem
bemerkenswerthen Satze,

dass die beiden Systeme von je »° Functionen:

Zi,‘ 05— 0, “‘Jog,.u,.,,—é‘y,, 0 1 i=1,2 ... ),
in welchen sowohl die »* Grossen u, als auch die »* Grossen v,
unabhiingige Variable bedeuten, als Modulsysteme aufgefasst, ein-
ander iquivalent sind, d. h. dass sich jede der Functionen des
einen Systems als ganze, lineare, homogene Function der Func-
tionen des anderen Systems und zwar so darstellen lisst, dass die
Coefficienten ganze, ganzzahlige Functionen der 2r* Variabeln u,,
v, werden. ’

Um dies in Kiirze nachzuweisen, filhre ich folgende Bezeichnun-
gen ein:

Zi‘ugivih_d\gh = Mgh: %‘vgiu‘h_d\yh == Mgh (9 hyi=1,2, ... ”),
l”ikl =U,. lo‘kj =V G k=12, ... ),
oUu ov

—=1U. =V G k=1,2...n),
Oug kis Oy ki : "

Alsdann bestehen offenbar die Congruenzen:
Zug"vih = d\gh (mOdd. Mk)? Z,‘Dyiuih = (ygh (modd. M;k) @ hi k=12 ... ")1

aus welchen mit Hiilfe des Multiplicationssatzes der Determinantentheorie

folgt, dass fir jedes der beiden Modulsysteme (M) und (M,) die Congruenz
stattfindet:

(D.) uv=1.
Ferner zeigen die Relationen:

VUMt = UVHy,  UZV,Muos= UVMy 60it=12 o,
95 g

welche sich durch Einsetzung der Werthe von M, M,, M, M, unmittel-
bar verificiren lassen, dass die Congruenzen bestehen:

UVM, =0 (modd. M), UVM, =0 (modd. M) . 1it=12...m,
und diese gehen, da fiir beide Modulsysteme UV =1 ist, in folgende iiber:
(E.) My=0 (modd. M,), My=0 (modd.M,) whikt=t2..m

durch welche die nachzuweisende Aequivalenz der beiden Modulsysteme
33*%

’
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(M), (M), d.h. also die Aequivalenz:
(F.) gugivih—-d‘gﬁ) (@) (g’vgiuﬂ,—d‘y’) (9, k=1, 2, ... n)
vollstindig begriindet wird.
II. Das Modulsystem (M) lisst sich, im Sinne der Aequivalenz,
durch das folgende ersetzen:

0v-1, »,—VU,) 0 h=1,2 ... n),
Um dies darzuthun, gehe ich von der Doppelsumme aus:
%”gi“{h(VUhk“vhk) (9 by iy k=1,2, ... m),

welche, je nachdem man zuerst nach % und dann nach ¢ oder in entgegen-
gesetzter Folge summirt, die beiden Ausdriicke liefert:

o (UV=1)—ZouMy, VUp—0u+Z(VUy—01) Uy
Setzt man diese beiden Ausdriicke einander gleich, so erschliesst man mit

Hiilfe der Congruenzen (D.) und (E.), dass fiir alle Werthe g, k=1, 2, ... n:
(6) vu—VU,=0 (modd M,) oder (modd. ’g’u,.rv,.k_a,.k)

W E=1,2 .
ist. Andererseits resultiren aus d(en Grleich)ungen:
:é;nug,m 2—0p = (UV——1)()‘9,,—1—._i=zfugi (00 —VU,) (5 h=1,2% ...
die Congruenzen:
(H) ig"ug‘vi,,—ag,,s 0 (modd. UV—1, v,—VU,)  Gi=12..m,
und die nachzuweisende Aequivalenz: 4
(K. (g'ugm,.,,—dgh) oo (UV—1, v,—VU,) 0 b=, 2 )

findet in den Congruenzen (G.), (H.), in Verbindung mit der Congruenz (D.),
ihre vollstindige Begriindung.
III. Um nunmehr noch das Bestehen der Aequivalenz:

(L) (Zup00=0,) 0O (UV—1, Uy—0,,0) C@rmt2m
nachzuweisen, sind nur die Congruenzen:
U,—v, U= 0 (modd. E‘:ug,vr,,—()‘gh)

r=n

f‘:'l Uy 0,—0y; =0 (modd UV—-1, Uy—o,U)

(9 hi,k=1,2 ...7)
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zu verificiren, und dies geschieht fiir die ersteren durch die Identitiit:
Up—v,U = (v, U—U,Q(UV—1)—UV§nng(;z=;"uwv,k—d‘gk)
in Verbindung mit der Congruenz (D.):
UV-1=0 (modd. :_E;"ugrvr,,—-d‘y,b (9 h=1,2 ... n)

fiir die letzteren durch die Identitit:
g”gr L2 J g = (Jgh‘ré:r;n“gr”rh) (U V— 1)"’ Vg”giajm"‘”m U)
IV. Da nach Art. I das Medulsystem (E‘ugiv,.,,—-d‘g,,) bei Vertau-

schung der Variabeln » und » in ein fquivalentes iibergeht, so konnen auch
auf der rechten Seite der Aequivalenzen (K.) und (L.) die Variabeln » und
v mit einander vertauscht werden. Man sieht daher, dass die sechs ver-
schiedenen Modulsysteme:

(M) g”ge”ih—(ygh)y (g vgiuih_(’gh) (6 h=1,2 ... ),
) (UV-1, v,~VU,), (UV—1, u,—UV,) 0, h=1,3 e,
) V-1, U,—»,U), (UV——I, ' V—ui V) (6 h=12 .7

einander #quivalent sind. Hieraus folgt aber unmittelbar, dass fiir jedes
beliebige Modulsystem die sechs verschiedenen Systeme von Congruenzen:

(N.) :g Uy, = ()'g,,>, (E‘:‘vy‘uﬁ = ()‘gh) (0 =12 ... m),
(N'D V=1, 0, =VU0,), V=1, u, =UV,) @r=123..m,
(N") UV=1,0,U=0U0,), (UV=1, u,V=7V,;) (G@r=t2..n

einander iquivalent sind.

Die Aequivalenz der beiden ersten Systeme von Congruenzen (V.)
zeigt, dass auch im Sinne der Congruenz fiir ein beliebiges Modulsystem
das reciproke eines reciproken Systems gleich dem urspriinglichen Systeme
ist. Aus der Aequivalenz der iibrigen geht hervor, dass auch im Sinne
der Congruenz fiir ein beliebiges Modulsystem das zu einem Systeme ()
reciproke System (v;,) durch jedes der vier Systeme von Congruenzen (N'.),
(N".) vollstindig definirt ist.

V. Nimmt man in jedem der sechs Modulsysteme (M.), (M'.), (M".)
das Element U—e¢ hinzu, wo ¢ = +1 ist, so kann iiberdies, wegen der Con-
gruenz UV =1, noch das Element V—e¢ hinzugefiigt werden. Die Modul-
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systeme (M.) und (M') stimmen alsdann mit einander iiberein, und man
erhilt hiernach nur eine Aequivalenz von vier Modulsystemen:

i=n

(U'—e, V—'E, %;ug,'vth_()\gh) (\) (U—e’ V'_"E, .tzl?vgiuih_()\gh)
(P.) 1= 1=
O (U—e, V—g, v,—eU,) O (U—e, V—e, u,—eV,),
(9, h=1,2,... %)
welche zeigt, dass auch im Sinne der Congruenz fiir jedes beliebige Modul-
system das zu einem Systeme, dessen Determinante gleich +1 ist, reciproke
System zugleich das mit dem Vorzeichen der Determinante genommene ad-
Jungirte System ist. :
Setzt man ferner v, =u,, so geht die Aequivalenz (P.) in folgende

iiber:

(P') (U—e, :éi‘ug,.u,,i——(yg,,) oo (U——e, gu,-gui,,——()‘g,,) O (U—¢, u,—eadj.u,,),
(9 k=1, 2, ...n)

welche es in Evidenz setzt, dass — auch fiir jedes beliebige Modulsystem —

durch jedes der drei Systeme von Congruenzen:

(U =g, ié;ug;u,,; = c)‘g,,), (UE & 'g,;u,-gu,.,, =: c)‘gh),

(U=¢, u, = cadj.u,) G h=1,2 .. m)

@)

das System:
(uy) G k=12 ...n)
als ein ,im Sinne der Congruenz orthogonales* definirt wird.
Setzt man schon in jener fundamentalen Aequivalenz, welche im
Art. I mit (F.) bezeichnet ist, v, = u,, so geht dieselbe in folgende iiber:

(0. gugiu,,‘—d‘g,,) oV (Zguwum—d‘gh) (G h=1,2 ... n);
die Elemente jedes dieser beiden Modulsysteme lassen sich also als ganze li-
neare, homogene Functionen der Elemente des anderen so darstellen, dass die
Coefficienten ganze ganzzahlige Functionen der n’ Variabeln u, werden, und
hiermit ist wohl fiir die schon von Euwler vollstindig erkannte und nach-
gewiesene Aequivalenz der beiden Gleichungssysteme:

i=n =n
(T) (21 Uyt = 69,,), (},; Uity = c"gh> @ h=12 ..
= ==

diejenige befriedigendste Art der Darlegung gewonnen, welche Euler ge-
wiinscht zu haben scheint.
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In der 1770 erschienenen, im ersten Bande der Commentationes arith-
meticae collectae*) auf S. 427—443 abgedruckten Abhandlung ,,Problema
algebraicum ob affectiones prorsus singulares memorabile“ stellt sich nim-
lich Euler zuerst die Aufgabe, neun Zahlen A, B, C, D, E, F, G, H, J zu
finden, welche den zwolf Bedingungen geniigen:

A4D4@E =1, BIE+HF=1 C+F4+l=1,
AB+DE+GH =0, AC+DF+GJ=0, BC+EF+HJ =0,
A+B4C =1, DHEH4F =1, GC+H+J =1,
AD+BE+CF =0, AG+BH4-CJ=0, DG+EH+FJ=0,

und kniipft daran folgende Bemerkung:

»»Cum numerus conditionum implendarum superet numerum quantitatum determinan-
darum, problema hoc plus quam delerminatum videtur. Utcunque enim conditiones prae-
scriptae perpendantur, nulla alia relatio, qua aliquae in reliquis jam conlineantur, in iis
deprehenditur, nisi quod summa conditionum (7.), (8.), (9.) conveniat cum summa con-
ditionum (1.), (2.), (3.); unde unica harum duodecim conditionum in reliquis jam con-
tineri videtur; qua remota tamen adhuc undecim conditiones relinquuntur, quae binario
numerum quantitatum incognitarum excedunt. Hic equidem tantum de ejusmodi relatione
logquor, quae has conditiones consideranti occurrit, revera enim aliquot necessariae rela—
tiones inler eas intercedunt, quae autem viz anie animadvertuniur, quam problema per-
fecte fuerit solutum.

Hiernach ging Eulers Wunsch dahin, Relationen zu erhalten, durch
welche die letzten sechs Gleichungen sich ebenso direct als eine Folge
der sechs ersten ergeben, wie durch die eire, von Euler angefiihrte Relation
sich eine der zwoif Bedingungen als eine Folge der iibrigen erweist.
Diesem Wunsche entspricht Lagranges Methode des Beweises der Aequi-
valenz der Gleichungssysteme (T.) nicht**), aber aus der im Art. I ange-
gebenen allgemeineren Entwickelung resultirt, wenn dort v;, = ,; und demnach:

i=n i=n —
p-) ugiuln'—(ygh = Mgh: z;”ig”ih_d‘gh = Mgh
1=n =
oUu
u ’:-U e 9, h=1,2, ...
l 9hl ) auyh kg (9, % n)

gesetzt wird, fir den vorliegenden Fall die (iibrigens auch leicht zu veri-
ficirende) Relation:
(R.) M, = *,.k(l—!Mg,,—I-()'ghl)—l—Ug,ZhugiUk,,Mgh @b b k=12 ... n),

*) Petersburg, 1849.

**) Jacobi hebt in seinen Bemerkungen zur Eulerschen Abhandlung (S. 603 des
III. Bandes der gesammelten Werke) diese Methode mit den Worten hervor: Lagrange
hat in seiner Mécanique analytique bereits in der ersten Ausgabe gezeigt, wie die einen
Bedingungen aus den anderen auf die leichteste Art und ohne alle Rechnung folgen.
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in welcher jedes Glied auf der rechten Seite mindestens einen der Aus-
driicke M, als Factor enthilt, und durch welche daher, genau wie bei der
einen Eulerschen Relation, sich das Nullwerden der ln(n+1) Ausdriicke
M, direct als eine Folge des Nullwerdens der 1n(n+1) Ausdriicke M, ergiebt.

In dhnlicher Weise werden durch die einfachere und ebenfalls leicht
zu verificirende Relation:

(R,') Mik = Ezl‘uyi Ukh gh+‘M;k<1—sU) (9 b 4 k=1,2, ... m; &= +1)
g

die 1n(n+1) Gleichungen M, =0 als eine Folge der in(n+1)+1 Glei-
chungen:

U= 8, Mgh=0 (9, k=1, 2,...n)

dargestellt; aber um die erste dieser In(rn+1)+1 Gleichungen als eine
Folge der iibrigen aufzuzeigen, hat man nur die Relation:

(R".) (U—s)(l]—}-e) = |M,+9,]—1 (0 =1, ... m),

welche von wesentlich anderer Art ist als die Relationen (R.) und (R'"), da
sie z. B. nicht fiir jedes beliebige Modulsystem, sondern im Allgemeinen
nur fiir Primmodulsysteme, gestattet, das Bestehen der Congruenz U= +1
aus dem Bestehen der Congruenzen M, = 0 zu erschliessen.

VI. Fiir den allgemeinen im Art. I behandelten Fall, wo die Be-
deutung der Ausdriicke Mg,,, .+ durch die Gleichungen:

t=n

t=n —
.2'; ugi'vzh (5‘ = gh: zf;vgiuﬂt _()\(Ih = Mgh (9 h=1,2 ... 7)
= 1=

gegeben ist, tritt an Stelle der Relation (R.) die folgende:
(R M, = ﬂk(1—|Mh+c>‘gh|)-+V2u,,kU M (ol iy k=1, 2, .. ),

g+ gh

" in Welcher jedes Glied auf der rechten Seite mindestens einen der Aus-
driicke M, als Factor enthiilt, und durch welche es daher in Evidenz ge-

setzt wird, dass das Nullwerden der Ausdriicke M, eine Folge des Null-
werdens der Ausdriicke M, ist. Diese Relation, welche in Beziehung auf
die Variabeln u;, v, von der Dimension 2n-2 ist, scheint aber noch einer
Vereinfachung fihig zu sein; wenigstens habe ich fiir den Fall » =2 Re-

lationen gefunden, deren Dlmensmn nur gleich vier ist. Es sind dies die
folgenden zwei:



Kronecker, Anwendung der Modulsysteme auf Frager der Determinantentheorie. 261

Uy 0g Uy 0, —1 = (1"‘u21”12)(u11'1’11+u12”21—1)—'”22’¢’21(”11’012+urﬂ’zz)
+uyy ”12(”21”11“‘ “22”21)‘1“”;2'”21 (”21”12+”22”22_1),
Uy Vg Upy 03y = _u21'l’22<u11”11‘*‘”12‘021—1)+”m”21<”m”12+”12”22)

01300 (U 011 2y 03)) — 3 03 (U 0124 Uy 00— 1),
aus welchen die zwei anderen zur Darstellung von:
U O+ UnOp—1,  Upv, -+ Uy,
erforderlichen Relationen hervorgehen, wenn die Variabeln:

Uy  Ugyy Uy, Uy Uy Vg Uy U

durch:
. Uoy Uy Uy Uy, Uiy Oy Uiy V12
ersetzt werden.
Mit Benutzung der Bezeichnungen M,, M, lauten hiernach fiir den

Fall » =2 die vier Relationen:

Mu = (l_u:zl’l’nz)Mu—”zz”an"l‘”11‘012M21'+u12”21M227

Mw = — Uy 012 My 0220 3 Mip- 0130 10 My, — 041501 M,

Mn = — Uy 02 M3 021 03y Myt 020 Moy — 001301 M

) ﬂzz = (1—U22”22>Mu—'uz1'011M12+“12’022M21+uu'”anz,' .

aber fiir beliebige Zahlen n» muss die Ermittelung der Relation niedrigster
Dimension:

Mik = z,’:F(;;k)Mgh (9 by i, k=1,2,...n)
9

g )

in welchen die Multiplicatoren F$® ganze Grossen des aus den 2n* Ele-
menten u;, v; zu bildenden natiirlichen Rationalititsbereichs sind, weiterer
Untersuchung vorbehalten bleiben.
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