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‘Ueber die positiven quadratischen Formen und
iiber kettenbruchiéhnliche Algorithmen.

(Von Herrn Hermann Minkowski in Bonn.)

. Die wesentlich positiveix quadratischen Formen verdienen und ge-
statten eine besondere Behandlung durch den Umstand, dass sie die ein-
fachsten Formen sind, bei welchen durch den Werth der Form zugleich
die Werthe simmtlicher Veriinderlichen begrenzt sind. Aus diesem Grunde
erscheinen sie als ein naturgemiisses Hiilfsmittel fiir die Untersuchung von
Reihen discreter Grossen, und in diesem Sinne sind sie namentlich von
Herrn Hermite zu wiederholten Malen mit bedeutendem Erfolge verwendet
worden.

Wenn ihren Coefficienten auch ganz beliebige reelle Werthe; nicht
durchaus rationale beigelegt werden, so stellen sie doch immer geeignete
Formen fiir Zahlen vor, d. h. es hat einen Sinn, die Unbestimmten in ihnen
auf die Reihe der ganzen Zahlen zu beschrinken. Bei einer solchen Auf-
fassung konnen diese Formen im Speciellen als der analytische Ausdruck
gewisser einfacher geometrischer Gebilde gelten, der parallelepipedisch an-
geordneten regelmissigen Punktsysteme, und es miissen irgend zwei Formen
als dquivalent betrachtet werden, welche aus einander durch lineare Sub-
stitutionen mit ganzzahligen Coefficienten und von einer Determinante +1
hervorgehen. »

Nun entsteht die Aufgabe, eine Vereinigung iHquivalenter Formen,
eine Klasse, vollstindig durch Invarianten zu charakterisiven. Erst fiir
biniire Formen hat durch die Untersuchungen von Herrn Kronecker diese
Aufgabe insofern eine vollkommene Losung gefunden, als hier in hinreichen-
der Anzahl invariante Bildungen als explicite Functionen eines beliebigen
Elements der Klasse und in einer Gestalt, welche die Invarianteneigen-
schaft unmittelbar in Evidenz treten lidsst, gewonnen sind. Aehuliche Auf-
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schliisse hinsichtlich der Formen mit hoherer Variabelnzahl mogen aus den
jingsten Arbeiten dieses Forschers zu erwarten sein.

Indess ist die genannte Aufgabe einer Losung noch in einem anderen
Sinne fihig. Gelingt es, aus den unendlich vielen Formen einer Klasse
durch bestimmte Bedingungen eine einzige auszusondern, so stellt eine
solche sogenannte reducirte Form gewissermassen ebenfalls ein vollstiin-
diges Invariantensystem der Klasse vor, nur dass der Ausdruck dieses
Systems von irgend einer gegebenen Form der Klasse aus jedesmal erst
durch ein gewisses besonderes Verfahren (das dafiir aber nur arithmetische
Operationen in beschrinkter Zahl erfordern darf) hergeleitet werden kann.

In solcher Art hat Lagrange*) die Theorie der bindren quadratischen
Formen in Angriff genommen und zu einem gliéinzenden Abschlusse gebracht.
Seine Resultate iiber die definiten Formen erhielten durch Legendre**) eine
Fassung, welche wohl auf ihre Verallgemeinerungsfihigkeit hinweisen konnte.

Aus der fiinften Section der ,Disquisitiones arithmeticae** entnahm
Seeber***) die Anregung zu einem Studium der analogen Iragen betreffs
der terniren definiten Formen. Seine dusserst miihsame und nicht erfolg-
lose Arbeit fand eine angemessene Wiirdigung in einer von Gausst) her-
rithrenden, hochst bemerkenswerthen Anzeige. Namentlich durch zweierlei
ist diese Anzeige ausgezeichnet: einmal durch den Hinweis auf das von
uns schon erwihnte geometrische Aequivalent einer Klasse von positiven
quadratischen Formen, dann durch eine eigenthiimliche Identitit, mittels deren
eine wichtige, von Seeber nur durch Induction gefundene Grenze fiir die
Coefficienten seiner reducirten Formen direct in Erscheinung tritt.

Die beschwerliche Methode und die verwickelten Beweise von Seeber
veranlassten Dirichlett+), fiir den das nicht Einfache iiberall nur ein Zeichen
des Unvollkommenen war, zu einer von Grund aus neuen Behandlung, bei
welcher er besonders auch durch die von Gauss nur mehr in ihren Um-

*) Recherches d’ Arithmétique. Mém. de ’Acad. de Berlin. 1773. p. 265. (Oeuvres
de L. T. IIL. p. 695.) '

**) Théorie des Nombres, 3@ éd. T. I. § VIIL

| Untersuchungen iber die Eigenschaften der positiven terniren quadratzschen
Formen. Freiburg im Breisgau. 1831.

1) Gottingische gelehrte Anzeigen, Jahrg. 1831. 2. 8. 1065 (auch: dieses Journal
Bd. 20. S. 312 und: Werke, Bd. II. S. 188).

T1) Ueber die Reduction der positiven quadratischen Formen mit drei unbestimmien
gangzen Zahlen, dieses Journal Bd. 40. 1850. S. 209.
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rissen angedeutete geometrische Einkleidung eine ausserordentliche Durch-
sichtigkeit erzielte. Der grosse Fortschritt von Dirichlet bestand darin, dass
er nicht mit dem schwerfilligen rechnerischen Ausdrucke der Ungleichun-
gen operirte, durch welche Seeber reducirte Formen definirt hatte, sondern
mit deren wohlerkannter innerer Bedeutung, welche darauf hinausging, die
reducirte Form von gewissen in dem zugehorigen Punktsysteme vorkom-
menden kleinsten Entfernungen abhiingig zu machen.

Dasselbe ebenso einfache, wie sachgemiisse Princip, doch in rein
arithmetischer Fassung, befolgte Herr Hermite*) in seinen zahlentheoretischen
Briefen an Jacobi, welche in demselben Bande dieses Journals gedruckt
sind, in dem die ausfiihrlichere Darstellung Dirichlets nach einem bereits
vorher im Monatsbericht der Akademie (Jahrg. 1848) gegebenen Auszuge er-
-schien. Die Untersuchungen von Herrn Hermite beziehen sich auf Formen mit
beliebiger Variabelnzahl; sie beginnen mit der Aufstellung des Fundamental-
satzes der Reduction, wonach die kleinste, durch eine positive quadratische
Form von » Variabeln mittelst ganzer Zahlen darstellbare, von Null verschie-
dene Grosse in ihrem dimensionslosen Verhiltniss zur nten Wurzel aus der
Determinante der Form niemals einen gewissen, nur von der Zahl » abhéingi-
gen Betrag iibersteigt; und sie stellen sich in ihrem Verlaufe als ein un-
unterbrochenes Zeugniss fiir die Fruchtbarkeit dieses Satzes in fast jedem
Abschnitte der Zahlenlehre dar; es seien nur die Anwendungen auf Ketten-
briiche, complexe Einheiten und approximative Auflosung von Gleichungen
hervorgehoben.

Insbesondere ergiebt sich aus jenem Satze mit Leichtigkeit und noch
auf mannigfache Weise die Endlichkeit der Klassenanzahl bei Beschrinkung
auf ganzzahlige Werthe der Coefficienten und einen festen ganzzahligen
Werth der Determinante. Fiir diese specielle Folgerung musste offenbar
bereits ein Verfahren geniigen, um aus jeder Klasse iiberhaupt nur eine
endliche Anzahl von Formen, nicht gerade eine einzige auszusondern.
Eine werthvolle Ergiinzung lieferte deshalb Herr Camille Jordan**) durch
den Nachweis, dass bei gewissen Festsetzungen wenigstens eine bloss von
der Variabelnzahl abhiingige Grenze fiir die Anzahl der im Maximum
aus einer Klasse ausgesonderten Formen besteht, indem iiberhaupt die Sub-

*) Dieses Journal, Bd. 40. 1850. S. 261-315.

**) Mémoire sur 'équivalence des formes. Journ. de IEcole Polyt. T. XXIX. Cah. 48.
1880. p. 111.
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stitutionen, durch welche die ausgesonderten Formen in einander bei Aequi-
valenz oder in sich selbst iibergehen konnten, von vornherein mit der Va-
riabelnzahl und zwar in beschrinkter Anzahl angewiesen erscheinen.

Neue Gesichtspunkte erdoffneten Korkine und Zolotareff*), indem sie
jene besonderen Formen heranzogen und bis zur Variabelnzahl fiinf voll-
stindig bestimmten, fiir welche das in dem Fundamentalsatze von Hermite
genannte Verhiltniss (des durch ganze Zahlen erreichbaren Minimum zur
nten Wurzel aus der Determinante) ein Maximum ist.

In dem vorliegenden Aufsatze versuche ich hauptsiichlich, gewisse
Liicken auszufiillen, welche sich in der Theorie der positiven quadratischen
Formen gegenwiirtic noch fiihlbar machen. So geht bei den bisher einge-
fiilhrten reducirten Formen mit hoheren Variabelnanzahlen der den urspriing-
lichen binsiren reducirten Formen von Lagrange innewohnende Charakter
verloren, durch eine Reihe von linearen Ungleichungen in den Coefficienten
definirt zu sein. Es erscheint mir aber theoretisch als eine Thatsache von
ganz hervorragender Bedeutung, dass man im Stande ist, aus der ln(n+1)-
fachen Mannigfaltigkeit, in welcher eine jede quadratische Form von =2
Variabeln durch einen Punkt, unter Zugrundelegung der Werthe der Coeffi-
cienten als Coordinaten, reprisentirt wird, aus dieser Mannigfaltigkeit mit
Hiilfe einer beschrinkten Anzahl von lauter ebenen ({n(%+1)—1)-fachen
Mannigfaltigkeiten ein zusammenhingendes Gebiet abzugrenzen, in welchem
— die Grenzen sind nur theilweise miteinzurechnen — jeder Punkt je eine
Klasse von positiven Formen vertritt, und jede solche Klasse auch einmal
und nur einmal vertreten ist. ‘

Ein solches Gebiet wird durch die (Jn(n+1)—1)-fache Mannigfaltig-
keit aller Formen von einer festen positiven, im Uebrigen beliebigen Determi-
nante in zwei Theile geschieden, von denen der am Nullpunkt befindliche
einen endlichen Inhalt hat. Der Ausdruck dieses Inhalts wird hier allgemein
mitgetheilt. Ks steht dieser Inhalt mit interessanten .mittleren Werthen der
Zahlentheorie im Zusammenhang. '

Die Ueberfithrung irgend einer gegebenen Form in eine reducirte
muss durch ausschliessliche Verwendung einer beschriinkten Zahl a priori
anzuweisender Operationen geleistet werden kionnen, und die Ausgangsform
darf jedesmal nur in Bezug auf Reihenfolge und Wiederholung der Ope-

*) Math. Annalen Bd. 6. 1873. S. 366 und Bd. 11. 1877. S. 242.
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rationen massgebend sein; dieser berechtigten Forderung wird hier geniigt
werden.

Mit Hiilfe einer auch auf Formen mit mehr als drei Veriinderlichen
iibertragenen geometrischen Ausdrucksweise gelingt es, den Fundamental-
satz von Hermite iiber das Minimum einer positiven quadratischen Form
nicht allein als in gewissem Sinne evident hinzustellen, sondern auch die
in diesem Satze und in Erweiterungen desselben bendthigten Grenzen den
bisher angezeigten gegeniiber betrichtlich zu verengern. Dadurch werden
dann neue, folgenreiche Anwendungen dieses Satzes moglich. —

1.

Die Grﬁndeigenschafﬁ der wesentlich positiven quadratischen Formen.

Eine wesentlich posé'tz've quadratische Form kann nur fir eine endliche
Anzahl von ganzzahligen Werthsystemen ihrer Verinderlichen Werthe anneh-
men, die eine gegebene Grosse nicht iiberschreiten.

Denn eine solche Form f mit » Variabeln z,, x,, ... @, ist bekannt-
lich immer als Summe der Quadrate von » unabhingigen reellen Linear-
formen ihrer Variabeln darstellbar:

f = &+&++&,
1+) §, = Nu@+n,xyttn,x,, lhd,[%O (@ b=1,2, ... n),
Eine Ungleichung f=C G mit positivem G hat nun fiir jede der Linear-
formen abs. &, < VG zur Folge. Lautet die Auflosung dieser Formen nach
ihren Variabeln: '
(1b-) x, = P&t enétt 9,6, 6=1, 2, ... n),
30 muss daher

abs. @, << VG(abs. ¢, +abs. @, +---+-abs. ¢,,) b=12..n
sein. Diesem Systeme von Ungleichungen konnen aber nur eine endliche
Anzahl von ganzzahligen Systemen x,, «,, ... x, entsprechen. Natiirlich

brauchen diese dann nicht simmtlich ein f(z,, x,,...2,) =< G zu ergeben.

2.

Die geometrische Interpretation der wesentlich positiven quadratischen Formen.

In einer ebenen n-fachen Mannigfaltigkeit mogen die Werthe der
Linearformen &, &, ... &, solche Coordinaten fiir einen verinderlichen
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Punkt P abgeben, dass das Quadrat des von P ausgehenden Linearelements
darch die Summe der Quadrate der Differentiale d§,, d&,, ... d§, aunsge-
driickt erscheint. Der Nullpunkt der so vorausgesetzten rechtwinkligen
Coordinaten heisse 0. Jedem Werthsysteme der Variabeln «,, z,, ... =,
entspricht gemiss (1%) ein Werthsystem &, &, ... §,, und kommt jetzt ein
Punkt P zu; die Form f(x,, z;,... x,) stelli offenbar das Quadrat der Ent-
fernung dieses Punktes P von dem festen Nullpunkte O dar.

Welche Punkte gehoren nun den ganzzahligen Systemen z,, x,, ... «,
an? Um diese Punkte zu finden, hat man zuvirderst diejenigen » Punkte

P, P,, ... P, kenntlich zu machen, fiir welche jedesmal eine der » Grossen
&, Ty ... @, den Werth 1 und die anderen n—1 den Werth Null haben.
-Liegen diese » Punkte vom Nullpunkte O beziehlich um die Strecken
Pi, P2y ... P, ab, so wird der Punkt, welcher einem willkiirlich gewiihlten
Systeme x,, @, ... x, angehort, gefunden, indem man vom Nullpunkte aus

die Strecke \
P&t Pyt Poy
construirt, wobei die Additionen in geometrischem Sinne zu verstehen sind.

Hiernach wiirde man folgendermassen zu den siimmtlichen Punkten
mit ganzzahligen Bestimmungsstiicken ,, «,, ... x, gelangen konnen: Man
stelle in die am Punkte O von den dort ausgehenden = Strecken p,, p,, ... p,
“gebildete n-kantige Ecke — das Vorhandensein einer solchen wirklichen
Ecke ist die Folge der Unabhingigkeit der Gleichungen (1%) — ein mit
diesen n Strecken als Kanten construirtes »-dimensionales Parallelepipedum.
Von den 2r» (r—1)-dimensionalen Begrenzungsebenen dieses Parallelepipedum
wollen wir die = durch den Punkt O nicht hindurchgehenden in ihrer ganzen
Ausdehnung, d. h. mit allen ihren Grenzlinien verschiedener Dimensionen,
also im Besonderen mit allen iibrigen Eckpunkten, als nicht mehr zu dem
Bereiche des Parallelepipedum gehiorig betrachten; in éhnlichem Sinne wollen
wir uns auch Kkiinftighin den Bereich jedes irgend einmal vérkommenden
Parallelepipedum festgesetzt denken. An jede der 2» Begrenmzungsflichen
dieses Grundparallelepipedum lege man gleichgerichtet ein vollkommen
gleiches Parallelepipedum, an die noch freien Begrenzungsflichen dieser
Parallelepipeda wieder ein gleiches, und dieses Verfahren denke man sich
unbegrenzt fortgesetzt. Dann finden sich die gesuchten Punkte in den ein-
zelnen Hauptecken dieser nach einander construirten Parallelepipeda.

Das vollstindige System dieser Punkte mit ganzzahligen Bestim-
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mungsstiicken «,, x,, ... z, ist um jeden einzelnen seiner Punkte in gleicher
Weise gelagert. Wir nennen es deshalb ein regelmdssiges Punktsystem.
Wir werden ein solches System mitunter einfach mit dem Buchstaben P
~ ohne weiteren Zusatz, oder wenn die Dimension des Systems kenntlich ge-
macht werden soll, mit B bezeichnen. Ein System 9 besetzt nach irgend
einer Parallelverschiebung entweder vollstindig neue Punkte oder tritt
wieder ganz in die anfiingliéhen Lagen seiner Punkte ein.

Da die zu construirenden Parallelepipeda den ganzen vorausgesetzten
n-dimensionalen Raum liickenlos erfiillen werden, und da sie iiberdies nach
den Punkten des Systems zihlbar, d. h. ihnen eindeutig zugeordnet sind —
nach unseren Festsetzungen iiber den Bereich dieser Parallelepipeda ist ein
jeder Punkt des Raumes einem und nur einem der Parallepipeda zuzuthei-
len —, so wird innerhalb eines, iiberallhin gleichmissig ins Unendliche aus-
gedehnten Gebiets (man denke beispielsweise an einen n-dimensionalen
Wiirfel mit unendlich grosser Kante) im Durchschnitt ein Punkt des Systems
auf einen Raumtheil gleich dem Volumen des Grundparallelepipedum kom-
men. In der Maasszahl dieses Volumens erkennen wir hiernach eine fiir
das Punktsystem an sich charakteristische und von der Wahl des Geriists,
durch welches wir die Punkte verbunden haben, vollig unabhiingige Con-
stante; und den reciproken Werth dieser Maasszahl werden wir passend
als die mittlere Dichtigkeit des Punkisystems bezeichnen konnen.

Zu jedem Punktsysteme giebt es offenbar ein geometrisch #hnliches
Punktsystem von der mittleren Dichtigkeit 1.

3.
Erneuter Beweis der Grundeigenschaft.

Die in 1. bewiesene Grundeigenschaft der wesentlich positiven qua-
dratischen Formen ldsst sich nun auch leicht geometrisch einsehen.

Die gesammten Begrenzungsflichen der vorhin construirt gedachten
Parallelepipeda sind enthalten in » verschiedenen Schaaren von lauter
parallelen und #quidistanten (z—1)-dimensionalen Ebenen, als deren Durch-
schnitte eben die Punkte unseres Systems sich ergeben. Die Distanzen in
den einzelnen Schaaren werden durch die » Hohen des Grundparallelepi-
pedum geliefert; die Lingen dieser Hohen mogen hy, h,, ... kb, heissen.

In jeder einzelnen Schaar sind die Elemente nach einer bestimmten
der n Zahlen z,, x, ... x, zu numeriren. Im Nullpunkte O kreuzen sich
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die Nullelemente aller Schaaren; in einem Punkte P mit ganzzahligen Be-
sﬁmmungsstﬁcken x, T, ... x, das x,te Element der ersten, das x,te der:
zweiten, ... das x,te der nten Schaar. Nun kann der Abstand OP nicht
kleiner sein als der senkrechte Abstand zweier durch O und P gehenden
(n—1)-dimensionalen Parallelebenen. Soll also der Abstand OP eine gege-
bene Linge VG nicht tiberschreiten, d. h. soll: ’
N flay @y oov @) =G

sein, so miissen um so mehr die Ungleichungen statthaben:

(3.) h,abs.x,<<VG @=1,2%...m,

und diesen kann wieder nur eine beschrinkte Anzahl von ganzen Zahlen
geniigen.

4.
i Positive quadratische Form und Parallelepipeduin.

Die mit Ausnahme des Falles » = 1 immer vorhandene Willkiir in
der Darstellung einer positiven quadratischen Form f als Summe von »
Quadraten linearer Formen betrifft geometrisch nur die Neigung der Ele-
mentarparallelepipeda gegen die rechtwinkligen Coordinatenaxen, auf welchen
die linearen Formen ihre Auslegung finden: es sind ndmlich die Projec-
tionen der Strecken p, auf die Axen der &, &, ... & genau die Coefficien-
ten m,, 7y, ... 7, der zugehorigen Variablen x, in den linearen Formen

Die Figur des Elementarparallelepipedum, ohne Riicksicht auf ihre
Stellung im vorausgesetzten n-dimensionalen Raume, aber mit Kennzeich-
nung ihrer Ursprungsecke und der Reihenfolge der Kanten an dieser Ecke, -

bestimmt eindeutig den Ausdruck der Form f in ihren Coefficienten. Soll
dieser: '

’ ‘ . ab=12 ...n
4D f = 2qaz,a (.,abs%a’ a%b)

lauten, so bedeutet jedesmal ein Coefficient ¢,, mit gleichen Indices das Quadrat
der Linge der Strecke p,, und ein Coefficient ¢, mit verschiedenen Indices
das Product aus den Lingen der Strecken p, und p, und dem Cosinus des
Neigungswinkels dieser Strecken. Ferner bedeuten: 1) die Determinante
der Form, |q,|= 4, das Quadrat des Inhalts des Parallelepipedum, 2) die

symmetrischen Unterdeterminanten aaqd ‘die Quadrate der Inhalte seiner

Journal fir Mathematik Bd. CVII. Heft 4. 37
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paarweise einander gleichen Begrenzungsebénen, so dass fiir die » Hohen
des Parallelepipedum die Ausdriicke resultiren:

ha( _ “/—%— ) 5 (a=1,2...7),
0aa

Alle -diese Beziehungen sind am einfachsten durch ein Zuriickgehen auf
das rechtwinklige Coordinatensystem der &, &, ... &, einzusehen, werden
iibrigens sofort noch klarer hervortreten. o

Umgekehrt gehoren dagegen zur gegebenen wesentlich positiven Form
[ (4) in dem gleichen Raume von z Dimensionen immer zwei verschiedene
Arten von »-kantigen begrenzten Ecken, und dementsprechende Parallelepi-
peda. Denn zunichst haben wir jedenfalls in 2. eine solche Art gefunden,
und zwar auf Grund irgend einer Darstellung von f als Summe der Quadrate
von n linearen Formen. Um das dabei angewandte Verfahren beschreiben zu
konnen, ohne auf die Bedeutung der §-Coordinaten wieder eingehen zu miissen,
wollen wir uns auf den positiven Seiten der rechtwinkligen Coordinaten-
axen der &, &, ... &, die » Punkte E,, E,, ... E, markirt denken, welche
in der Einheit der Entfernung von O abliegen, und die geometrischen
Strecken nach diesen Punkten mit e,, e, ... e, bezeichnen. Dann entsteht
die erste, zur Form [ gehirige Kcke O(P P,...P,) aus 2. einfach, indem
in O die Strecken:

44) P, = 7,e+ et 4,8, ®=12..n)

angefiigt werden. Der giinstige Erfolg dieser Operation lisst sich am
besten mit Hiilfe einer von Grassmann eingefiihrten Symbolik iibersehen: Das
Product aus den Lingen zweier Strecken [ und m und dem Cosinus ihres
Neigungswinkels mag das innere Product dieser Strecken heissen und [|m
geschrieben werden. Offenbar gilt fiir diese Art von Multiplication neben
den Regeln e,le, =1, e]e, =0 (a=b) das distributive Gesetz, und daraus
geht sofort p,|p, = ¢, hervor. Andererseits aber folgt allein aus den Be-
ziehungen P,|p, = ¢,, sowie man mit Hilfe der aus (1%) entnommenen
Coefficienten » Strecken:

(46') - e, = <Pa1131+ PaPot o+ P . @=12..n)

bildet, mit Nothwendigkeit: e,|e, = 1, e./e, = 0(a=0b), und also jedesmal eine
rechtwinklige Ecke mit » Kanten gleich der Lingeneinheit.
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Von solchen rechtwinkligen Ecken giebt es nun in einem Raume
von » Dimensionen (genau so wie im speciellen Falle n = 3) immer zwei
Arten, die innerhalb dieses Raumes nicht in allen ihren entsprechenden
Kanten zugleich zur Deckung zu bringen sind. Eine Art konnen wir als
durch die Ecke O(E,E,...E,) der Coordinatenaxen definirt betrachten. Dann
entsteht die zweite Art durch Spiegelung dieser Ecke an irgend einer
(n-—l)~dimensi0halen Ebene, und durch die nimliche Spiegelung muss auns
der zuerst gefundenen Ecke O(P,P,...P,) eine zweite zu f gehorige Ecke
hervorgehen. Der Spiegelung an einer Ebene:

(P1§1+‘P2§2+"'+‘Pn§n =0

entspricht die Umwandlung der Coefficienten =1, in:

i P+ An @yt Ty P
m=2( ettt ).
Man iiberzeugt sich leicht, dass dabei die Quadratsumme der linearen For-
men §,, &, ... &, den Ausdruck f ungedindert beibehiilt, die Determinante
|n,| hingegen in den entgegengesetzten Werth iibergeht, was eben das
Zeichen dafiir ist, dass in der That eine Ecke neuer Art gewonnen ist.
Ueberhaupt konnen wir ndmlich in #» Dimensionen zwei Arten von n-
kantigen wirklichen Ecken unterscheiden, in diesem Sinne: n-kantige Ecken
gleicher Art sind durch continuirliche Absinderungen, ohne dass sie aufhoren,
wirkliche Ecken zu bleiben, zum Zusammenfallen in allen ihren entsprechen-
den Kanten zu bringen; bei n-kantigen Ecken ungleicher Art ist solches nicht
moglich. Dass » Strecken p,, 9, ... p, eine wirkliche Ecke bilden, heisst
soviel, wie dass sie auf-ein Parallelepipedum von nichtverschwindendem
n-dimensionalem Inhalte fiihren. Den fraglichen Inhalt konnen wir als
eine Art von Product auffassen und p,p,...p, schreiben. Wir haben es als-
dann mit der sogenannten dusseren Multiplication von Strecken zu thun (es
ist das wieder eine Bezeichnung von Grassmann), fir welche neben dem
distributiven und dem associativen Gesetze offenbar die Regel gilt, dass das
Product einer Strecke in sich selbst Null ist, weraus fiir zwei Strecken [
und m durch Betrachtung von ({4 m)({+m) sich {m = —ml ergiebt; und mit
Hiilfe dieser Regeln folgt aus (4%): ..., = |7n,]e,e,...¢,. Das Nichtver-
schwinden der Determinante |n,| ist hiernach fiir die Bildung einer wirk-
lichen Ecke charakteristisch, und nach dem Vorzeichen dieser Determinante
richtet sich dann, wie man leicht einsieht, die Art der Ecke.
37%

(e, b=1,2...1n),
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In dem aus einer Ecke (p,,p,,...p,) folgenden Parallelepipedum be-
findet sich der betreffenden KEcke diametral gegeniiber eine Ecke mit den
Kanten —p,, —p,, ... —p,; diese zweite Ecke gehort offenbar zu der-
selben quadratischen Form, ergiebt aber bei ungeradem n ein entgegenge-
setztes Kantenproduct. Bei ungeradem # sind demnach die Parallelepipeda,
welche aus zwei zusammengehorigen IKcken ungleicher Art entstehen,
im Wesentlichen identisch, sie erscheinen nur verschieden aﬁfgefasst, wih-
rend bei geradem = eine Deckung solcher zweier Parallelepipeda in der
Regel erst innerhalb eines dimensionsreicheren Raumes zu erzielen sein
wird, — _

Da die quadratische Form f als Ausdruck eines parallelepipedisch
geordneten, regelmiissigen .Punktsystems in einem gegebenen Raume, wie
wir sehen, eine Zweideutigkeit bestehen lisst, so erscheint es vielleicht
angebrachter, als solchen Ausdruck die lineare Form:

P1$1+Dz$2+'“+¥)nﬂ’»‘n = P

zu nehmen. In dieser sind die Coefficienten allerdings nicht reine Zahlen, sie
bedeuten vielmehr Strecken, bestimmt in Richtung und Liinge; aber durch
ausschliessliche Betrachtung dieser Strecken sind keine weiteren Zahlgrossen
zu entnehmen, als eben die Coefficienten von f. Das Volumen p,p,...p,
setzen wir immer als von Null verschieden voraus. Nach der vorhin er-
Klirten Ausdrucksweise wiirde f als das innere Product dieser linearen
Form p in sich selbst, als ihr inneres Quadrat, zu bezeichnen sein.

5.
Anschauliche Auslegung des Aequivalenzbegriﬁs..

Ist ein, auf irgend eine Weise in parallelepipedischer Anordnung
gegebenes regelmiissiges Punktsystem B™ noch weiterer solcher Anord-
nungen fihig? ' '

Bei jeder solchen Anordnung miisste jeder Punkt des Systems als
Ausgangspunkt einer, in # anderen Punkten des Systems endenden Ecke
eines jedesmal gleichen Parallelepipedum erscheinen, in dessen Bereich —
wenn die dem Punkte nicht anliegenden Begrenzungsflichen immer vollstindig
ausgeschlossen werden — kein weiterer Punkt des Systems fallen diirfte.
Verbinden wir also zunichst einen beliebigen Punkt O des Systems mit »
beliebigen anderen Punkten des Systems, die nur nicht sgmmtlich mit 0 zu-
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sammen bereits in einer (n—l)-dimensionaleh Ebene liegen sollen. Die Strecken
von O nach diesen n Punkten mogen q,, qs, . . . q, heissen. Da diese Strecken
lauter Punkte des Systems verbinden, so werden sie mit den fiir die gege-
bene Anordnung charakteristischen Strecken p,, p,, ... b, durch irgend
welche Relationen:

' 0 = Syt SuPat-+8uP, b=12..m
mit lauter ganzzahligen Coefficienten s, verbunden sein, die nur ein nicht-
verschwindendes Volumen ¢,q,:..q, (d. i. eine nichtverschwindende Deter-
minante |s,|) zu ergeben haben; und deshalb wird dann weiter auch jede
beliebige, von O aus construirte Strecke q,y,-+q.9.+ -+ 9,9, == q mit ganz-
zahligen Bestimmungsstiicken y,, ¢,, ... y, auf einen Punkt des Systems
auslaufen miissen. ,

Ein von O aus, der eben genannten linearen Form q gemiiss, in par-
allelepipedischer Anordnung aufgebautes Punktsystem £ wird also ganz in
dem vorausgesetzten Punktsysteme 9§ enthalten sein. Dieses System £ wird
mit P zusammenfallen, also eine neue parallelepipedische Anordnung von P
darbieten, wenn die Parallelepipeda von £ in ihren Bereichen — dieselben
in dem friiher festgesetzten Sinne genommen — ausser ihrer jedesmaligen
Hauptecke keine weiteren Punkte von {§§ enthalten. Jedenfalls enthilt nun
jedes dieser Parallelepipeda gleichviele Punkte aus 9B, sagen wir s, und
an lauter entsprechenden Stellen, da die Parallelverschiebungen, durch
welche £ mit sich selbst zur Deckung kommt, ja nichts weiter als ein Theil
der Deckbewegungen von P sind. In 2. sahen wir, dass innerhalb eines un-
endlich grossen #-dimensionalen Wiirfels aus dem Punktsysteme f im Durch-
schnitt ein Punkt auf einen Raumtheil gleich dem Volumen p,p,...p, kommt,
und nun sollen offenbar s solcher Punkte im Durchschnitt auf einen Raumtheil
gleich dem Volumen ¢,4,...q, = |$,|PiP...p, kommen. Mithin kann die Zahl
s nur den absoluten Werth der Determinante |s,| vorstellen, und die Bedin-
gung fiir eine neue parallelepipedische Anordnung des Punktsystems ‘B
lautet: |s,| = +1. Es ist geometrisch evident, dass bei Erfiillung dieser Be-
dingung umgekehrt auch p,, p,, ... p, als lineare Functionen von q;, Gz, . .. g,
lauter ganzzahlige Coefficienten werden aufweisen miissen.

Die Form g geht aus der Form p = p,x,+p,2,+ -+ p,x, vermittelst
der Substitution:

» z, = 3a1yx+3a2?/2+’“+3anyn . @=1,2,...7)
hervor, und ‘es ist klar, dass durch dieselbe Substitation aus der quadrati-
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schen Form p|p = f eine quadratische Form g entsteht, welche als das innere
Quadrat von q erscheinen wird. Die Eigenschaften der zugehorigen Punkt-
systeme machen es verstindlich, dass man die, durch eine solche lineare Sub-
stitution mit ganzzahligen Coefficienten aus einer Form f hervorgehende Form
g als enthalten in der Form f bezeichnet, ebenso, dass man sie der Form f
dquivalent nennt, wenn die Determinante |s,,| = +1 ist. Man spricht von eigent-
licher oder uneigentlicher Aequivalenz, je nachdem [s,| = 1 oder = —1 ist, je.
nachdem also die fiir f und g iibereinstimmenden Punktsysteme aus Ecken
gleicher oder ungleicher Art herzuleiten sind. Da bei ungeradem n vermoge
der Substitution =, = —y,, £, = —y, ... ¢, = —y, jede Form sich selbst auch
uneigentlich dquivalent ist, so hat diese letztere Unterscheidung nur bei gera-
dem n einen Werth; natiirlich konnen auch hier unter Umstinden Formen
einander eigentlich und uneigentlich iiquivalent zu gleicher Zeit sein.
Eine Klasse von iquivalenten Formen entspricht nun dem Inbegriff
aller moglichen parallelepipedischen Anordnungen eines Punktsystems .

6.
Von dem Minimum einer wesentlich positiven guadratischen Form.

In einem parallelepipedisch geordneten, regelmiissigen Punktsysteme
P™ denken wir uns um irgend einen Punkt O des Systems als Centrum
zwei n-dimensionale Kugeln construirt; der Radius der einen sei die kleinste
der Hohen des Elementarparallelepipedum, der Radius der anderen die
kleinste der Lingen seiner Kanten. Nach (3.) kann in das Innere der
ersten Kugel ausser O kein weiterer Punkt des Systems fallen; dagegen
liegen gewiss zwei solcher Punkte an den Enden eines bestimmten Durch-
messers der zweiten, mithin jedenfalls nicht kleineren Kugel. Nach 1. oder
3. konnen wir alle Punkte bestimmen, welche in der Schicht zwischen den
beiden Kugeln, die Begrenzungen mit eingerechnet, sich vorfinden; ihre
Anzahl ist nach den dortigen Siitzen eine beschrinkte. Unter diesen Punk-
ten werden dann ein oder vielleicht mehrere Paare vorhanden sein, welche
dem Punkte O am nichsten liegen. Die Entfernung dieser nichstgelege-

nen Punkte von O bezeichnen wir mit VM; wegen der Regelmiissigkeit
des Punktsystems ist dieses dann iiberhaupt die kleinste Entfernung zweier
Punkte, welche im Systeme vorkommt. Zugleich ist-M die kleinste, von
Null verschiedene Grisse, welche durch die, zur gegebenen Anordnung des
Systems gehorige quadratische Form f mittelst ganzer Zahlen darstellbar
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ist; wir nennen M das Minimum dieser Form f: Fast ev1dent erschemt nuan
die folgende wichtige KEigenschaft: : ‘
Die kleinste Entfernung zweier Punkte in einem regelmdissigen Punkt-
systeme kann nicht einer gewissen, durch die mittlere chhtzgkett des Systems
bestimmten Betrag ibersteigen.
Denn denken wir uns um jeden Punkt des Systems einen n-dimen-

sionalen Wiirfel von der Kante L_V'—ﬂ abgegrenzt, indem wir jedesmal

Vn
den Punkt als Mittelpunkt des Wiirfels nehmen, — wir kionnen uns etwa
alle diese Wiirfel parallel orientirt vorsiellen —, so sind die vom Mittel-

punkte am weitesten abliegenden Punkte eines solchen Wiirfels jedesmal
seine Eckpunkte, und die Entfernung dieser vom Mittelpunkte betrigt das

1Vn-fache der Kante, also hier LVM. Wegen der Bedeutung der Liinge
VM kinnen daher diese Wiirfel sich niemals durchdringen, sie konnen hoch-
stens unter Umstéinden in ihren Eckpunkten zusammentreffen, miissen im
Uebrigen aber ausserhalb ihrer Seitenfliichen noch einen freien Raum
zwischen sich lassen. Ziehen wir diesen freien Raum in Betracht, so
kommt also in einem, iiberallhin gleichmissig ins Unendliche ausgedehnten
Raume auf einen Raumtheil gleich dem Volumen eines der Wiirfel im
Durchschnitt weniger als ein Punkt des Systems. Dieses Volumen muss
also nach den Betrachtungen in 2. kleiner sein als das Volumen des Ele-
mentarparallelepipedum, d. h. wir haben:

(579 <4,

oder:

(6) M < nVd4,
womit unsere Behauptung erwiesen ist. In dem sehr einfachen Falle n =1,
den wir hier stillschweigend iibergangen haben, miisste in diesen Formeln
offenbar das Gleichheitszeichen statt <C genommen werden.

- Wir haben so den folgenreichen Satz von Herrn Hermite iiber das
Minimum einer positiven quadratischen Form in das rechte Licht gesetzt.

und zugleich in »V4 eine sehr viel engere Grenze fiir dieses Minimum ge-
funden, als sie, die kleinsten Zahlen n ausgenommen, bisher bekannt ist
(8. unten 10.). Wir kdnnen aber sofort auch diese Grenze noch einschriin-
ken. Construiren wir ndmlich um jeden Punkt des Systems als Mittel-
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punkt eine n-dimensionale Kugel mit dem Radius 1V M, so miissen auch
diese, den vorhin construirten Wiirfeln umschriebenen Kugeln sich gegen-
.seitig vollstindig- ausschliessen und zwischen sich noch einen freien Raum
lassen, und es muss also auch das Volumen einer solchen Kugel kleiner
sein als das Volumen des Elementarparallelepipedum. Nun betrigt das
Volumen einer n-dimensionalen Kugel vom Radius 1 bekanntlich:

- _Ar@y
9
| r(i+ %)
d.i. je nachdem n gerade oder ungerade ist:
‘ nr i e
oder
. n 135...n !
. ].2.-"""—2—',
also finden wir:
I(Hi» T S
®) | —{/lidn’%‘/”’)’<'/”'

Durch Benutzung des asymptotischen Ausdrucks der I-Function folgt dar-
aus leicht:

n

TTTia
2 Vnne3" V4,

n
e

M <<
sodags diese zweite Grenze fiir das Minimum bei grossen Werthen von »

ungefihr das %; 0,234...fache der frither gefundenen ausmacht. Spiter

werden wir noch engere Grenzen fiir das Minimum kennen lernen.

7.
Anwendung auf die Theorie der algebraischen Zahlen.

Eine der ersten Anwendungen, welche Herr Hermite von der Existenz
einer Grenze fiir das Minimum positiver quadratischer Formen gemacht hat,
betraf die Theorie der algebraischen Zahlen. Die grossen Fortschritte,
welche auf diesem Gebiete seitdem erzielt sind, und andererseits die im
Vorhergehenden gefundene natiirlichere Grenze fiir das Minimum ermog-
lichen es uns, diese Anwendung wesentlich.zu vertiefen und sie zugleich
in vollkommenerer Form zur Darstellung zu bringen.
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Es sei 6 eine Wurzel einer irreductiblen ganzzahligen Gleichung
von einem Grade n, welcher griosser als Eins sei; und es bedeute o das
System aller ganzen algebraischen Zahlen, welche unter den rationalen
Functionen von # mit ganzzahligen Coefficienten iiberhaupt zu finden sind.
Es sei ferner w,, w,, ... w, irgend eine Reihe von = Zahlen aus o, fiir
welche das Quadrat der Determinante

lw,(c")i hk=1,2 ... 1)

aus den n conjugirten Reihen von Null verschieden und dazu dem abso-
luten Betrage nach moglichst klein ‘ausfalle, und der dabei eintretende
Werth dieses Quadrats, die sogenannte Discriminante von o, heisse D. Das
System o stimmt dann genau iiberein mit den Werthen der Form
W T+ Wy Tyt 0, T, =

fir alle moglichen ganzen Zahlen z,, x,, ... z,, und diese Werthe sind
unter einander alle verschieden*). Wenden wir dieselben Zeichen z,, z,, ... «,
fir die Unbestimmten einer beliebigen, wesentlich positiven Form f mit ent-
sprechender Zahl » an, so kann daher ein, dieser Form f gemiss parallel-
epipedisch aufgebautes regelmissiges Punktsystem O gewissermassen als
Triger des gesammten Zahlensystems o betrachtet werden; wir haben nur
festzusetzen, welcher Punkt der Zahl w = 0 entsprechen soll.

Unter einem Ideal des Gebietes o versteht man nach Herrn Dede-
kind jedes in o enthaltene und nicht aus der Zahl Null allein bestehende
Zahlensystem a, dessen Inhalt keine Bereicherung erfahren konnte, weder
wenn man Summen und Differenzen aus seinen Zahlen, noch wenn man
Producte aus seinen Zahlen in Zahlen aus o hinzunehmen wollte (D. § 168).
Als Triiger eines Ideals a' erscheint ein, im Punktsysteme © im Sinne von 5.
enthaltenes, ebenfalls parallelepipedischer Anordnungen fihiges, regelmissi-
ges n-dimensionales Punktsystem 2; der Quotient aus der mittleren Dich-
tigkeit des Punktsystems © und der mittleren Dichtigkeit dieses darin ent-
haltenen Punktsystems ¥ heisst die Norm des Ideals a, in Zeichen: Nm(a).
Es giebt immer nur eine beschrinkte Anzahl von Idealen, welche dieselbe

*) Kronecker, Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grossen.
Festschrift zu Herrn Kummers Doctorjubilium. Dieses Journal Bd. 92. 8. 99. — Dede-
kind, Allgemeine Zahlentheorie (Suppl. XI zu den Vorlesungen iiber Zahlentheorie von
Dirichlet, III. Aufl.). — Fiir unsern speciellen Zweck liegen die Dedekindschen Begriffs-

bestimmungen besonders giinstig; auf das soeben genannte Werk beziehen sich im Fol-
genden die Citate mit dem Buchstaben D.

Journal fiir Mathematik Bd. CVII. Heft 4. 38.
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Norm haben. Das System o, selbst ein Ideal, ist offenbar das einzige von
der Norm 1. Die Gesammtheit aller Zahlen in o, welche durch eine be-
stimmte, von Null verschiedene Zahl # aus o theilbar sind, constituirt ein
sogenanntes Hauptideal nn; die Norm eines solchen ist der absolute Werth
der Norm von 7, d. i. des Products der » conjugirten Zahlen 7', %", ... 5™,
welche zu den einzelnen » Wurzeln der irreductiblen Ausgangsgleichung
in derselben Beziehung stehen wie die Zahl #n zu der Wurzel 6 dieser
Gleichung. '

Unter dem Producte ab zweier Ideale a und b versteht man den
Inbegriff aller Zahlen, welche sich als ein Product aus einer Zahl in a und
einer -Zahl in b oder als Summe mehrerer solcher Producte. darstellen
lassen; das Product ab ist wieder ein Ideal und seine Norm das Product
der Normen von a und von b (D. § 170). Beziehungen zwischen Produc-
ten aus Idealen lassen ganz analoge Folgerungen zu wie Beziehungen
zwischen Producten aus rationalen ganzen Zahlen; das Ideal o spielt dabei
die Rolle der Zahl 1.

Zu jeder, von Null verschiedenen Zahl u eines Ideals a giebt es
ein bestimmtes Ideal m, welches die Gleichung ow = am befriedigt und
also die Fihigkeit besitzt, durch sein Hinzutreten als Factor das Ideal a
in ein Hauptideal zu verwandeln (D. § 175). Die Ideale werden nach den
Multiplicatoren classificirt, welche geeignet sind, sie in Hauptideale zu ver-
wandeln und iiber diese Multiplicatoren wollen wir nun einen wichtigen
Satz ableiten. Zu dem Ende legen wir jedoch eine quadratische Form f
von besonderer Beschaffenheit zu Grunde, ndmlich wir setzen:

f = %}.h(abs. Pz 4 o et 0P, ) G=1,2...m;

die linearen Formen in diesem Ausdrucke sollen die » mit der Form w
conjugirten Formen vorstellen; unter (abs.)’ soll das Quadrat des absoluten
Betrags einer solchen Form verstanden werden, die Variabeln als reelle
Grossen gedacht; ferner sollen die 4, beliebige positive Constanten bedeuten.
Ein solches f ist eine wesentlich positive quadratische Form, und die De-
terminante dieser Form hat den Ausdruck I;.I A, abs. D, unter abs. D den

absoluten Werth der Discriminante D verstanden. Die mittlere Dichtigkeit
in dem, zu einem Ideal a.gehorigen Punktsysteme ¥ wird demnach

1:Nm(a)VIT %, abs. D
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betragen. Fassen wir nun in dem Punktsysteme U einen Punkt in’s Auge,
welcher moglichst nahe dem Nullpunkte liegt, und benutzen wir die in
(6) gegebene Grenze fiir die kleinste Entfernung zweier Punkte in einem
regelmiissigen Punktsysteme, so konnen wir aus dem Orte dieses Punkts
n Zahlen z,, x,, ... x, erschliessen, fiir welche

W, T+ Wy Tyt W, T, = U

eine Zahl in a ist, und zugleich erweist sich fiir diese Zahlen der Ausdruck

=y (abs. u @) < n V11, (Nma) abs. D G=1,2 ...n),

Ein besonderer Nachdruck ist aus einem hald ersichtlichen Grunde darauf
zu legen, dass hier das Zeichen <C und nicht etwa = sich einfindet. Be-
nutzen wir nun, dass eine Summe von 7 positiven Grossen niemals kleiner
ist als das n-fache der mten Wurzel aus dem Producte der » Grossen,
und setzen wir zugleich (Nmu)® fiir lhl(abs. w®) so konnen wir aus der

vorstehenden Ungleichung die weitere entnehmen:

nV I 3,(Nm u) < n VI12,(Nma) abs. D =12 ... m,

Ist m das Ideal, welches die Gleichung ou = am befriedigt, so haben wir
Nm(a) Nm(m) = + Nm(u), und wir finden demnach:

Nm(m) << Vabs. D.

Zu jedem\ Ideal giebt es behufs Herstellung eines Hauptideals mindestens einen
Multiplicator, bei welchem die Norm weniger betrigt als die Wurzel aus dem
absoluten Werthe der Discriminante. '

Als eine specielle Folgerung geht daraus der bekannte Satz hervor,
dass eine endliche Anzahl von Multiplicatoren ausreichend ist, um alle
Ideale in Hauptideale zu verwandeln®). FEine andere, sehr bemerkens-
werthe Folgerung ist diese: Da die Norm eines Ideals eine ganze Zahl,
mindestens gleich Eins ist, so ergiebt die letzte Ungleichung 1 << Vabs.D,
also muss D von +1 verschieden sein, d. h.:

~ Jede Discriminante enthdlt Primzahlen als Factoren.

Diese das Wesen der algebraischen Zahlen tief beriihrende Eigen-

schaft findet sich auf Seite 21 der unten citirten Festschrift von Herrn

*) Dieser Satz ist auf Herrn Kronecker zuriickzufiihren. Vgl. die Bemerkungen auf
S. 64 der Festschrift zu Herrn Kummers Doctorjubilium, dieses Journal Bd. 92.

38*%
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Kronecker ausgesprochen; doch ist ein Beweis dieser Eigenschaft bisher
nicht verdffentlicht worden.

Ueberhaupt kommen die kleinsten positiven wie negativen Zahlen
bis zu gewissen von der jedesmaligen Ordnung n abhingigen Grenzen als
Werthe von Discriminanten nicht vor.

Denn benutzen wir die zweite in 6. gefundene Grenze fiir das Mini-
mum' einer positiven quadratischen Form, so finden wir im Uebrigen nach
genau demselben Verfahren, wie bei der ersten Grenze, eine schirfere Un-
gleichung, nimlich die folgende:

r(i+2) ..
) Nm (i) < ‘7?@72—“2; Yabs. D,
n

und diese konnen wir wieder mit der Ungleichung 1 == Nm(m) verbinden; so
zeigt sich, dass der absolute Werth einer Discriminante nter Ordnung sicher- -
ne\"

lich immer die Grisse —— — fiibertrifft.
nneﬁ

Die zuletzt gefundene Grenze fiir die Norm eines Multiplicators
wollen wir noch in einem Beispiele anwenden. Herr Wolfskehl *) hat
vor Kurzem den Nachweis geliefert, dass der zweite Factor der Klassen-
anzahl fiir die aus den 13ten Wurzeln der Einheit gebildeten Zahlen gleich
Eins ist. Dieser Nachweis erforderte ausser einer Benutzung der Reuschle-
schen Tafeln noch recht verwickelte Rechnungen. Wir konnen hier ein-
facher zu demselben Satze gelangen und noch hinzufiigen, dass die
gleiche Erscheinung auch bei den 17ten und 19ten Wurzeln der Einheit
eintritt; ja spiter werden wir sogar durch &hnliche Mittel dieses Resultat
noch weiter auszudehnen im Stande sein.

Stellt 4 eine ungerade Primzahl vor, so bedeutet der zweite Factor
der Klassenanzahl fiir die aus den iten Einheitswurzeln gebildeten Zahlen
— wir machen augenblicklich von der Kummerschen Terminologie Ge-

brauch — dasselbe wie die Klassenanzahl fiir die aus den l;l zweiglie-

drigen Perioden dieser Einheitswurzeln gebildeten Zahlen. Die Discrimi-

1
. . 5 (A=
nante des Systems dieser letzteren Zahlen hat den Ausdruck A* 3); setzen

*) Dieses Journal Bd. 99. S. 173.
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A—1
2

wir in die Ungleichung (7°.) diese Grosse fiir D und zugleich fir n,

so erlangt die rechte Seite dort folgende Werthe:
fir 4 = b, 7, 11, 13, 17, 19,
1, ... 2,... 13,... 34,... 311,... 1027, ...

Bis zu diesen Grenzen hiitten wir also hochstens die Normen der Multi-
plicatoren zur Hervorbringung wirklicher Zahlen zu suchen, und wenn alle
Zahlen bis zu diesen Grenzen sich in wirkliche Factoren zerlegen lassen
sollten, so kommen in den hier betrachteten Fillen ideale Multiplicatoren
und demgemiss auch ideale Zahlen iiberhaupt nicht vor. Nun entneh-
men wir aus den Reuschleschen Tafeln, dass fiir die soeben aufgezihl-
ten Werthe von 2 alle Zahlen unter 1000 sich in wirkliche Factoren
zerlegen lassen. Wir haben also nur noch in Bezug auf A =19 festzu-
stellen, dass hier die Primzablen zwischen 1000 und 1027, das sind 1009,
1013, 1019, 1021, ebenfalls einer solchen Zerlegung innerhalb des durch
die entsprechenden zweigliedrigen Perioden bestimmten Gebiets fihig sind.
Nun gehoren in Bezug auf die Primzahl 19 die Zahlen 1009 und 1021
zum Exponenten 18, die Zahl 1013 zum Exponenten 9; diese Zahlen
- sind also in dem fraglichen Zahlengebiet der zweigliedrigen Perioden selbst
noch Primzahlen. Die Zahl 1019 endlich gehort modulo 19 zum Expo-
nenten 6, ihre Primfactoren werden also von den drei sechsgliedrigen Perio-
den der 19ten Einheitswurzeln abhingen. Diese sind die Wurzeln der
Gleichung 7°+7"—6n—7 = 0, deren Discriminante den Werth D = 19 hat.
Da nun in dem durch diese Wurzeln bestimmten Gebiete nach den Reuschle-

schen Tafeln die Zahlen bis zu VD =19 in wirkliche Factoren zerlegbar
sind, so konnen in diesem Gebiete ideale Theiler nicht existiren, und dem-
nach muss auch 1019 in drei wirkliche Factoren zerlegt werden konnen.

(Fortsetzung in einem der nichsten Hefte.)




