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Ueber die Bestimmung der Fundamentalgleichungen

in der Theorie der linearen Dlﬁ'erentlalglelchungen.
(Von Herrn Paul Giinther.)

In meiner Notiz ,,Ueber eine Methode, die zu einem singuliiren
Punkt einer linearen homogenen Differentialgleichung gehorige Funda-
mentalgleichung zu bestimmen* (dieses Journal, Bd. 106, S. 330 ff.) habe
ich an dem Beispiele der Differentialgleichungen zweiter Ordnung gezeigt,
wie man eine nach der Methode von Herrn Fuchs (Annali di Matematica,
1870, Bd. IV, S. 36—49) hergestellte Reihenentwickelung der Integrale
einer solchen Differentialgleichung dazu benutzen kann, Ausdriicke fiir die
Coefficienten der zu einem singuldiren Punkte gehorigen Fundamentalglei-
chung zu erlangen. Ich habe a. a. O. bereits bemerkt, dass man dieselbe
‘Reihenentwickelung auch noch in anderer Weise, als dort geschehen, zu
demselben Zwecke verwerthen kionne, und erlaube mir, dies im Folgenden
ebenfalls an dem Beispiele der Differentialgleichungen zweiter Ordnung aus-
einanderzusetzen.

L

Um die zu einem Umlauf der Veriinderlichen « gehorige Funda-
mentalgleichung fiir die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung

(L) = p@ey
herzustellen, benutzen wir, wie in der angefiihrten Notiz, folgende Reihen-
entwickelung eines durch seine Anfangswerthe (fiir « = x,) bestimmten Inte-
grals der Gleichung (1.):

2) y = Su)
wo

(3) u, (z) = f “da / “p(@).u,_,(z)dz =1

%o
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ist und w,(z) dasjenige Integral der Differentialgleichung
Lo
dz’
bedeutet, welches die fiir y vorgeschriebenen Anfangswerthe besitzt.
Ist sodann (yy,y,) ein Fundamentalsystem von Integralen der Diffe-
rentialgleichung (1.) mit folgenden Anfangswerthen

(‘;/Lll d;g) (5 1) fir o=a,

=0

dzx dr
und ist

( all 021 )
a]? a??

das System der entsprechenden Werthe fiir @ =, nach einem Umlauf der
Veriinderlichen x, so ist

A1 —W Gy

=0

(4% Ay, —w
oder A
4. 0’ —(aytay)w+1 =
die zu diesem Umlauf gehorige Fundamentalgleichung.
Nach dem Obigen erhalten wir

y = 20U,

o=Y

wo Uy=1 und U, (o = 1) durch das 2¢-fach iterirte Integral
) U, =fxdm/xpdw/m.../zdx/xpdx =/xdw/zp.U_1dw
dargestellt wird; ferner

dy2 2 V

dw o=0

wo V,=1 und fiir o—1

V :fpdw/dm/ /da:f (x—x,)pdx
—fpdwf /a:pdx a:q/p U, .dz

((20—1)-fach iterirte Integrale). Da nun die benutzten Reihenentwickelungen
nach Herrn Fuchs fiir jeden endlichen nichtsinguldiren Werth « convergiren
— vorausgesetzt nur, dass der Integrationsweg eine endliche Linge hat

(6.
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und durch keinen singuldiren Punkt geht — so wird man die Grossen, auf
die es ankommt, erhalten kionnen, indem man x von x, aus den betreffen-

den Umlauf machen ldsst; ist dann U(,, V das, was hierbei aus U,, V, wird,
so ergiebt sich

(7) ' Ayt Aoy = Z(U +V) = %"C
Mit Hiilfe der Identitit

/md:li/xP‘Ug_l z = :c/.tp.Ue,ldw—/zm.p.U(,_ldm

folgt, wenn wir x den obigen Umlauf machen lassen

C, f pdm/ d:c/ /dwfmpdx
/ z. pdw/da:/ fdm/pdr

wo_nur noch (20—1)-fach iterirte Integrale auftreten ).

(8

IL

Wenn der in Rede stehende Umlauf nur eirer singuldiren Punkt um-
schliesst, so denken wir uns den letzteren nach =0 verlegt und ent-
wickeln p(z) in der Umgebung dieses Punktes:

) p@ = T,

wobei wir iiber die Werthe, welche der Index & durchliuft, zunichst gar
keine Voraussetzung machen.

Von den Umlinfen um mehrere singuldre Punkte betrachten wir nur
solche innerhalb von Kreisringen mit dem Mittelpunkt 2 =0, welche eine
Anzahl singuldrer Punkte ein-, die andern ausschliessen; man sieht leicht,
dass man auf diese Weise die zur Bestimmung der Gruppe nothige Anzahl

*) Die Reihenentwickelung (7.) ist, allerdings aus anderen Principien hergeleitet,
auch in einer Abhandlung von Herrn H. Vogt ,Sur les invariants fondamentaux des
équations différentielles linéaires du second orche These, Paris 1889, und Annales de
I'’Ec. Norm. Sup. 1889, Supplément, benutzt, von welcher ich inawischen Kenntniss er-
halten habe, nachdem diese Untersuchungen glosstenthells schon vollendet waren. Dort
wird nur der Fall in Betracht gezogen, wo die Differentialgleichung (1.) zur Fuchsschen
Klasse gehort, d. h. ihre Integrale iberall bestimmt sind (vgl. Fuchs, Zur Theorie der
linearen Differentialgleichungen; Sitzungsber. der Berliner Akademie, 1888, 8. 1279); auch
ist die Behandlung der Frage eine andere.
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von Umldufen erhalten kann (unter Zuhiilfenahme von Transformationen
x = z-+a). Fiir jeden solchen Ring gilt dann wieder eine Entwickelung
der Form (1.), worin £ aber jedenfalls unendlich viele positive und nega-
tive Werthe annimmt.

Es ergiebt sich nun aus (8.), No. I

2) C,= (kﬁg)ckl...cke.[J(lfl—i—l, 0, &y, 0, ... k,)—J(ky, 0, ks, O, ... k4-1)],
wenn wir allgemein mit J(u,,...u,) das bezeichnen, was aus der Function

x *r x x
J(x, oy uy, ... 1,) = / a;”’”dm/ zH -1 da:/ / ' dr
z, zy E'N 2,

wird, wenn  einen Umlauf, wie der obige ist, beschreibt. In der Summe
(2.) sind jedem Index £, alle Werthe beizulegen, welche £ in (1.) annimmt.

Die Funetion J(wz, zy; uy,... &,,) geht durch die Substitution

xr = x,.t
iiber in
(3.) J(@, xp; 1y o, = xpn J(G 1wy, w),
wo
ry = Wt Uyt +m

ist. Um J(uy, ... u,) mit Hiilfe von (3.) bestimmen zu konnen, hat man,
nachdem J(¢, 1; w,,... w,) berechnet ist, { einen Umlauf von ¢ =1 um ¢=0
beschreiben zu lassen.

Der Gleichung (3.) zufolge wird C, ein Aggregat von Potenzen der

. 3 @* . 3 . - .
Grosse x,; man sieht leicht, dass 2 C, sich in eine Potenzreihe von ,
Q=U

umformen lisst (im Allgemeinen mit unendlich vielen positiven und nega-
tiven Potenzen); da aber die Coefficienten der Fundamentalgleichung von
x, unabhingig sind, so brauchen wir in (2.) nur die von z, freien Glieder
beizubehalten. Die Bedingung r, = 0 lautet aber fiir die beiden in (2.)
auftretenden typischen Glieder

) Sk = —2¢;

die Summe (2.) ist also nur iiber die Werthsysteme (k,... k,) zu erstrecken,
die dieser Bedingung geniigen. Wenn also p(x), wie wir im Folgenden
annehmen wollen, eine rationale Function ist (und ebenso in andern leicht
zu iibersehenden Fillen), so wird bei einem Umlauf um x = 0 allein sich

C, nur aus einer endlichen Anzahl von Gliedern zusammensetzen, wihrend
Journal fiir Mathematik Bd. CVIL Heft 4. 39
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bei einem Umlauf um mehrere singulire Punkte C, durch eine unendliche |
Reihe gegeben wird.

Um die Function J(¢, 1; u,,... 1,,), auf welche nunmehr alles ankommt,
zu bestimmen, verfahren wir folgendermassen. Diese Function geniigt offen-
bar der linearen Differentialgleichung (m+1)ter Ordnung

'#l+-~~+/‘m, d. ;_”l_d_ —t3 d .. d —Mm d?l —
(5 ‘ et a =0

dt dat U dt dt
oder ‘
Aﬁl

!
tm .y = 07

A A
y(m+1)+7xy(m)+ _t%y(m—l) S

deren Coefficienten A,,... 4,,, auf die -es uns iibrigens nicht ankommt, leicht
daraus erhalten werden konnen, dass die Wurzeln r,,...r,,, der determiniren-
den Fundamentalgleichung

Firy=r(@r—1)..r—m)+ Ayr(r—1)...r—m+1)+--+A,.r=0

die Werthe -
r,= ﬂln+”7!t—l+...+ua+m_a+17 Popr = 0 (a=12...m

haben, wie aus dem Umstande hervorgeht, dass der obigen Differential-
gleichung (5.) ausser J(¢, 1; uy,... u,) auch noch die Integrale

Stma e (a2 ... m)
1 1 1

geniigen. Die Function J(¢, 1; u,. ... ) ist vollkommen bestimmt durch die
Differentialgleichung (5.) und die Anfangsbedingungen

dJ an-1J anJ
(6.) J=O, —d‘t'“=0,‘... W=O’ 71!7=1’
(fir t=1),
welche offenbar auch durch die folgenden' ersetzt werden konnen:
o 7 a _ -y anJ
(6-) J'—-O, _'('i‘l’ag_t'—"o, ¢« e . W—-O, (dlogl)m "—'1
(fir t=1).
Fiihrt man die Differentialgleichung (5.) vermittelst der Substitution
t = ¢

auf eine Differentialgleichung mit constanten Coefficienten zuriick und wendet
auf letztere Gleichung die bekannte Cauchysche Integrationsmethode an, so
erhilt man unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen (6°) unmittel-
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bar den Ausdruck
tr
(1) J(t 15 sy ) = /- 5 s

das Integral erstreckt iiber eine Curve, welche die simmtlichen Nullstellen

Tty oo Tmyy VoI F(r) einschliesst. Wenn nun der von ¢=1 um ¢=0 herum

auszufiihrende Umlauf letzteren Punkt nur einmal umwindet (was wir, ohne

der Allgemeinheit Abbruch zu thun, immer voraussetzen wollen), so ist
e2nl'r

GO ' J(uy oo uy,) = . Wdr.

Nimmt man hier den Integrationsweg als einen hinlénglich grossen Kreis

um den Nullpunkt an und entwickelt " nach steigenden nach fallen-

s
' F(r)
den Potenzen von r, so erhilt man J(u,,... u,) als eine Potenzreihe von 2ni
mit unendlich vielen positiven Potenzen, deren Coefficienten ganze rationale
Functionen von u,,...«, sind; mit Hiilfe dieses Ausdrucks erhilt man, wenn
nach Potenzen von 2n¢ geordnet wird, die Fundamentalgleichung in dersel-
ben Gestalt, wie sie sich nach der Methode von Herrn Hamburger (dieses
Journal Bd. 83, S. 193 ff.) ergiebt (vergl. meine oben angefiihrte Notiz).

Integrirt man dagegen iiber Kreise, welche die Punkte

T, (a=1, ... m+1)

einzeln umschliessen, so wird man Zihler und Nenner des Integranden in
(7+) nach steigenden Potenzen von r—r, entwickeln; hier enthilt J(u,, ... u,,)
nur eine endliche Anzahl von Potenzen von 2ni, deren Coefficienten ratio-
nale gebrochene Functionen von u,...u, sind. Sind i, von den Grossen
Tyy oo Tpyq €twa = ny, ferner 4, derselben =mn,, u.s. f, i, etwa =mn,, wo

gslla — m+1
ist, so wird in (7%)
1 1 1
== I _______‘¢L r
F(r) é(r_na)la (r__nh)lh I( )
und daher
s Ap—1 D i \se
- (8) Iy o tty) = . 3 3 =G

h=1 x=0 %! ’.
WO
39*
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1
a,, = D,(n)=
hap—1 h( ) = (nh_"”a) .
a:‘:h .
A—2=1gp =0 22
9. _ 1 0 h(@/)“ x=0,... 1,
( ) a;, = (lh——u—»l)! anl"—"_l ( h=1, ... s )
_ 1 81"—” lah,/.,,-
(lh——%—l)! an,‘;h_”_l

ist.
Mit Hiilfe der allgemeinen Formel
l 1 . d'q)(.ﬂ) == 1 M1 q M2
W@ Tl T ey mlml o D, Ly e Y
(x=1,2, ... 4 Su, =2, Su,v,=i-»; v,=>0),
wo
1 d*'logg(x)
f T R T
ist, erhiilt man aus (9.) folgenden independenten Ausdruck:
1 (—1)
10. = — X m Pl L,
10.) a,, I1 (mi—n ) Gy el (v D (v, 1) P, PL,
a:‘:h .
(=1, ... h—2z—1; Su, =1, ZSuy,=1i—l—x—1; v, =0),
wenn némlich
P’l?’ = la r=012..)

PES) (g—m )+

gesetzt wird. Damit ist die explicite Bestimmung von J(u,, ... u,) beendet.
Die Gleichungen (8.), (9.) konnen auch ohne Benutzung der Cauchy-
schen Integrationsmethode abgeleitet werden. Nach bekannten Principien

muss némlich
3 ;h ahx
J@: 1;:”“17 o m> t IOg ¢
h—l x—U !
sein, wo die Coefficienten a,, Vermlttelst der Anfangsbedingungen (6%) zu
bestimmen sind, d. h. also aus dem Gleichungssystem
s A1

Z 2 l ”l—7° hx = ()\lm

h=1 x=0
(=0, ... m; a,=0 fiir x> 4,—1);
hierbei bedeuten die I, Binomialcoefficienten, und d,, ist =0 fiir I <<m,
aber =1 fiir I=m '
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Die Determinante D dieses Gleichungssystems wird erhalten, wenn
man, von der Determinante
Ay onn Wy yy) = |ui™| @ B=1, .e. mt1)
ausgehend (wo die », Unbestimmte bedeuten), den Ausdruck

lim A, Uy Uy oo Uy Mgy Uy 2y U743y e Uiy 1)
(uz _”1)(”3 - )2 e ("11_"1)/11_1 (u11+2 _"z)(u7~1+3’—”2)2 e (”m+l_ns)

(fir wo =1y w3 =1y, ... ) =0y, Uy o =1y Uy 3= Ny ... Uy =1M0,)

bildet*). Aus

7,1

A(uyy o t,y) = H(u,—uy) (0, B=1,2, ... mt1; & > §)
erhilt man auf diese Weise sofort

A0
D == H(na—nﬁ> (/./ﬂ (a, A=1, 2,...3;a>ﬁ).

(Man vergleiche hierzu: Franke, ,Ueber den Ausdruck, welcher im. TFalle
gleicher Wurzeln an die Stelle der Vanmdermendeschen alternirenden Func-
tion tritt*, dieses Journal Bd. 83, S. 65 ff., in welcher Abhandlung der
Ausdruck fiir D in weniger einfacher Weise hergeleitet ist.)

Bei Auflosung des obigen Gleichungssystems ergiebt sich nun offen-
bar zuvorderst

. Dh (_1>m+1+11+1g+u.+)\h

Gg—1 = Tt Gh=1,2...9),

wo D, aus D hervorgeht, wenn man m+1 durch m, und 2, durch i,—1
ersetzt; also

1
ah,lt——l = 2 (=1, 2, DN
! H(nh—na) ¢
a:l:h
Aus diesem Coefficienten leitet man die iibrigen ab vermittelst der Formel
day,, x=1,2, ... Az—1
[ . % s 2 e Apy
(& z)a,,,z_l = “om, (/.:1, 2, ... s >’

welche direct aus dem obigen Gleichungssystem abgeleitet werden kann,
worauf wir aber hier nicht eingehen wollen. Durch #hnliche Betrachtun-
gen, wie sie dabei anzustellen sind, konnen auch die in der angefiihrten
Frankeschen Arbeit unausgefiihrt gebliebenen Bestimmungen erledigt werden.

. as " . —1
*) Um diesen Grenziibergang auszufithren, entwickele man wu} '(h = 2,...4,) nach
Potenzen von u,—n,, ferner uj;,(h = 2,... 4, —A4 ) nach Potenzen von u,—n,, u.s. f.
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IIL.
Durch die Ergebnisse der vorigen Nummer ist nun der Ausdruck der
Fundamentalgleichung

w—w. > C+1 =20

=
ein ganz bestimmter. Der Coefficient eines Gliedes ¢, CeyrerCy, in C,(¢ = 1;
C,=2) ist
2 )[J(zh1+'17 01 %ny Oy xlze>'—"](”k17 01 %nn 07 seé zh9+1)}9
[3

(xhl,...z B

die Summe erstreckt iiber alle Permutationen (xhl...xhe) des Systems (x,...x,).
Dabei ist ((4.) No. IL) immer

0
%‘zh = —20.

Man hat nun fiir die beiden oben auftretenden Ausdriicke J die Grossen
ryy ... 1y (No. IL) aufzustellen; setzt man

t. = 3 #42(p—a+1) o)’
80 wird :
fir J(¢+1, 0, ... 2,):
a) 1n=0;r=1,rn=r—1;... n_,=1, r_=1,—1, r=0;
fir J(x, 0, ... 2,+1):
b) =05 n=10+1 rs=1,5 ... 1y, =0,+1, 1 =1,; 15, =0.
Durch die r, sind die », und 4,(No. II.) und damit die @,; unmittelbar ge-

geben. Man zeigt leicht, dass sich die beiden obigen Ausdriicke J fiir die
verschiedenen Permutationen so combiniren lassen, dass man fiir

(xhl...zh ’)
It 1, 0,00) = 3= 2mi)

den Ausdruck C

X in der Form

ey, )
C, = Zc”‘"'c”9°<u,.j‘§xhe) ﬁ 2.aa§! -(2ni)f,
wo nur iiber die geraden Werthe von /3 summirt wird. Dass in der Funda-
mentalgleichung nur gerade Potenzen von 27§ vorkommen, ist ja von vorn-
herein einleuchtend, da. diese Gleichung dieselbe sein muss wie diejenige
fir den entgegengesetzten Umlauf (denn ihre Wurzeln sind zu einander
reciprok). —
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Man kann von dem Vorhergehenden eine einfache Anwendung machen,
indem man zeigt, wie in dem Falle, dass fiir die Integrale der gegebenen

Diﬁerentialgleichung %-—: p(x).y der Punkt £ =0 kein Punkt der Unbé«

stimmtheit ist und .der Umlauf nur diesen Punkt umschliesst,.die bekannten
Ergebnisse durch das oben dargelegte Verfahren erhalten werden konnen.
Wenn p(x) in der Umgebung von = =0 die Entwickelung

p@@) = S+ 4 e
hat, also die Indices %, = —2 sind, so kann der Bedingung 2 %, = —20 nur
durch %, =+ =%, = —2 geniigt werden. Eine leichte Rechnung giebt dann

fir die Grosse C, den Ausdruck

[ ] 2% [?]
C, = 2.¢%,.(—1) {2@9 2h—2),_y- @miyr 2 (20—2h— 2)9 @2nayr }

@ eDIN
2.6%2 %](%-% n o ~
= —or (L ﬁ%(@—?@MQA—lﬂ(ZﬂOM (0=2 =),
Fiir
¢ =2+ 3¢,
o=2

hat die Fundamentalgleichung die Form
w’—Cw+1 = 0;

daher muss C, wenn wir mit », r, die Wurzeln der Gleichung
r(r—1)—c_, = 0

bezeichnen, iibereinstimmen mit
S = i gtnin,

Man kann dies entweder ganz direct nachweisen oder auch folgendermassen.

Man erkennt leicht, dass S, als Function der Verinderlichen c_, betrachtet,
der linearen Diﬁ'erentialgleichung

(4c_2+1). + 2. —(2ni)*.8
geniigt und durch diese nebst den Anfangsbedingungen

§—2 98

d0_2
vollkommen bestimmt- ist.
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Dieselben Eigenschaften kommen aber auch der Function C von c_,
zu. Fiir die Anfangsbedingungen erhellt dies unmittelbar; um zu zeigen,
dass auch der Differentialgleichuno geniigt wird, hat man nur die Gleichung

[%%g—]c 0= (4 +2)[ ot JC—FU-—(%H')?[ :ii:"(i] =0

oder

510 p—ontsy@miy P ee—2ninenin

oy Ty G RN ey ) e

(5] .

o e I (20— 20— 1)1(2mi)
@i’ 2 = oieh—1)!

als erfiillt nachzuweisen; man erkennt sofort, dass in letzterer der Coefficient

jeder Potenz von 2ni¢ verschwindet. Daher sind die Ausdriicke C und S

identisch, was zu beweisen war.

= 0

111
Der urspriingliche Ausdruck der Fundamentalgleichung war
1) w?_w.g C,+1 = 0,

WO

G, =2, C, ———‘/mpd:n/xdw/w..://‘xdwfxw.pda:
—‘/nxow.pdw/xdai/z..:/Idm:/zpdm. |

Zy

2)

Man kann die hier durch (29—1)-fach iterirte Integrale dargestellte Grosse
C, auch durch ein Aggregat von nur g-fach iterirten Integralen ausdriicken,
und zwar in folgender Weise.

Es gilt die Identitiit

/ “dz / ‘mq,,,(w)daf / “da /ﬂan;_l(:v)daf / x/ “da wq,(m)da:

z, y N
(3.) m

m—

E it =1 l’l e ini— i
= > )(—1) g / x qm(a:)da:/ x ‘qm_](w)d:c/ / xq,(x)dz,
wo die Summe zu erstrecken ist iiber alle 2" Systeme ganzer nicht nega-
tiver Zahlen 4, ...4,, welche den m Bedingungen

.
Si,=r—1 oder =r =12 ..m)
h=1 :
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geniigen, und wo

‘ 7] !
iy = hé;) o1t %m(m—l)—l—(m—l)’é‘lz,, (mod. 2)
ist. ‘
Die Richtigkeit der obigen Formel ergiebt sich fiir die ersten Werthe
von m unmittelbar; gesetzt nun, sie sei bis zu einem bestimmten m als
giiltig erwiesen, so folgt, wenn wir den Ausdruck auf der linken Seite von

(3.) mit ?,(q,,... q,) bezeichnen,

¢nHl<q1) ore qm7 qm+1> = ‘/vxdm z¢m(q1) e qm)'qm+1'dw

2y

= w./zqm+_1¢mdw—fxw.q,,,_H@md:c

m
m—Zih
L z z g 2z reo
= XJ (D" ’”{m/m ! qm+1d:c/ w”‘qmda:/s.:/ z"q,dx
gousl
o xy Ty zy 2y
" :
Ay m+1—2ih . z _
—/ ar ! .qm+_1da:/ a:'"q,,,dxf..:/ w‘*qlda:}
x, z, N x
m+1
m+1—2 ih

iy, z g z z z .
= 3'2+1<—1> it g ! / w'm+’qm+1da:/ a:"‘q,,,dw/ / z"q,dz,
et
xy Zy Zo

Zo

wo die Summe erstreckt ist tiber alle 2"+ Systeme ganzer nicht negativer
Zahlen i,, ... 4,,,, die den m+1 Bedingungen

M‘l

i,=r—1 oder =r r=1,2 ... m41)

h=1

Il

geniigen, und wo
m—1
' . mt, 2 -, 1 L.
E iy — Eini +3p—m= I 52h+1+'2‘m(m+1)+m2@h+im+1 (mOd 2)
met m " p=1 1 1
ist. Wenn nun m gerade ist, so wird
(%]
, 2. . m-+
& imgr = ;}é‘x b1 +LIm(m4-1)+m

= (mod. 2),

1 .
2,
k=1
iy 41
und wenn m ungerade ist,
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["‘"l m4-1
T — = @2h+1+%m(m+1)+'nh§l b

Gty 41
& (mod. 2).

b1
Damit ist die Allgemeingiiltigkeit der Formel (3.) dargethan.

Die Zahlensysteme i,, ...4,, deren einzelne Elemente tibrigens nur die
Werthe 0, 1, 2 annehmen, konnen fiir jedes m leicht direct aufgestellt
werden.

Hiernach wird

o—1
= 2(—1)8"‘""""7%50 T ‘Zlh.p.dw / o' p.da / . / “e* pd,
2 o 2 % o
> i
—-=(— l)ei""ig"i/x“avg ! h. p.dz e, p.dz / . . / o pde,

die Summen erstreckt iiber alle 2¢' Werthsysteme (i, ...4,,). Mit Hiilfe
der Eigenschaften der Zahlen ¢ und des Zeichens ¢ erkennt man leicht,
dass man dieser Gleichung folgende Form geben kann:

= 2(-1) o /0 '"pda: wg—lpdx/ /a:"“
+2<_1).l / .’l’z‘epd:l)/wg 'pd;p/ /w"pdx,

wo die erste Summe erstreckt ist uber alle dleJemgen 29 ' Werthsysteme
iy, ... 1y, flir welche

4.)

Zr‘i/.=7'—-1 oder =r (7‘21,...9—1), f‘{:ih = p—1

ist (wir wollen ein solches System fiir einen Augenblick ein i-System der
ersten. Klasse nennen), die zweite iiber alle diejenigen, fiir welche

Zrihzr-l oder =r (r=1,...9—1), Zgi,, =0
! 1

ist (i-System der zweiten Klasse).

Man beweist ferner ohne Miihe: Fiir ein i-System (i, ...4,) der ersten
Klasse ist entweder (i, ...4,) = (i, 4, ... 4,, §,1+1) ein i-System der zweiten,
oder (i,—1,4,...4,,4,+1) ein i-System der ersten Klasse, beide Male mit
demselben ¢ wie das urspriingliche System; fiir ein System (i, ...q,) der
zweiten Klasse ist entweder (iy, s, ...4,,14,) ein i-System der zweiten, oder
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(—1,4s,...,4,, ;) ein solches der ersten Klasse, und wieder ist beide Male
der Werth von ¢ derselbe wie beim urspriinglichen System.

Definirt man daher 2¢ Systeme ganzer nicht negativer Zahlen &,, ... b,
und das Zeichen Mhoiy = +1, indem man (4.) in der Form

@) ¢, = hw%' e(—l)r/h""hﬂ’:/ @'.p.de / ¢ p.de / / z.p.de

2y

schreibt, und betrachtet den Ausdruck

( 1) Thy.. IL hl .’L'hz .’Dhe

P(.’Dl, $2,o--’ (L'g>— 09

By h

so ergiebt sich: Die ganze rationale Function P der Unbestimmten x,, ... x,
(welche in diesen letzteren bomogen von der Dimension ¢ ist) bleibt bei
den cyklischen Vertauschungen ihrer Argumente ungeiindert.

Die Eigenschaften der 4, ... i, lehren ferner, dass P verschwindet fiir

T, = x,, also auch fir z,=a;, ... ¢,=ax,. Daher ist P durch

(x—x,) (T —x,) (23— T,).. (X, —T,_;)
theilbar; der Queotient muss eine Constante sein, man findet ihn =1 durch Be-
trachtung zweier entsprechenden Coefficienten, z. B. des Gliedes —a}w;...x,.
Die Zahlensysteme h,, ... kh, und das Zeichen 7 konnen daher am ein-
fachsten definirt werden durch die Identitit

hh

() P(xy,..x) = 3 (=1)""e.ah.. .zl = (@1—=@p) (@2 =) . (Tg—T)-

Damit ist der Ausdruck (4“) in einfacher Weise bestimmt, und es ist klar,
dass derselbe nun in #dhnlicher Weise weiter behandelt werden kann, wie
dies oben mit dem Ausdruck (8. No.I geschehen ist.

V.

Die in den vorhergehenden Nummern fiir Differentialgleichungen
zweiter Ordnung niher ausgefiihrte Methode, die Fundamentalgleichungen
mit Hiilfe der von Herrn Fuchs (Annali di Mat. 1870, Bd. IV, S. 36—49)
gegebenen Reihenentwicklungen zu bestimmen, kann, wie schon bemerkt
ist, auf lineare Differentialgleichungen beliebiger Ordnung ausgedehnt werden.
Bei dieser Ausdehnung der hier gegebenen Theorie muss man, um moglichst
iibersichtliche Resultate zu erhalten, die von Herrn Hamburger (dieses
Journal, Bd. 84, S. 264 ff.) gemachten Bemerkungen anwenden, also nicht
direct die Coefficienten der Fundamentalgleichung, sondern zunichst die

40*
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Potenzsummen ihrer Wurzeln bestimmen (was mit den hier gegebenen Hiilfs-
mitteln geschehen kann). Es enthalten ndmlich die a. a. O. mit a, bezeich-
neten Grossen (die Substitutionscoefficienten fiir den betreffenden Umlauf)
im Allgemeinen unendlich viele positive und negative Potenzen der Grisse
x,, und es wiirden daher, da die Coefficienten der Fundamentalgleichung
durch Multiplication aus den @, zusammengesetzt sind, die von =z, freien
Glieder sich in génzlich unbrauchbarer Form ergeben. ein Uebelstand, der
bei Benutzung der erwihnten Bemerkungen vermieden wird. —

Aus der Moglichkeit, die Reihenentwickelungen des Herrn Fuchs
in der hier dargelegten Weise zur Bestimmung der Fundamentalgleichun-
gen yerwenden zu konnen, ergiebt sich mit unmittelbarer Evidenz folgen-
der von Herrn Poincaré (Acta math. IV, S. 212 ff.) auf anderem Wege be-
wiesener Satz:

,Wird eine gegebene lineare Differentialgleichung nter Ordnung in

der Form

n dn—xJ
‘)':up +(2)- dz—= 0,

(1) 37 A,
p(@)=1, p(z)= %‘ (1;_—2‘)17

vorausgesetzt, so sind die Coefficienten der Fundamentalgleichungen ganze
transcendente Functionen der Grossen 4,,. Denkt man sie sich nach Po-
tenzen- dieser letzteren Grissen entwickelt, so kann der Coefficient jedes
einzelnen Gliedes durch iterirte Integrale ausgedriickt werden.*

Herr Poincaré hat a. a. O. darauf hingewiesen, diese iterirten Inte-
grale darzustellen mit Hiilfe der Transcendenten

A(.’B'OC OC) /” dx /'z; dx /‘” * dx
2 T T—ay, Ly w‘_al,

durch Grossen dieser Art lisst sich ndmlich offenbar jede Function, die
durch iterirte Integration rationaler Functionen von x entsteht, linear aus-
driicken mit Coefficienten, welche rationale Functionen von z sind. (Ueber
die 4-Functionen vergl. auch Kwmmer, dieses Journal Bd. 21, S. 74 ff,,
Vogt, a. a. O. S. 32 ff.). Doch scheint die Bestimmung expliciter Ausdriicke
der Coefficienten der Fundamentalgleichungen mit Hiilfe dieser Transcen-
denten (auch nur fiir Differentialgleichungen zweiter Ordnung) auf grosse
Schwierigkeiten zu stossen; und selbst wenn es gelinge, diese sehr compli-
cirten Ausdriicke wirklich herzustellen, so wiirde man doch (z B. fiir die
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numerische Berechnung) wahrscheinlich zu solchen Entwickelungen, wie
wir sie in No. II ausgefiihrt haben, seine Zuflucht nehmen miissen; — dann
aber kann man auch diese Entwickelungen gleich direct vornehnien, ohne
erst die Ausdriicke der auftretenden iterirten Integrale durch .Z-Functionen
aufzustellen. —

Beriicksichtigt man die Art und Weise, wie sich die Coefficienten
¢, der Entwickelung

px) = e

aus den A,, und @; in

pa) = X2

i (z—a)*
zusammensetzen, so erkennt man, dass durch die hier dargelegte Methode
(und ebenso durch die in meiner oben angefiihrten Notiz gegebene) der Coef-
ficient a,,+a,, der Fundamentalgleichung

w2*<a11+a2z)w+1 = 0
fir die lineare Differentialgleichung

@.) | Y e p@)y

erhalten werden kann in Form einer (nach dem Obigen bestindig conver-
genten) Potenzreihe der 4, deren Coefficienten durch Summen unendlich
vieler rationaler Functionen der a, dargestellt werden; man erkennt sofort,
dass das Anraloge fiir Differentialgleichungen beliebiger Ordnung gilt.

Dass diese Summen von unendlich vielen rationalen Functionen der
a; sich im Allgemeinen nicht auf rationale Functionen der a; reduciren (und
dass daher ihre Convergenz nur eine beschriinkte ist), davon kann man sich
in einfacher Weise iiberzeugen, da man leicht die Coefficienten der Anfangs-
glieder in der Entwickelung von a,-+a, nach Potenzen der A; durch
A-Functionen ausdriicken kann. '

Bezeichnet man allgemein mit 4(e,, ... ,,) das, was aus A(z; ey, ... )
nach dem vorgeschriebenen Umlauf wird, so ergiebt sich (vgl. Vogt, a. a. O.
S. 50) fiir den Coefficienten von A, A, A;; der Werth

—(a,—a,)(a,—as)(a;—a,) | A(a,a,05)+ A(a,a5a,) + A (a;a,a,)]
+(a,—a,) (a,— a5) (a5 a,) |4 (a,0,0,) + A(a,a,0,) + A(aza,0,))
+=(a,—a,)’Ca,—a, —a,) | A(a,a,)+ A (a,a,))
(die Summe iiber die cyklischen Vertauschungen der Indices 1, 2, 3 erstreckt);
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und dabei ist (a. a. O. S. 39)
A(a,a, a3) +A (a2 ay al) + A(a;a, ag)
= Zzalog % +23110g % +21210g * +Cl Zu+0,2+ 02,

die Grossen

=y = Ala,a;)+ A(asa,),

ebenso =, =,, C,, C,, C; bedeuten von a,, a,, a; unabhiingige Constanten.
Nimmt man die Gleichung (2.) in der Form

y éB],CEh
—_ ) h=0
r=p).y, pl@)= ~——1m P

an, so kann die Grosse a,,+a,, auch in eine bestindig convergirende Po-
tenzreihe der B, entwickelt werden; die Coefficienten dieser Entwickelung
werden ebenfalls Summen unendlich vieler rationaler Functionen der a; und
reduciren sich, wie man aus dem Vorhergehenden leicht folgert, ebenfalls
nicht auf rationale Functionen selbst. Hierdurch wird eine Bemerkung des
Herrn Mittag-Leffler (Acta math. Bd. XV, S. 22) berichtigt.

VL

Bei der von Herrn Fuchs a. a. O. gegebenen Methode, die Integrale
der Differentialgleichung

dn—-x
D(@y) = Zp, (@) 5t =0

in iiberall convergente Reihen zu entwickeln, hat man den Differentialaus-
druck D(y) dergestalt in zwei andere D,(y), D,(y), von denen der erstere
die hiochste Ableitung von y enthilt, zu zerlegen:

D(y) = Di(y)—D.(y),
dass man den Verlauf der Integrale von D,(y) =0 in der ganzen Ebene
beherrscht.  Wir haben hier bei den Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung diejenige specielle Form der Reihenentwickelung benutzt, welche sich
bei der Zerfillung

D(y) = 2%, Dy)=p)y

ergiebt; aber es bleibt die Frage offen, ob man nicht durch Wahl anderer
Zerlegungen zweckmiissigere Formen der Entwickelung erhilt, und diese
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Frage wird nicht minder bei den Differentialgleichungen hoherer Ordnung
zu erortern sein. ‘

Um ein Beispiel fiir eine solche andere. Art der Zerlegung zu geben,
betrachten wir den Fall

d? _ .
W) D) =g D)=y, T et =y.q)

Nach der Theorie des Herrn Fuchs hat man nun, um ein Integral der
gegebenen Differentialgleichung mit vorgeschriebenen Anfangswerthen (fiir
x = a,) zu erhalten, folgendermassen zu verfahren. Es sei w, dasjenige
Integral von D;(y) =0, welches diese Anfangswerthe besitzt; ferner sei
71, 7, ein beliebiges Fundamentalsystem von Integralen derselben Differential-
gleichung. Wenn die Variable « durch z ersetzt wird, so mogen 7, 7, in
v,, v, iibergehen, die Determinante '
v U

v, 0,
werde mit 4(z) bezeichnet; ferner moge 4(s, ) aus 4(z) dadurch hervor-
gehen, dass o;, o, durch D,(n,), D,(n,) ersetzt werden, also

)

As, ) =g = 9@ 4G5, )

Definirt man dann die Functionen F,(x) durch die Gleichungen

Fy(z) = D,(w,), F,(x) =/’Jd(?;)w) .Fg_l(zjdz (e=1,2..)

und setzt
u,(x) =/ dy(’;) ‘F,_(z)dz (e=12..)
- F, e("")
, 1@
80 wird
)= En@

das gesuchte Integral.
In unserem Falle bestimmen wir (vgl. No. I) n,, 5, so, dass
n, /10
<n'1 7)'2) - (O 1

T =@,

r x\" r x \'2
p— 2 O — 1 ad
n = )1

1‘2 —r, &, 1‘2 —r, x,

G 7,

779 = Ty i 1_ wo ( hd > ?
& —_ _ ?
rl r? xO rl r2 xO

wird, also
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wo r, und r, =1—r, die Wurzeln der Gleichung
r(r—1) = c_,
bedeuten. Dann wird

1
| 4,(z, x) = ——(a"z"—a"s"),
also
u,(z) = —— w” l(w)dw—— / z".F,_(z)dz
2)
= / q(z).x"u,_ a2,y (z)de.

Nun setzen wir einmal u, =7, und bestimmen so mit Hiilfe von (2.) eine
Reihe U,(=mn), Uy, U, ...; andererselts nehmen wir w,=17,, bestimmen
nach (2.) eine Reihe Ui(= 772)1 5 Usy ... und nehmen

au,
VQ = d:: (e=0,12..
dann wird die Reihe '
= (UAY, >1

=0
wenn man « nach vollzogenem Umlauf = &, setzt, nach Friiherem in a,,1a,,
iibergehen, und es wird damit die Fundamentalgleichung
w’—(ay+a,)w+1 = 0
bestimmt sein.
Fiir
aw,

- 1 .5 y
(B) z=wmz., q(8) = q(w(,.t).azﬁ, We = E Ug(m()'t)y Vg ="a

wird

tr
U, = 4= f g0).0.U,_, 40T, dt,

(4') . T . (Q;l)

g . -
W= = / q(t) W, W, dt,
U(j — P Er -trl___ - Er tre,
(5.) 1 2 1 .
Vo = r Er = r, Er £

1 2

Man erkennt leicht, dass sowohl U, als auch V, ein Aggregat von Glledern
von folgender Form wird:
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(6.) o [ q()-eedt " qt). et .. [ qt).tat,
1 1 1 1

wo u, immer einen der Werthe

T T2
* rn—1, r—1
annimmt und auch w,, ... u, sich linear und ganzzahlig aus r,, r, zu-
sammensetzen.
Da nach (3.)
q(t) = zﬁzcnt"--’ctﬁhﬁv
so wird der von x, freie Bestandtheil des Ausdrucks (6.) gegeben durch
a w [ gt ¢ t gty
(64) 2 ot .I/t ¥ dpzl/..[t gy,
die Summe erstreckt iiber alle Werthsysteme (%, ... #,), die den Bedin-
gungen :
(7)) %/h = —20, #,+-—2 (=1, ... 0)

geniigen. Um die Fundamentalgleichung selbst zu erhalten, hat man ¢
von t=1 aus einen Umlauf um #=0 nach ¢{=1 zuriick vollziehen zu
lassen; dabei nimmt ¢* immer einen der beiden Werthe e** oder e an,
wihrend das iterirte Integral nach Friitherem eine rationale Function von
r, und r, wird, sodass der Coefficient jedes Gliedes ¢, ...c, in a,+a,
die Form

(8.> 0.62""‘1 _I__R'e?nim
annimmt, wo Q, R rationale Functionen von r,, r, bedeuten.
Setzt man

rn=mn, r,=1—n,
so kann (8.) auch auf die Form
(8%) Q.sin27n+R. cos 2nn

gebracht werden, wo Q, R rationale Functionen sind. Man kann auch
leicht zeigen, dass die Nenner dieser Functionen nur Linearfactoren von
der Form 2n+4 (4 irgend eine positive oder negative ganze Zahl) enthalten
konnen; dies ist nimlich die allgemeine Form der von » abhingigen Wur-

zeldifferenzen fiir die determinirenden Gleichungen derjenigen linearen Diffe-
Journal fir Mathematik Bd. CVIL. Ieft 4. 41
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rentialgleichungen, denen die iterirten Integrale in (6%) geniigen (vgl. No. II);
ausserdem treten die Ausdriicke (6%) in U, uud ¥, nur mit solchen ratio-
nalen Functionen multiplicirt auf, deren Nenner Potenzen von 1—2n (nim-
lich r,—r,) sind.

Dies ist die Verallgemeinerung eines von Herrn Bruns (Astronomische
Nachrichten No. 2533, 1883 und 2553, 1884) fiir eine Differentialgleichung
der Storungstheorie ausgesprochenen Satzes.

Auf die explicite Darstellung der Fundamentalgleichung mit Hiilfe
des angegebenen Verfahrens gehe ich hier nicht niher ein. Dagegen soll
noch kurz der Fall betrachtet werden, dass der Umlauf nur den Punkt
x = 0 umschliesst und in diesem Punkte die Integrale der gegebenen Diffe-
rentialgleichung nicht unbestimmt werden.

Dann ist

q(x) = Zc,a” (r=-1,0,1,2..),

also kann fiir ¢—=1 den Bedingungen (7.) durch kein einziges Werthsystem
(#1, ... #,) geniigt werden; es wird

Ayt ay = [UJ+K)]t=e2ni
—_ e?nir,+e?nir2,

sodass man sofort auf das bekannte Resultat zuriickkommt.




