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Ueber die Differentialgleichungen der Dynamik und
den Begriff der analytischen Aequivalenz dynamischer
Probleme.

(Von Herrn Stickel.)

I

Begriff eines dyﬁamischen Problems; Normalform der Differentialgleichungen der Dynamik.

J acobi sagt in der ersten seiner Vorlesungen iiber Dyramik (heraus-
gegeben 1866 von A. Clebsch, 1884 von E. Lottrer), dass er sich auf sol-
che Aufgaben der Mechanik beschrinken werde, bei denen es sich handelt
um die Bewegung eines Systems einer erdlichen Zahl materieller Punkte
von der Beschaffenheit, dass sowohl die Bedingungen des Systems als auch
die wirkenden Kriifte allein von der Configuration der Punkte, nicht von
ihren Geschwindigkeiten abhiingen. Im Folgenden wird es sich als zweck-
missig erweisen, auch gewisse Systeme von unbeschriinkt vielen materiellen
Punkten zuzulassen, ndmlich alle diejenigen, deren Lage zur Zeit ¢ durch
die Werthe einer endlichen Anzahl von Bestimmungssticken angegeben wird,
wie dies etwa bei einem starren Korper der Fall ist. Dagegen werden
Jacobis Beschrinkungen hinsichtlich der Bedingungen des Systems sowie
der wirkenden Kriifte durchaus festgehalten werden. Die so definirten Auf-
gaben der Mechanik sollen kurz dymramische Probleme heissen.

Um fiir ein dynamisches Problem die Differentialgleichungen der Be-
wegung in der Form aufzustellen, die ihnen Lagrange im zweiten Theile
seiner Mechanik gegeben hat (Mécanique analytique, Paris 1788. 8. 226),
werden die Bestimmungsstiicke p,, p,, ... p, des Systems in folgender
Art eingefiihrt. Die Coordinaten des iten materiellen Punktes zur Zeit ¢
in Bezug auf ein beliebiges festes rechtwinkliges Coordinatensystem seien
Tsi_ay T3y, Ty Dann bestehen vermdge der Bedingungen des Systems
zwischen den Grossen x,, a,, ... x, gewisse Gleichungen, und diese sind

41*



320 Stickel, iber die analytische Aequivalens dynamischer Probleme.

bei dynamischen Problemen solcher Natur, dass sie sich identisch erfiillen
lassen, indem man die z, als Functionen von = unabhingigen Veriinder-
lichen p,, p,, ... p, ausdriickt. Sieht man aber die p,, p,, ... p, als
Funectionen von z-+r neuen unabhiingigen Verinderlichen ¢, ¢, ... ¢,
an, 8o erhilt man Ausdriicke der x, in diesen neuen Verinderlichen, durch
welche ebenfalls die Bedingungsgleichungen erfiillt werden. Deshalb fiigt
Lagrange (a. a. O. 8. 217) hinzu, dass » die kleinste Anzahl unabhéngiger
Variabeln sein soll, vermittelst deren sich die x, darstellen lassen. Jacobi
(Dynamik, S. 62) driickt diese Forderung so aus (ebenso Kirchhoff, Mecha-
nik, S. 29), dass die Anzahl n gleich der Differenz ist zwischen der Anzahl
simmtlicher Coordinaten o, und der Anzahl der von einander unabhiingigen
Bedingungsgleichungen zwischen diesen Grossen. Dies ist erlaubt, so lange
man nur eine endliche Zahl von Grossen x, hat. Es ist aber moglich, dem
Kriterinm dafiir, dass » wirklich die kleinste Anzahl unabhiingiger Ver-
dnderlicher ist, eine Form zu geben, die frei ist von dieser Beschrinkung.
Herr Kronecker hat nimlich in seinen Vorlesungen folgenden Satz bewiesen:

Ist ein System von mindestens » Functionen x,, z,, ... «, der un-
abhiingigen Variabeln p;, p,, ... p, gegeben, so ist die kleinste Anzahl un-
abhiingiger Variabeln, durch welche sich diese Functionen ausdriicken lassen,
genau gleich der Zahl, welche den Rang *) des Systems:

a-l‘h (h:], 2, 3, )
apx z=1,2,...n

angiebt; sie ist also dann und nor dann gleich », wenn dieser Rang gerade
gleich = ist. '

Sind nunmehr die x, durch die » Bestimmungssticke p,, p,, ... p,
der verlangten Art dargestellt, so hat man nach Lagrange die Componenten
nach den Coordinatenaxen der auf den iten materiellen Punkte wirkenden
Kraft X;;_,, X5_;, X;;, welche der Voraussetzung nach nur von den x, ab-
hiingen, durch die p, darzustellen. Alsdann sind die so gewonnenen Aus-
driicke der =, und X, einzusetzen:

erstens in den Ausdruck der virtuellen Arbeit des Systems im Zeit-
elemente (¢...¢+dt)
) %Xh0$h,

*) Ueber den Begriff des Ranges eines Systems von Grossen vergl. Sitzungsberichte
der Berliner Akademie 1884 II. S. 1192.
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welcher dadurch ibergehen moge in
) U = ZP,dp,,
zweitens in den Ausdruck der lebendigen Kraft des Systems zur

Zeit ¢, welcher, wenn die Masse des iten Punktes mit my_, = my_, = m;;
bezeichnet wird, lautet

dx;, 2
b2m( )
und iibergehen moge in:
: dp. dpx
(2.) T = %%;ad—dr dt (a,d:a,\,).

Hierbei sind die P, und a,; Functionen der p,, p,, ... p, allein; die kleinen
griechischen Buchstaben bezeichnen hier, wie im Folgenden, die Reihe der
Zahlen 1, 2,

Ist dleses geschehen, so ergeben sich endlich die gesuchten Diffe-
rentialgleichungen in der Form:

d oT orT
(a.) WE - —P, = 0.
di
Aus diesem System lisst sich aber ein anderes vollig gleichbedeuten-
des ableiten, bei dem die zweiten Ableitungen der p, nach der Zeit aus-
gedriickt sind durch die Grossen p, selbst und ihre ersten Ableitungen nach
der Zeit. Dies darzuthun dient folgende Ueberlegung.

Die lebendige Kraft des Systems T kann (fiir reelle Werthe der «,)

. . . dx .
nur dann verschwinden, wenn die simmtlichen dth verschwinden. Daher
kann auch
dp.. dpa
= 1 x O
£ 2,21 " "t
nur dann verschwinden, wenn die Gleichungen:
oz, d
(3) > oo B — ) G=1,2..)

u Op, dt
simmtlich erfiillt sind. Nun wurde die geringste Zahl » der unabhiingigen
Verinderlichen dadurch charakterisirt, dass mindestens eine Determinante
Oz,
Opu
nicht identisch verschwindet, woraus folgt, dass die Gleichungen (3.) nur be-

O p=1,2 .9
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dp‘ e
TRt Mithin ist

, welche nur verschwindet, wenn siimmt-

friedigt werden konnen durch das V

dpll
Tdt

liche t“ verschwinden, und sonst einen positiven Werth bat. In der

Theorie der quadratischen Formen wird bewiesen, dass mit dieser Eigen-
schaft untrennbar verbunden die weitere ist, dass die Hauptsubdeterminanten
des symmetrischen Systems der Coefficienten a,, nicht identisch verschwin-
den, sondern (abgesehen von singuliren Werthsystemen der p,) positive
Grossen sind. Im besonderen ergiebt sich hieraus, dass bei jedem dy-
namischen Problem die Determinante:

T eine quadratische Form der

4. a = |a,)| (o d=1,2%...n)

nicht identisch verschwindet; dasselbe gilt von den Grossen ayy, ay, ... a,,.
Da die Determinante der quadratischen Differentialform:

2TdF = Z a,, dp,dp,

nicht 1dentlsch verschwindet, so ﬁnden auf sie Anwendung die Theoreme,
welche die Herren Christoffel und Lipschilz in ihren gleichzeitig erschienenen
Abhandlungen (Ueber die Transformation der homogenen Differentialausdriicke
zweiten Grades, dieses Journal, Bd. 70 (1869) S. 46 und S. 241; Unter-
suchungen in Betreff der ganzen homogenen Functionen von n Differentialen,
ebendaselbst S. 71) iiber solche Formen entwickelt haben. Bei diesen
Untersuchungen spielt eine besondere Rolle das Aggregat:
l Oa,, ) O, . oa,
op1 Op. Opu '’
welches Herr Lipschitz mit f,,;, Herr Christoffel mit 2[ ] bezeichnet. Da

spiter verschiedene Differentialformen neben einander betrachtet werden
miissen, soll hier nach dem Vorgange von Herrn Weingarten (Ueber die
Theorie der auf einander abwickelbaren Oberflichen. Festschrift der tech-
nischen Hochschule. Berlin 1884)

G L)

8}),1 apx u

gesetzt werden.
Mit Benutzung dieses Zeichens lauten die Gleichungen (a.) explicite:

' dp, dp, dp
(@) So, B30 Gt _p, = 0
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Diese Gleichungen aber lassen sich, da die Determinante

law| . ou=12...n
da’p,
di?
werde noch (ebenfalls nach dem Vorgang der Herren Christoffel, Lipschitz
und Weingarten) eingefiihrt: |

A
(6) =[] = 1

wobei a,, das dem System der a,, reciproke System bezeichnet. Alsdann
erhilt man das dem System (a'.) vollig gleichbedeutende System:

dp, ®A) dpy dp '
(@*) = —x,A{’ll‘a dt dt +§Pﬂa’"'
Die Gleichungen (a*.) sollen als die Normalform des Systems der Diffe-
rentialgleichungen der Bewegung fiir das dynamische Problem bezeichnet
werden.

nicht identisch verschwindet, nach den auflosen. Zu diesem-Zwecke

II.
Begriff und Bedingungen der analytischen Aequivalenz dynamischer Probleme.
Statt der unabhiingigen Verinderlichen p,, p,, ... p, kann man neue
Verinderliche ¢, ¢, ... ¢, einfiilhren, indem man setat:

() Pe = p.(qu G -+ o)
Dabei ist die Substitution (S.) nur der einen Bedingung unterworfen, dass
die Functionaldeterminante .
Op+x
oq.
nicht identisch verschwindet. Da auf der Moglichkeit, die » Bestimmungs-
stiicke in verschiedener Art einzufiihren, die Integration der Differential-
gleichungen der Bewegung beruht, so ist die Transformation dieser Glei-
chungen von fundamentaler Wichtigkeit, und sie zu erleichtern war ge-
rade die Absicht, welche Lagrange hatte, als er die Differentialgleichungen -
der Bewegung in der Form (a.) aufstellte (vergl. a. a. O. S. 217). Fiihrt
man nimlich die neuen Variabeln in die Ausdriicke fiir U' und T ein, wo-
durch man erhalten moge:

(1,‘> U, = 20;:(qu5

(5 2A=1,2...7)

' dg, d !
2 T =3y =g (b= bsr),
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50 lauten die neuen Differentialgleichungen der Bewegung

d or oT
(b.) —JEW—_&E—Ok =0
dt

Es geniigt also, die Ausdriicke fiir die virtuelle Arbeit und die lebendige
Kraft umzuformen, denn aus diesen kann man unmittelbar die Differential-
gleichungen der Bewegung ableiten. Man erhiilt auf diese Weise auch so-
fort die Normalform der Bewegungsgleichungen. Zu diesem Zweck hat
man aus den Coefficienten von (2'.) nur zu bilden:

ab 7 abJ abx), %A

' 1 X4 “ o —

G4 2[ d T 8q. Oy ] [u]b’
' xl ' y.)v

6" =[] v = 8

wobei b,, das dem System der b,, reciproke System bedeutet. Dann ist

# d’q, xA) dq, dq, . . '

@) G ===l e

Der Umstand, dass man behufs Aufstellung der Differentialglei-
chungen der Bewegung fiir ein dynamisches Problem von dem betrachte-
ten Systeme nur zu kennen braucht die Ausdriicke der virtuellen Arbeit
und der lebendigen Kraft in der kleinsten Anzahl von Bestimmungsstiicken,
scheint mir auch nach anderer Richtung von Bedeutung zu sein. Er er-
klirt die Erscheinung, dass verschiedene in ihrer mechanischen Formulirung
ganz disparate Aufgaben der Dynamik zu demselben System von Diffe-
rentialgleichungen der Bewegung, also zu demselben analytischen Problem
gefithrt haben. Es ist also zu unterscheiden zwischen der mechanischen
Einkleidung und dem analytischen Kern der dynamischen Probleme. Die
Losung eines einzigen analytischen Problems liefert hiufig die Mittel, ganz
verschiedenartige dynamische Probleme zu erledigen, indem es nur dar-
auf ankommt, die gewonnenen Functionen der Zeit vom Standpunkte der
Mecharik aus zu deuten und zu discutiren. Auf anderen Gebieten der
‘mathematischen Physik sind solche Erscheinungen geliufig, wofiir die Po-
tentialtheorie ein schones Beispiel ist. Aber gerade in der Dynamik scheint
jene Unterscheidung nicht mit geniigender Klarheit erkannt und durchge-
fiihrt worden zu sein. Welche Folgen dies gehabt hat, wird unten an
einigen bezeichnenden Beispielen dargethan werden.

Wenn zwei Probleme der Dynamik in der Beziehung zu einander
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stehen, dass sie zu demselben Systeme von Differentialgleichungen der Be-
wegung fiithren, so sollen sie analytisch dquivalent genannt werden.

Will man den Begriff der analytischen Aequivalenz dynamischer
Probleme fiir die Untersuchung solcher Aufgaben nutzbar machen, so tritt
sofort dadurch eine erhebliche Schwierigkeit ein, dass jene Aequivalenz
vermoge der Identitdt der Systeme der Differentialgleichungen der Bewe-
gung nur dann evident wird, wenn fiir die beiden betrachteten Aufgaben
die Bestimmungsstiicke in besonderer Weise gewihlt sind. Im allgemeinen
gilt nur Folgendes. Fiihrt das Problem I. auf die Gleichungen (a*.), das
Problem II. auf die Gleichungen (b*.), so sind beide Probleme analytisch
dquivalent, wenn eine Substitution (S.) existirt, die das System (&*.) in das
System (b*.) iiberfiihrt.

Dafiir dass dies der Fall ist, lisst sich sofort eine kinreichende Be-
dingung angeben. Seit Lagrange weiss man, dass, wenn die beziehlichen
Ausdriicke der virtuellen Arbeit und der lebendigen Kraft fiir zwei dyna-
mische Probleme:

U'=2Pdp., (=09,
) <, e dp A1) >, e
e R

durch eine Substitution (S.) in einander iibergehen, dass alsdann dieselbe’
Substitution die Differentialgleichungen der Bewegung in einander iiberfiihrt,

Um zu entscheiden, ob eine solche Substitution (S.) existirt, kann
man so verfahren. Man untersucht, ob die quadratische Differentialform
2Tdr* sich transformiren ldsst in 2Td’. Die Frage, ob zwei gegebene
quadratische Differentialformen in einander transformirbar sind, ist von Herrn
Christoffel (a. a. O. S. 65 und S. 244) behandelt worden. Es wird zuniichst
der Fall ausgeschlossen, dass das Gebiet der Variabeln p, bei unverinder-
tem 27Tdf* in sich verschiebbar ist, da alsdann ,die Substitution (S.) noth-
wendig verfiighare Elemente enthiilt, welche stetiger Aenderung fihig sind“.
Wenn alsdann Transformation iiberhaupt moglich ist, so ist sie eine be-
stimmte, und iiber die Moglichkeit wird entschieden, indem man die Mog-
lichkeit der simultanen linearen Transformation einer Reihe algebraischer
Formen untersucht.

Hat man auf diese Weise die Transformation (S.), welche 27d# in
2Zdt* tiberfiihrt, so ist nur noch zu ermitteln, ob dadurch auch U’ in W
iibergeht. Dafiir ist aber das identische Bestehen der Gleichungen

Journal fiir Mathematik Bd. CVIL. Tleft 4. 42
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B = 2P
nothwendig und hinreichend. Gelten also noch diese Gleichungen, so sind
die Probleme analytisch #quivalent.

Da nun zur analytischen Aequivalenz nur erforderlich ist, dass die
Differentialgleichungen der Bewegung identisch gemacht werden konnen, so
erhebt sich nunmehr die Frage, in welcher Beziehung bei zwei analytisch
dquivalenten dynamischen Problemen die Ausdriicke der virtuellen Arbeit
und der lebendigen Kraft stehen.

Zu zwei solchen Problemen gehort nothwendig dieselbe kleinste An-
zahl » von Bestimmungsstiicken. s diirfte daher naturgemiiss sein, alle
dynamischen Probleme, fiir welche diese Anzahl denselben Werth hat, zu-
sammenzufassen in Ordnungen, welche durch den Werth von » charak-
terisirt sind. :

Da die beiden betrachteten Probleme analytisch iquivalent sind, so
kann man sich von vorn herein die Bestimmungsstiicke so eingefiihrt denken,
dass die Aequivalenz in Evidenz tritt. KEs sei also:

(x=12...7)

U'=23PJdp,, W= 2XVJdp,,

’ dp, dp; dp, dpx
== 1 — ar e,

I'=iZa, di dt’ T= Yar =y di

Dann lauten die beziehlichen Differentia]gleichungen der Bewegung:

d’p, le§ dp, dpk

* —_—t =

(a®) = "S5t a a T2l v
' d’p, (%A} dp, dp .

. -y z !

(w*.) ar %{ v i ar dr —}-%Vyww

Der Voraussetzung nach sind beide Systeme identisch, d. h. sie definiren die
p. als dieselben Functionen der Zeit. Dafiir ist aber nothwendig und hin-
reichend dass beide bei denselbe‘n willkiirlichen Anfangswerthen der p, und

)t

;- ergeben, und das bedeutet nichts anderes,

als dass die Gleichungen:

w -
(B.) ‘ ZV#wW = %‘P'ua;w o =12..m

identisch in p,, p,, ... p, bestehen.
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Die Gleichungen (A.) und (B.) lassen sich auch ansehen als der
Ansatz folgender Aufgabe. Gegeben ist ein dynamisches Problem mit den
Ausdriicken U’ und T, bekannt also sind die P, und a,; gesucht sind die
Ausdriicke 1" und ¥, also die V, und w,;, die zu dynamischen Problemen
gehoren, welche dem gegebenen analytisch iquivalent sind. Vermoge der
Gleichungen (A4.) und (B.) ist diese Aufgabe zuriickgefiihrt auf die Dis-
cussion eines Systems simultaner partieller Differentialgleichungen. Dabei
ist noch zu bemerken, dass nur solche Lisungen w,, dieses Systems zuge-
lassen werden diirfen, fir welche 2% df* eine positive quadratische Form der
dp, ist. Und dies ermdglicht sofort eine erhebliche Vereinfachung der Dis-
cussion. Denn da die Determinante

(7.) ) w = |w,] (5 2=1,2,...n)
nicht identisch verschwinden darf, lassen sich die Gleichungen (B.) nach
den ¥, auflosen, sind also gleichbedeutend mit:

(B') Vi = 5an';vwlr‘.

Man braucht daher nur zu untersuchen, welches die allgemeinste Losung
der Gleichungen (A.) ist, fiir dic 2T df eine positive quadratische Form ist.
Hat man diese gefunden, so erhiilt man den allgemeinsten Ausdruck U,
indem man die V; durch die Gleichungen (B'.) definirt.
Es kommt also alles an auf die Discussion der Gleichungen (4.).
Man erkennt leicht, dass diese Gleichungen identisch erfiillt sind durch
W, = Cly,

wo ¢ eine positive Constante bedeutet. Dann ist

T = cT,
also 2&df’ eine positive quadratische Form der dp,. Ferner ergiebt sich
W = cU.

Fiir die analytische Aequivalenz zweier dynamischen Probleme reicht es
also hin, dass die beziehlichen Ausdriicke der virtuellen Arbeit und der
lebendigen Kraft sich nur durch dieselbe multiplicative Constante unter-
scheiden.

Es ist leicht, zu einem Problem mit den Ausdriicken U’ und T solche
zu finden, die auf W' = cU', T = ¢T fithren. Man braucht nur jede Linge
lim ersten Problem durch «l, jede Masse m durch [3m, jede Kraft X durch
v X, jede Zeit ¢ durch ¢ zu ersetzen, wo «, (3, 7, ¢ Constanten bedeuten.

42%



3928 Stdckel, iber die analytische Aequivalens dynamischer Probleme.

Alsdann geht U'in eyU', T in O:;fT iiber.  Wenn also nur
& = Lid
7
ist, so #ndern sich U’ und T um dieselbe multiplicative Constante, und die
Differentialgleichungen der Bewegung bleiben unveriindert.

Diese besondere Art analytischer ‘Aequivalenz hat schon Newfon
(Philosophiae naturalis principia mathematica (1686) Liber. I, prop. 87) fiir
Probleme specieller Natur erkannt. In ihrer vollen Allgemeinheit ist sie von
Herrn Bertrarnd (Journal de 1'Ecole Polytechnique, XI1X, Cah.32, S. 189 (1848).
Note sur la similitude en mécanique) formulirt und als mechanische Aehn-
lichkeit bezeichnet worden. Herr Bertrand hebt hervor, dass dieses Princip,
das er als sehr fruchtbar bezeichnet, zwar nicht die Losung mechanischer
Probleme, wohl aber einen Zusammenhang zwischen verschiedenen Pro-
blemen giebt, Problemen, wie er sagt, ,de difficulté analytique équivalente*.
Es verdient erwihnt zun werden, dass Herr H. vorn Helmholtz in seinen Ar-
beiten wiederholt von der mechanischen Aehnlichkeit Geebrauch gemacht hat
(vergl. z. B. Wissenschaftliche Abhandlungen. Bd. I, S. 158).

Es fragt sich jetzt, ob das System (A.) ausser der evidenten Liosung
w,, = ca,, noch andere Losungen besitzt. Dass dies bei besonderen Auf-
gaben sehr wohl der Fall sein kann, zeigt folgendes Beispiel. Es seien

. . . ’7) .
die a,, simmtlich Constanten. Dann sind alle [';] und damit auch alle

{z{j}a gleich Null, und die Gleichungen (A.) werden g":}w = 0.

Diese Gleichungen sind aber augenscheinlich identisch erfiillt, wenn
man den w,, irgend welche constanten Werthe beilegt. Damit 2T df* eine
positive quadratische Form der dp, sei, miissen nur die Hauptsubdeterminan-
ten des symmetrischen Systems der w,; positiv sein. Dabei ist also durch-
aus unnothig, dass das Verhiltniss a,;: w,, fir alle Werthsysteme », 4 den-
selben constanten Werth habe.

Wohl aber ldsst sich zeigen —, und dies wird den Gegenstand des
folgenden Abschnittes bilden —, dass im allgemeinern das System (A.) nur die
Losung w,, = ca,; hat, d. h., dass die Forderung, es solle ausserdem noch
eine andere Lisung existiren, eine wirkliche Beschrinkung in der Wahl
der Coefficienten a,, bildet. Es wird dort der Satz bewiesen werden:

Gegeben sei ein symmetrisches System von Functionen der Variabeln
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Piy Pay « v Pui@u(2, 4 =1,2,... 1), dessen Hauptsubdeterminanten nicht iden-
tisch verschwinden; gesucht ein System w,, derselben Beschaffenheit, bei
welchem die w,, den partiellen Differentialgleichungen

r;j}w = ;’j}a G & p=1,2 ... 7)

geniigen. Wird ausgeschlossen, dass die a@,, gewissen genau angebbaren
partiellen Differentialgleichungen gentigen, so ist das allgemeinste System
w,, der verlangten Art gegeben durch:

wll = ca%l}
wo ¢ eine willkiirliche Constante bedeutet.

Den Schluss des Abschnittes sollen die Folgerungen bilden, welche
man aus diesem Satze fiir unsere dynamischen Fragen ziehen kann.

Nach Lagrange braucht man behufs Aufstellung der Differentialglei-
chungen der Bewegung fiir ein dynamisches Problem von dem betrachteten
System nur zu kennen die Ausdriicke der virtuellen Arbeit und der leben-
digen Kraft in der kleinsten Anzahl von Bestimmungsstiicken. Aus dem
eben angegebenen Satze folgt, dass man, abgesehen von gewissen sin-
guldren Fillen, umgekehrt aus den Differentialgleichungen der Bewegung
die Ausdriicke der virtuellen Arbeit und der lebendigen Kraft bis aunf
dieselbe multiplicative Constante ermitteln kann. Das Auftreten dieser
Constanten erklirt sich, wie schon aus der Bemerkung Seite 327 unten
hervorgeht, daraus, dass diese Ausdriicke, solange die Wahl der Einheiten
von Linge, Masse, Kraft und Zeit willkiirlich bleibt, iiberhaupt nur bis
auf einen Proportionalitiitsfactor bestimmt sind. Man darf daher sagen, dass
bei geeigneter Wahl der Einheiten die Identitit der Systeme der Differential-
gleichungen der Bewegung fiir zwei Probleme im allgemeinen auch die
Identitét der Ausdriicke der virtuellen Arbeit und der lebendigen Kraft nach
sich zieht. Unter dieser Bedingung gilt also der Satz:

Fiir die analytische Aequivalenz zweier dynamischen Probleme
ist, abgesehen von singuliiren (besonders zu untersuchenden) Fiillen,
nothwendig und hinreichend, dass die beziehlichen Ausdriicke der
virtuellen Arbeit und der lebendigen Kraft in der kleinsten Anzahl
von Bestimmungsstiicken identisch sind oder durch simultane Trans-
formation der Variabeln identisch gemacht werden konnen.

Hieraus folgt, dass jedes allgemeine Princip der Mechanik, mit dessen
Hiilfe sich die Differentialgleichungen der Bewegung fiir ein dynamisches
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Problem aufstellen lassen, so beschaffen ist, dass man mit seiner Hiilfe die
Ausdriicke fiir die virtuelle Arbeit und die lebendige Kraft des Systems er-
mitteln kann. Die Kenntniss dieser Ausdriicke kann also als das Minimum
dessen bezeichnet werden, was zur analytischen Kennzeichnung eines dyna-
mischen Problems erfordert wird.

Die Resultate der vorhergehenden Untersuchung iiber die analytische
Aequivalenz dynamischer Probleme treten jedoch erst dann in das rechte
Licht, wenn man sie in Verbindung bringt mit gewissen Betrachtungen, welche
Herr Lipschitz in seinen Abhandlungen: ,,Untersuchung eines Problems der
Variationsrechnung* (dieses Journal, Bd. 74 (1871)S.746) und: ,,Bemerkungen
zu dem Princip des kleinsten Zwanges* (dieses Journal Bd. 82 (1877) S. 316)
angestellt hat®). Von besonderer Wichtigkeit ist dabei die Ausfiihrung, welche
sich a. a. O. Bd. 82, S. 331 findet, und deren Inhalt sich in der hier an-
gewandten Bezeichnung so wiedergeben lisst.

Eine Aufgabe der Dynamik habe gefiihrt auf die Ausdriicke:

dp, dp,
U'= ZP,dp,, T=3Zom g —a

Nun lisst sich das Problem der Dynamik in der Weise ausdehnen, dass das
Quadrat des Linienelementes ds im Raume gleich einer beliebigen wesentlich
positiven quadratischen Form der Differentiale der Coordinaten angenommen
wird. Man darf daher fiir diese Differentialform genau den Ausdruck

(8. Zaqdp.dp, = ds’

withlen. In Uebereinstimmung hiermit ist dann die lebendige Kraft eines
Punktes der Masse 1 gleich

L[ ds Y dp,_ dp;
T = 3(5) = 13 3=

t o) dt
Aber auch dem Ausdruck

U = XP,Jp,

kann man fiir die jetzt betrachtete Bewegung die entsprechende Bedeutung
der virtuellen Arbeit geben. Thut man dies, so ergiebt sich vermoge der
von Herrn Lipschitz in der erstgenannten Abhandlung entwickelten Siitze
ein System von Differentialgleichungen der Bewegung des Punktes der

*) Ich bemerke hierbei,.dass Herr Lipschilz auch die Giite gehabt hat, mir tiber
den Gegenstand einige briefliche Mittheilungen zukommen zu lassen, welche mir bei der
vorliegenden Untersuchung von grossem Nutzen gewesen sind, und fiir welche ich mich
zum grossten Danke verpflichtet fiihle.
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Masse 1 in der n-fachen Mannigfaltigkeit, deren Linienelement ds durch
Gl. (8.) gegeben wird, welches genau dieselbe Gestalt hat, wie das System
der Differentialgleichungen (a.), das fiir jenes dynamische Problem aufge-
stellt wurde.

Wenn man daher bei der Betrachtung dynamischer Probleme auch
solche zuldsst, die diesem erweiterten Begriff der Mechanik entsprechen, so
sind als analytisch aequivalent alle diejenigen Aufgaben anzusehen, welche
auf dasselbe System von Differentialgleichungen der Bewegung fiihren. Da-
fiir dass zwei solche Probleme analytisch aequivalent sind, ist im allge-
meinen (abgesehen von jenen singuliren Fillen) nothwendig und hinrei-
chend, dass sie auf dieselben Differentialformen:

U = ‘X‘JP,,()‘p,,, 2Tdt = %a,,;dp,,dp;,

fiithren. Unter den unendlich vielen analytisch aequivalenten dynamischen
Aufgaben giebt es dann immer eine, deren mechanische Formulirung am
einfachsten ist, nimlich die Aufgabe, welche besagt, dass die Bewegung
eines Punktes der Masse 1- bestimmt werden soll, welcher stets in einer
n-fachen Mannigfaltigkeit bleibt, deren Linienelement ds durch Gleichung
(8.) gegeben wird, wihrend der Ausdruck der virtuellen Arbeit durch

U' dargestellt ist. “ Aber auch in jenen singuldiren Fillen ist eine solche
| Zuriickfihrung moglich; nur kann es dann eintreten, dass mehr als ein
Normalproblem der soeben charakterisirten Art existirt.

Bei dieser Anschauung gewinnen auch die Gleichungen

A xd
A. o=
(4) ot =l
auf deren Discussion nunmehr alles ankommt, eine einfache dynamische

Bedeutung. Sie lassen sich auffassen als die nothwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, dass das System von Differentialgleichungen:

’ d*p xA) dp, dp;
0 “_ OPx
(@) a* ﬁ ,;%a di dt
identisch ist mit dem System:
_ d’p, {nl dp, dpx
] A B e k4 _ZrPA
. (") dt* Slul, dt dt

Das erste System lisst sich aber ansehen als das System der Differential-
gleichungen der geoddtischen Linien der n-fachen Mannigfaltigkeit, deren
Linienelement ds durch Gleichung (8.) gegeben wird, und die Frage nach
der allgemeinsten Losung der Gleichung.(4.) bei gegebenen a,, ist daher
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identisch mit der nach der allgemeinsten Form des Linienelementes einer
n-fachen Mannigfaltigkeit, deren geoditische Linien den Differentialglei-
chungen (a’.) geniigen. Da diese Losung, wie im folgenden Abschnitte
gezeigt werden wird, im allgemeinen w,, = ca,, ist, so ergiebt sich damit
zugleich, dass — abgesehen von den singuliren Fillen, fiir welche die Ent-
scheidung dahin gestellt bleiben muss — durch die Differentialgleichungen
der geoditischen Linien, also auch durch die allgemeinen Gleichungen dieser
Linien, das Linienelement der betreffenden n-fachen Mannigfaltigkeit bis* auf
einen constanten multiplicativen Factor eindeutig bestimmt ist. Dass das Um-
gekehrte gilt, dass »-fache Mannigfaltigkeiten, deren Linienelemente iiberein-
stimmen, auch zu denselben allgemeinen Gleichungen der geoditischen
Linien fiihren, ist unmittelbar ersichtlich.

IIL.

Untersuchung des Systems partieller Differentialgleichungen:

nl! ,xl! .
= n hy v=1,2...0)
vV 'w Y la
Gegeben sei ein symmetrisches System von Functionen der » un-
abhingigen Verinderlichen p,, p,, ... p,
a,d (e, A=1,2, ... "),
von dem nur vorausgesetzt wird, dass die Hauptsubdeterminanten nicht iden-

tisch verschwinden. Gesucht wird das allgemeinste System derselben Be-
schaffenheit

w,; (2. A=1,2, ... n)’
welches zu dem gegebenen in der Beziehung steht, dass
: i i
(A) {% } = {x } (2 v=1,2... n)7
v, v,

ist. Die Frage nach einem solchen System w,; hat einen Sinn, weil
w, = ca,,, wo ¢ eine Constante bedeutet, eine Losung von (A.) ist.

Fiir die Untersuchung der Gleichungen (A.) ist von der grossten
Wichtigkeit, dass sie sich ersetzen lassen durch ein vollstiindig gleichbe-
deutendes System homogener linearer partieller Differentialgleichungen erster
Ordnung fiir die w,,. Diese Umformung beruht auf der von Herrn Christoffel
(a. a. O. 8. 50) angegebenen Identitst

® [54[7], = e
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diese Identitét ist iibrigens nur ein specieller Fall einer allgemeineren von
Herrn Lipschits (a. a. O. Bd. 70, Formel (11.)) entdeckten. Mit Hiilfe der

Definition der %x:} erschliesst man aus Gleichung (9.), dass mit den Glei-

w

chungen (A4.) auch die Gleichungen bestehen:
Owe wx uld
(A*) e = %‘{ 5 }aw,,,l—l—%‘ { 5 }aw,,,,.

Eine einfache Rechnung zeigt aber, dass aus den Gleichungen (4*.) um-
gekehrt wieder die Gleichungen (A.) hervorgehen, dass diese also durch
die Gleichungen (A*.) vollstindig ersetzt werden.

Die Gleichungen (A*) erledigen die Frage nach der allgemeinsten
Losung der Gleichungen (A.) ganz direct in dem schon Seite 328 erwihnten
besonderen Falle, dass alle a@,, Constanten sind. Dann wird nimlich

Ow,»

Opu
sodass die oben angegebene Losung w,, = const. sogar die allgemeinste
Losung der Gleichungen (A4.) fiir diesen Specialfall ist, welcher daher fortab
als erledigt gelten kann.

Sollen die Gleichungen (4*.) mit einander vertriiglich sein, so muss

= O (”’7‘:,“=1v2v'--”),

die partielle Ableitung von 85:)”7“ nach p, iibereinstimmen mit der partiellen
]

Ableitung von aaw"z nach p,. Man erkennt leicht, dass diese Infegrabilitdts-
Py

bedingungen auftreten in der Form linearer homogener Relationen zwischen
den w,;. Die Coefficienten in diesen Relationen stehen in enger Beziehung
zu den Coefficienten der von Herrn Lipschitz (dieses Journal Bd. 70, S. 84,
Formel (34.)) aufgestellten quadrilinearen Form ¥, welche eine Covariante
der quadratischen Differentialform

Za,;dp,dp;

ist, und deren identisches Verschwinden die nothwendige und hinreichende
Bedingung dafiir ist, dass diese Form sich in eine Form mit constanten
Coefficienten transformiren lisst. Dieselben Ausdriicke, bis auf einen con-
stanten Factor, treten aber auch in anderem Zusammenhange auf bei Herrn
Christoffel (ebendaselbst S. 54, Formel (13)), wo sie symbolisch mit (x4 uv)
bezeichnet werden. Da dieses Zeichen auch von Herrn Lipschits, jedoch

in ganz anderer Bedeutung gebraucht wird, so halte ich eine andere Be-
Journal fiir Mathematik Bd. CVIIL Heft 4. 43
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zeichnung fiir zweckmissig und setze:

a0 [12] = 2 ) [ e (2 ) L0 020):

Dann ist:
(11) P = _2 3 [:i]aduxduldv#cyv”

x,d,u v

wo die u, und o, neue Variabeln bedeuten. Aehnlich wie durch Gleichung

(6.) aus den Ausdriicken [”:] die Ausdriicke g’;jg hergeleitet wurden, sollen

aus den [:i iJ neue Ausdriicke hergeleitet werden durch:
x0) xa
(12) s[5l e =t
Alsdann ist umgekehrt:

(18) [ e, =20,

godass aus dem Verschwinden der [” a] auch das Verschwinden der %x 0}
nv uvl,

und umgekehrt folgt.
Vergleicht man Formel (13.) mit der von Herrn Christoffel (a. a. O.

S. 53) abgeleiteten:
[Zﬂa:‘§%45%4fq é%j L*Z({§J?L ﬁﬁj%‘»

so iiberzeugt man sich leicht, dass die Gleichungen gelten:
y) 0 0
as) 1), = o g Tl (e 19 =1L )
Bildet man nunmehr die Integrabilititsbedingungen

(9%0,,1 _ 8%0,,1 -0
OpuOpy p,Opu
80 erhiilt man nach einigen Reductionen:

) s ot 3]0 0, = 07,

*) Die Gleichungen (J.) bestehen identisch, wenn alle * Ol identisch verschwinden.
Uvg

Allein dann verschwinden auch alle [; :] identisch, also ist ¥ =0, und man kann

von vorn herein annehmen, dass die a,; Constanten sind. Gerade dieser Fall ist aber
schon erledigt worden.
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Setzt man 2=z und giebt » einen festen Werth aus der Reihe
1, 2, 3, ... n, wihrend » und » beliebig bleiben, also gleich den ln(n—1)
verschiedenen Combinationen zu zweien der = Zahlen 1, 2, ... n" gesetzt
werden diirfen, so erhiilt man die unter (J.) enthaltene Gruppe von 1n(»—1)
Gleichungen:

(Jw) > %” 0} W;, = 0 W, v=12 ..12),

Diese Gleichungen lassen sich ansehen als lineare homogene Gleichungen
fir die Unbekannten w,,, w,,, ... w,,. Ihre Anzahl betrigt fir n =2, 3, 4
beziehlich 1, 3, 6. Durch w,,= a,, sind die Gleichungen (J,.) identisch
befriedigt. Da nun a,, von Null verschieden ist, so kann man den Glei-
chungen (J,.) geniigen, ohne alle = Grossen w,, gleich Null zu setzen;
folglich ist der Rang des Systems

(S ool Gosn)
nothwendig kleiner als =.

Ist der Rang dieses Systems genau gleich »—1, so sind die w,,
durch die Gleichungen (J,.) bis auf einen willkiirlichen multiplicativen
Factor bestimmt. Man geniigt diesen Gleichungen aber durch w,, = a,,,
mithin ist ihre allgemeinste Losung:

Woy = By gy
wo z, eine noch unbestimmte Function der p,, p,, ... p, bezeichnet. Um
diese Function zu bestimmen, setze ich diese Ausdriicke fiir die w,, ein
in die Gleichungen des Systems (A4*.):
(4,%) . %%:2 = w. =1, 2 e,
Dann ergiebt sich:

85,, _ (aa’xx ux )
gy = o =22 00

‘Der Factor von sz, verschwindet aber, weil man den Gleichungen (4,*.)
durch w,, = a,, geniigt; folglich ist

0z, 3
am‘m = 0 @=12...n),
und, da @, nicht identisch verschwindet, g-;-"-:O, also z, gleich einer
“
Constanten C,. Ist der Rang des Systems (S,.) gleich »—1, so sind also
die w,,, w,, ... w,, durch die Gleichungen (J,.) in Verbindung mit den

Gleichungen (A4,*) bis auf die multiplicative Constante C, bestimmt.
43*
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Dies gilt fiir alle = Gruppen (J.); ... (J,.), und ist der Rang der
Systeme (S,.), ... (S,.) gleich n—1, so sind alle w,, bis auf multiplicative
Constanten C, bestimmt. Jetzt ldsst sich aber zeigen, dass unter dieser
Voraussetzung nothwendig die » Constanten C, alle denselben Werth ¢
haben miissen. Es ist niimlich

w0, = w;, = Ca, = Cay, = Ca,,
also
(C.—C)a,, = 0.

Hieraus folgt C, = C,, ausser wenn a,, =0 ist. Die Behauptung ist also
bewiesen, es sei denn, dass gerade fiir einen festen Werth von x

‘ a, =0 A=1,2 ... x=1, 241, ... m)
ist, ein Fall, der einer besonderen Untersuchung bedarf. Er findet iibrigens
statt, und sogar fiir jedes », wenn, was hiufiz vorkommt, die betrachtete
Differentialform nur die Quadrate der Differentiale dp,, dp,, ... dp, enthilt.

Die Gleichungen (J,.) sind jedenfalls befriedigt durch w,, = a,,, also
in dem hier betrachteten Fall durch:

w,=0,...w,,,=0, w,=a,, w,,=0...w,=0

Setzt man diese Werthe der w,, in (J,.) ein, so kommt
‘X
%yvsua“” = O’

sodass in diesem Falle {;:} =0 sein muss, und zwar fiir alle ln(e—1)

a

Werthepaare u, ». Die Gleichungen (J,.) sind daher nur erfiillbar durch
w,, = 0 . (@=1,2 ... 2—1, x+1, ... ),

wihrend w,, in ihnen gar nicht auftritt, also ganz unbestimmt bleibt.
Die Gleichungen (A4,*.) ergeben aber, wie vorher, dass w,, = C,a,, ist.

Da die Gleichungen (J,.) und (4,*.) verbraucht sind, muss man seine
Zuflucht zu den anderen Gleichungen des Systems (J.) nehmen, in denen x
den hier in Betracht kommenden festen Werth hat. Da w,, = 0 ist fiir
o=1,2, ... z—1, z+1, ... n, so sind dies die Gleichungen:

g{;:faw,,ﬁr {xfaw =0 AR
Daher ist:
Gzlio antClhl) aw = 0.
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Nun besteht identisch:

f os

= lu a"ﬁei :saa"" =0

a

mithin muss

(CA—_Cx)‘:: {; :} Qs = 0

sein. Hieraus aber erschliesst man C,=C, fir A=1, 2, ... 2—1, 241, ... n;
denn es ist unmoglich, dass alle Ausdriicke
(15.) %‘{:’:} aul == 0 (u, v=1,2,...n)

sind. Das System dieser Gleichungen geht némlich in (J,.) iiber, wenn
man a, durch w,, ersetzt, folglich ist seine allgemeinste Losung

Ay = O’ e By =0, @,,;,=0,...a,=0.
Das Bestehen aller Gleichungen (15.) wiirde also, da 1 von x verschie-
den ist, @;; =0 zur Folge haben, was gegen die Voraussetzung ist.

Hiermit ist folgendes Resultat gewonnen:
Wenn jedes der » Systeme:

x0 a=12,...n
(Sz} [LV%a (,u,v:], 2,...n)
genau den Rang n—1 hat, so ist die allgemeinste Losung von
%k xd , ,
(4) ;v}w = %vzw B A F= % e )
gegeben durch:
wxl = cau (xA=1,2 ... n)’

wo ¢ eine Constante bedeutet.

Es wird daher alles darauf ankommen,' zu zeigen, dass die Forderung,
der Rang eines dieser = Systeme sei kleiner als n—1, eine wirkliche Beschriin-
kung der Wahl der Functionen a,; bedeutet, dass also nicht etwa fiir jedes
System a,; mindestens eins der Systeme (S,.) von selbst einen Rang kleiner
als z—1 hat,

Zu diesem Zwecke wiirde es geniigen, nachzuweisen, dass, wenn die
a,, als willkiirliche Functionen angesehen werden, mindestens eine der
Unterdeterminanten von (z—1)* Elementen jedes der Systeme (S,.) von Null
verschieden ist; allein mit demselben Aufwand von Rechnung lisst sich zeigen,
dass, wenn man eine beliebige Gleichung aus den Jn(n—1) Gleichungen
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(J,.) herausgreift, man ihr stets »—2 weiteré dieser Gleichungen so zuordnen
kann, dass unter jener Voraussetzung die Verhiltnisse der w,,, w,,, ... w
durch diese n—1 Gleichungen vollstindig bestimmt sind.

Werden die a,, als willkiirliche Functionen der p, angesehen, so
sind ihre Ableitungen nach diesen Variabeln als neue willkiirliche Func-
tionen anzusehen. Daher kann die Determinante:

nx

{x Og

oV (0 =12 ... n—1)
aVa

nur dann identisch verschwinden, wenn das Aggregat der Glieder dieser
Determinante, welche die zweiten Ableitungen der a,, enthalten, fiir sich
verschwindet. Es muss also mit jener Determinante die Determinante:

( ’any, 0%ty ar,, O’tyu, ) ,
- — a
< OpxOpy, ' PPy,  PxOpu,  Opadpy, /%

(o, f=1,2 ... n—1)

identisch verschwinden. Da in jeder dieser (r—1)’ Summen von n Gliedern
das Glied fiir 2 = # identisch verschwindet, so ist diese Determinante gleich
dem .Product:

o=1,2, ... x—1, x+1, ... n)
_1’ w

2 2 2 2
d’appu, ’ay,, 0 ayy, Oy, -]ll' ]
l'ﬂﬁ (a, =12 ... n—1

Opx0ps, ' Op1Opu,  OP«OPu,  OpiOpy,

Der zweite Factor kann, solange a@,, = a,, als willkiirliche Grossen ange-
sehen werden, nicht identisch verschwinden. Aber auch der zweite Factor
ist von Null verschieden. Dies erkennt man so. '
Betrachtet man zuerst die Grossen, die in einem Elemente der Deter-
minante vorkommen, — wobei zu beachten ist, dass die Indices von den a,,,
wie die Reihenfolge der Differentiationen ohne Aenderung des Werthes ver-
tauscht werden diirfen —, so erkennt man, dass der erste Term nur gleich
dem zweiten, der dritte nur gleich dem vierten werden kann und umgekehrt,
und dass dies beziehungsweise fiir v, =%, v,=14, und v, =2, u, =121 ein-
tritt. Jetzt wihle man »—1 verschiedene Werthepaare u, » folgendermassen.
Es habe u fiir alle denselben Werth w,, und es sei » =1, 2, ... u,—1,
wo+1l, ... n. Da u,=1,2, ...n sein kann, so erhiilt man auf diese Weise
n mal n—1 Paare u, v und erkennt leicht, dass diese n(n—1) Paare u, »
alle moglichen Paare w, », und zwar jedes zweimal, enthalten. Ist daher
eine beliebige Gleichung des Systems (J,.) gegeben, so kann man ihr stets
n—2 weitere Gleichungen so zuordnen, dass « constant bleibt. Von diesen
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n—1 Gleichungen ldsst sich nun zeigen, dass die zugehorigen » Unterdeter-
minanten von (r—1)* Elementen, welche die Verhiltnisse der w,, bestimmen,
wenn die a,, willkiirliche Functionen sind, nicht identisch verschwinden.
Zu diesem Zwecke greife ich heraus die Grosse
0% ayu,
Opx0p,
wo A" und » irgend welche festen Werthe haben (nur ist ' =z, » = u,),
und frage, wo diese Grosse in der Determinante
0%ty u, O,  O'ay,  Oay,
OpxOp» ~ Op1Opu,  OPxOpu,  OprOp,

=1,2...2—1, x+1, ... n )
v=12.. M=, uyt1, Lo m

vorkommt. Man erkennt leicht, dass sie nur vorkommt in einem Elemente
der Determinante und in diesem Elemente im allgemeinen einmal; nur fiir
wy=12x, A =» kommt sie darin zweimal vor.
Denkt man sich jetzt die Determinante nach den Grossen
32@1% (2/:1, 2, ... x—1, x+1,...n)
817:: apy v =1, 2, ... pgg—1, pp+1, ... n
entwickelt, so kann sie nur verschwinden, wenn die Aggregate gleicher
Dimension in diesen Grossen identisch verschwinden, also im besonderen,
wenn die Determinante
82(1)_/#0
Opx Opy

dieser Grossen identisch verschwindet. Diese enthilt aber, wenn die a,,
willkiirliche Functionen sind, (n—1)* willkiirliche Functionen.

Hiermit ist der Beweis vollstindig erbracht und die Untersuchung
soweit gefiihrt worden, wie es an dieser Stelle geschehen sollte; es mige
nur noch bemerkt werden, dass die Discussion der Fille, wo die » Systeme
(S,.) micht alle vom Range n»—1 sind, erhebliche Schwierigkeiten zu bieten
scheint.

IV.

Einige Anwendungen des Begriffes der analytischen Aequivalenz dynamischer Probleme
auf bestimmte Aufgaben der Mechanik.

Es diirfte zweckmiissig sein, die Untersuchungen der vorhergehenden
Abschnitte an dem einfachsten Fall der dynamischen Probleme, fiir die
n = 2 ist, zu erldutern.
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Es sei also:
U = P,dp,+P,0p,,

T = 3[an (%) 4 2a, B 22y g, (22)].

Hieraus folgt, dass jede dynamische Aufgabe zweiter Ordnung analytisch
dquivalent ist der Bewegung eines Punktes auf einer Fliche, deren Linien-
element ds gegeben wird durch:

ds’ = ay dpf +2a,, dp, d[)2+ (155 dP;-

Zur analytischen Aequivalenz von zwei Problemen dieser Art ist
nach dem Vorhergehenden hinreichend und, gewisse singulire Fiille ausge-
nommen, auch nothwendig, dass erstens die beiden zugehorigen Flichen auf
einander abwickelbar sind, und dass zweitens fiir entsprechende Punkte
dieser beiden Flichen U' immer denselben Werth hat.

Diese Bedingung ist unter allen Umstinden hinreichend. Man hat
daher den Satz:

Biegt man eine Fliche, auf welcher sich ein materieller Punkt
bewegt, und lisst dabei auf ihn Kriifte wirken, deren Tangential-
componenten fiir jeden Punkt p,, p, der Fliche immer dieselben
Functionen von p,, p, sind, so durchliuft der bewegte Punkt bei
denselben Anfangsbedingungen auf den gebogenen Flichen die
Bahnen, welche aus der urspriinglichen Bahn durch die Biegung
der Fliche hervorgehen; und zwar so, dass zu entsprechenden
Punkten p,, p, immer derselbe Werth der Zeit gehort.

Schon Euler hat in seiner Mechanik (Mechanica sive motus scientia
analytice exposita. Petersburg 1736. T. IL. § 869, 870) dikses Princip der
Biegungen angewandt, indem er dadurch das Problem der Bewegung eines
schweren Punktes auf einem Kreiscylinder zuriickfiihrte auf die entsprechende
Bewegung in der Ebene; die gleiche Zuriickfiihrung ist iibrigens bei jedem
Cylinder moglich. Bei Liouville (Liouvilles Journal, T. XII (1846) S. 358)
findet sich das Princip der Biegungen in den Worten ausgesprochen: ,que
des formules d’analyse identiques entre elles serviront pour le mouvement d'un
point sur deux surfaces susceptibles d’étre appliquées l'une sur T'autre sans
déchirure ni duplicature. Herr Bertrand bemerkt (Liouvilles Journal, T. XVII '
(1851) 8. 121), dass, wenn die Differentialgleichungen der Bewegung eines
Punktes auf einer Fliche gewisse vorgeschriebene Integrale besitzen, auch
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die durch Biegung daraus entstandenen Flichen zu denselben Integralen
filhren. Fiir die Flichen vom Kriimmungsmaasse Null hat Herr Wittenbauer
(Berichte der Wiener Akademie, Bd. LXXI. 1880) die Invarianz der Bahnen
bei Verbiegungen durch rein geometrische Betrachtungen erschlossen. End-
lich habe ich in meiner Inauguraldissertation (Ueber die Bewegung eines
Punktes auf einer Fliche. Berlin 1885.) jenen Satz in der oben angege-
benen Form, nur mit der unnidthigen Einschrinkung, dass U’ ein totales
Differential sei, ausgesprochen und auf seine Bedeutung fiir die Losung
dynamischer Aufgaben hingewiesen.

Das Princip der Biegungen steht in engem Zusammenhange mit der
Theorie der geoddtischen Kriimmung der Curven auf einer Fliche und
ldsst die Invarianz dieser Kriimmung bei Biegungen, welche Minding (Dieses
Journal, Bd. 6, S. 159: ,Bemerkung iiber die Abwicklung krummer Linien
von Flichen“. (1830)) zuerst dargethan hat, unmittelbar erkennen. Auf
der betrachteten Curve bewege sich vom Punkte p,, p, oder A aus ein
materielier Punkt der Masse 1 und durchlaufe im Zeitelemente df das Bogen-
element AB = ds; dann wird er im folgenden Zeitelemente d¢ ein Bogenelement
BC der Curve durchlaufen, das sich von ds nur um Grossen zweiter Ordnung
unterscheidet. Es sei noch BC' das Bogenelement der geoditischen Fort-
setzung von AB, welches der Punkt, sich selbst iiberlassen, im zweiten Zeit-
elemente df zuriicklegen wiirde, und welches auch von ds nur um Grissen
zweiter Ordnung abweicht. Der Winkel CBC' sei gleich dy. Dann ist mit
Vernachlissigung unendlich kleiner Grossen erster Ordnung die geoditische
Kriimmung ¢, der Curve im Punkte B gleich dy :ds, folglich auch gleich
CC :ds’. Mithin ist ¢, nichts anderes als die Componente der bewegen-
den Kraft in der Tangentialebene der Fliche senkrecht zur Tangente der
Bahn, dividirt durch das Quadrat der Geschwindigkeit an dieser Stelle der
Bahn (vergl. auch den Aufsatz von Herrn Resal, Liouvilles Journal, Sér. III,
T. 3 (1877) S. 82 und die Bemerkung, welche Herr 0. Bonnet ebendaselbst
S. 207 macht). Biegt man nunmehr die Fliche und lisst den Punkt sich
bei denselben Anfangsbedingungen und unter Einwirkung von Kiriiften be-
wegen, welche dieselben Functionen von p,, p, sind, wie vorher, so wird
die durch Biegung aus der gegebenen Curve entstandene Curve beschrieben;
fir diese Curve hat daher auch ¢, den alten Werth.

Jetzt denke ich mir umgekehrt zwei Flichen gegeben. Auf jeder
von ihnen bewege sich ein materieller Punkt unter dem Einfluss gegebener
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Krifte. Stellt man die Differentialgleichungen der Bewegung auf und findet
in beiden Fillen genau dieselben Gleichungen, so lisst sich daraus er-
schliessen, dass die Flichen auf einander abwickelbar sind, es sei denn,
dass einer jener singuldren Fille vorliegt, welche eine besondere Unter-
suchung erfordern. Diese Untersuchung ldsst sich aber fiir den Fall =2
leicht durchfiihren. Dabei wird sich zeigen, dass das Auftreten singulirer
Fille keineswegs in einem Mangel der Untersuchungsmethode seinen Grund
hat, dass vielmehr wesentliche Unterschiede in der Natur der quadratischen
Differentialformen eine Scheidung von Fillen bedingen.

Jene singuliren Fille waren dadurch charakterisirt, dass nicht alle
n Systeme (S,.), (S.), ... (S,.) den Rang n—1 hatten. Fiir » =2 zeigt
eine einfache Rechnung, dass man hat:

(5.9 Sk Gk
) —Th

wobei k das Krimmungsmaass der quadratischen Differentialform

@y dpf-l* 2a, dp, dpr}‘ (1553 dpg
bedeutet. Der Rang dieser beiden Systeme ist im allgemeinen gleich 1.
Gleich Null kann er nur werden, wenn k verschwindet. Dann darf man
aber von vorn herein voraussetzen, dass die Coefficienten a,, @y, @, Con-
stanten sind. Die allgemeinste Losung der Gleichungen (A4.) erhilt man
dann, wenn man w,, w,, w, ebenfalls gleich (willkiirlichen) Constanten
setzt. Mithin hat die zweite quadratische Differentialform

”’11dp$+2w12d]’1dpz+wz'zdpg
ebenfalls das Kriimmungsmaass Null. Da nun alle Flichen vom Kriim-
mungsmaasse Null auf einander abwickelbar sind, so bleibt der Schluss
von der Uebereinstimmung der Differentialgleichungen der Bewegung auf
die Abwickelbarkeit der Flichen richtig. Allein dieser Schluss beruht in
dem reguliren Falle darauf, dass, wenn die Differentialgleichungen der Be-
wegung identisch sind, auch die Linienelemente, welche diese Gleichungen
liefern (bis auf die Constante der mechanischen Aehnlichkeit) identisch sein
miissen, wiihrend er in dem singuliren Fall nur dadurch ermdglicht wird,
dass die an sich verschiedenen Linienelemente durch Transformation der
Variabeln in einander iibergefiihrt werden konnen.
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Zum Schluss soll noch ein Beispiel fiir ein System von unendlich
vielen materiellen Punkten gegeben werden, dessen Bewegung analytisch
dquivalent ist der Bewegung eines Punktes auf einer Fliche, ein Beispiel.
das ich im Winter 1887/88, angeregt durch eine Mittheilung meines ver-
ehrten Lehrers Herrn Kronecker, mit dem ich damals in lebhaftem Verkehr
sfand,' untersucht habe.

Die Bewegung einer starren mit Masse belegten Geraden im Raume
léisst sich zerlegen in die Bewegung der gebmetrischen Geraden, welche die
starre Gerade enthilt, und die Verschiebung dieser in jener, ist daher eine
Aufgabe finfter Ordnung. Die Ordnungszahl kann sich aber erniedrigen,
indem Bedingungen hinzutreten. Da von vorn herein bei dieser Untersu-
chung Bedingungen, welche die Zeit enthalten, ausgeschlossen worden sind,
80 bleiben nur zwei Moglichkeiten. Entweder gestattet man die Verschie-
bung der starren- Geraden in der geometrischen Geraden, oder verzichtet
darauf. Will man eine Aufgabe zweiter Ordnung erhalten, so muss man
daher entweder annehmen, dass die starre Gerade stets Mitglied eines
Strahlensystems bleibt, und dass dabei ihre Lage im Strahl durch Angabe
des Strahls bestimmt ist, oder dass die starre Gerade gezwungen ist, auf
_einer geradlinigen Fldche zu bleiben. Eine genauere Untersuchung wird aber
zeigen, dass der zweite Fall schon im ersten enthalten und als Awusartung
desselben anzusehen ist. Vorausgesetzt, dass die wirkenden Kriifte nur
von den beiden Bestimmungsstiicken p,, p, der starren Geraden abhingen,
sind die beiden eben angegebenen Bewegungen analytisch iquivalent der
Bewegung eines Punktes auf gewissen Flichen. Es wird daher vor allem
darauf ankommen, das Linienelement dieser Flichen herzustellen.

Handelt es sich um die Bewegung e¢iner starren Geraden in einem
Strahlensystem, so lege man der Untersuchung die Fliche zu Grunde, welche
alle moglichen Lagen des Schwerpunktes der Geraden in sich begreift,
und ordne jedem Punkte p,, p, dieser Fliche vermoge des durch ihn gehen-
den Strahles einen Punkt p,, p, auf der Gaussschen Einheitskugel zu. Das
Linienelement der Schwerpunktsfliiche sei ds, das zugehorige der Gaussschen
Kugel do.

Jetzt hat man die lebendige Kraft T der starren Geraden zur Zeit ¢
zu bilden. Die Schwerpunktscoordinaten zur Zeit £, bezogen auf ein recht-
winkliges im Raume festes Coordinatensystem, seien a, b, ¢; die Richtungs-
cosinus der starren Geraden zu derselben Zeit e, (3, . Bezeichnet dann
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4 die Entfernung eines Punktes =z, y, sz der starren Geraden von ihrem
Schwerpunkte, so ist:

c=a+t+de, y=>b+iB3, z=-c+iy.
Die Bewegung der starren Geraden im Zeitelemente (¢...i+dt) setzt sich

zusammen aus einer Parallelverschiebung derselben, bei welcher «, f3, y
ungeiindert bleiben, und a, b, ¢ sich so indern, dass

da*+db*4-dc* = ds’
ist, und einer Drehung der starren Geraden um den Schwerpunkt, bei wel-
cher sich nur e, 3, ¥ und zwar so éndern, dass

do’+dFP+dy? = do’
ist. Wird die Masse im Punkte z, y, 2 mit u(1)di bezeichnet, so ist die
Masse der schweren Geraden gleich

Su@®ad,

dieses Integral darf daher gleich 1 gesetzt werden. Da 2=0 der Schwer-
punkt der Geraden ist, so muss

Sru@ydr =

sein. Endlich wird das Trigheitsmoment der starren Geraden in Bezug auf
ihren Schwerpunkt durch:

ﬁm(z)dz =
gegeben.
Nach diesen Vorbereitungen hat man:
2T=/’“‘mdl{ a T dt>+( )+(dt+ dt)%

= () 4e(doy,

woraus folgt:

Die Bewegung der starren Geraden in dem Strahlensysteme
ist analytisch iquivalent der Bewegung eines Punktes auf einer
Fliche, deren Linienelement dS durch

\ dS® = ds*++do*
gegeben wird.
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Lisst man nunmehr das Strahlensystem degeneriren in eine gerad-
linige Fliche und gleichzeitig die Schwerpunktsfliche in dieselbe ge-
radlinige Fliche tibergehen, so kommt man genan zu dem Fall der Be-
wegung einer starren Geraden auf einer geradlinigen Fliche. Die Strahlen
ergeben aber auf der Gaussschen Kugel nur eine Curve, fiir einen Cy-
linder sogar nur einen Punkt. Beim Cylinder ist also do =0, und mithin
dS =ds, d. h.:

Die Bewegung einer starren Geraden auf einem Cylinder ist gegeben
durch die Bewegung ihres Schwerpunktes auf dem Cylinder, wenn in diesem
alle Masse der starren Geraden vereinigt wird.

Im allgemeinen Falle kann man die Bogenlinge jener Curve auf
der Gaussschen Kugel als Variable p, wihlen. Dann erhilt man dS aus
der Formel:

dS* = ds’+*dp;.

Die Variable p, hat die einfache geometrische Bedeutung, dass die Linien
p. = const. die erzeugenden Geraden der betrachteten Fliche sind. Als
Variable p, darf man dann wihlen die Linge einer solchen Geraden, ge-
messen von einer festen Curve auf der Fliche. Dann wird die geradlinige
Fliache dargestellt durch:

z = @(p,)+e(py).ps,
y = w(p)+L(p)-ps,
3 = x(p)+y (p2).ps

a2+62+72 1,

d’+df*+dy* = dp;.

Setzt man zur Abkiirzung:
adp+pdy+ydy = fdp,,
do*+dy’ +dy* = gdp;,
dodp+dfBdy+dydy = hdp;,
so ergiebt sich aus diesen Gleichungen der Fliche:
‘ ds’ = dpi-+2fdp,dp,+(g+2hp,+p?)dp3,
und es ist daher:
dS* = dpi+2fdp,dp.+(g-++2hp,+pi) dpi.

Betrachtet man umgekehrt die geradlinige Fliche (vergl. Minding, dieses
Journal Bd. 18 (1836) S. 297):



346 Stdckel, iiber die analytische Aequivalens dynamischer Probleme.

X _—:/(cospz./hsinpg.h)dpg-kcos;)z.pl,
Y = [(sinp,.f+cosp,.h)dp,+sinp,.p,,
Z = [Vg+7—F—Rdp,

8o erkennt man leicht, dass das Quadrat des Linienelementes dieser Fliche
genau gleich dS® ist, d. h.:
Die Bewegung einer starren Geraden auf einer geradlinigen
Fliche ist analytisch dquivalent der Bewegung eines Punktes auf
einer zugeordneten ebenfalls geradlinigen Fliche.

Statt dieser zweiten geradlinigen Fliche darf man aber auch irgend
eine durch Biegung aus ihr entstandene wilhlen, welche letztere keines-
wegs geradlinig zu sein braucht.

Setzt man im besonderen:

f=0, g=const, k=0,
80 wird:
ds’ = dpi+(g-+pDdp;, dS* = dpi+(g-+"+pddpi,
und es konnen ds und dS angesehen werden als Liniehelemente der Schrau-
benfliichen (hélicoides gauches):
T = COSp,.p;, y=sinp,.p, z="Vg.p,
und:
X =cosp,.p,, Y=sinp,.p, Z=7Vg+2.p,.
Bekanntlich (vergl. Minding a. a. O. S. 365) lisst sich jede solche Schrau-
benfliche in die Rotationsfliche einer Kettenlinie verbiegen, wobei die er-

zeugenden Geraden in die Meridiane iibergehen. Als zugeordnete Fliche
mit dem Linienelemente ds kann man also auch wiihlen das Catenoid:

AT AT o _ [ Vg+x'dp,
X = Vg+#'+pi.cosp,, Y=Vg+»+pi.sinp,, 3 ”/Vﬁﬁﬁ
Nun habe ich das Jacobische Problem der Bewegung eines Punktes auf einer
Rotationsfliche, wenn die Kriiftefunction in den Parallelkreisen constant ist, in
meiner oben erwihnten Inauguraldissertation in voller Allgemeinheit gelost™).

Damit ist aber nach dem Principe der Biegungen auch die Bewegung eines

*) Im dritten Abschnitt findet man eine Zusammenstellung der zahlreichen Litteratur
iiber diesen Gegenstand.
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Punktes auf einer Schraubenfliche erledigt, wenn nur die Kriftefunction in den
orthogonalen Trajectorien der erzeugenden Geraden constant, also in der hier
angewandten Bezeichnung eine Function von p, allein ist. Folglich ist auch
die Bewegung einer starren Geraden auf einer Schraubenfliche, wenn die
Kriiftefunction allein von p, abhiingt, als bekannt anzusehen.

Herr Fernbach hat in seiner Inauguraldissertation (Ueber die Bewe-
gung einer homogen mit Masse belegten starren Geraden auf einer gerad-
linigen Fliche. Halle 1887.) die Bewegung einer homogen mit Masse be-
legten starren Geraden auf einem Kegel untersucht, dessen Scheitel die starre
Gerade anzieht. Diese Bewegung ist ein besonderer Fall der eben erwiihn-
ten Bewegung auf einer Schraubenfliche und konnte daher nur auf einen
Specialfall der von mir allgemein discutirten Differentialgleichung fiihren;
so erklirt es sich, dass Herr Fernbach den vierten Abschnitt meiner Inau-
guraldissertation fast wortgetreu in die seinige iibernehmen konnte.

Auch die iibrigen Fille, in denen die Bewegung einer starren Ge-
raden auf einer geradlinigen Fliche untersucht worden ist, lassen eine éhn-
liche Behandlung zu.

Die Bewegung einer schweren starren Geraden auf einem parabo-
lischen Cylinder, welche Herr Lattich (Inauguraldissertation. Jena 1883.)
mit grossem Aufwand von Rechnung behandelt hat, fiilhrt man so unmittel-
bar auf die elementare parabolische Wurfbewegung zuriick.

Herr Tuphorr (Inauguraldissertation. Halle 1883) untersucht die Be-
wegung einer schweren starren Geraden auf einem verticalen einschaligen
Rotationshyperboloid. Ist die Gleichung dieser Fliche:

m2+y2 Z2 _
o T we—n ! th 2= 1%
s0 darf man setzen:
S
T = ——acoslpz-r—fsmlpz.p,,

o 1
y = +asinip,+—-cosip,.p,,

s = AP Lp.
Dann wird das Quadrat des Linienelementes dieser Fliche:
ds* = dpi+2adp,dp,+(a’V'+p;)dp;,
und das Quadrat des Linienelementes der zugeordneten Fliche ist:
dS* = dpi+2adp,dp,+(a’’+ ="+ p}) dp3;
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als zugeordnete Fliche kann man also wihlen ebenfalls ein einschaliges
Rotationshyperboloid, ndmlich dasjenige, in dem das 4> der ersten Fliche
durch

2

x
B

ersetzt ist.

Die Bewegung eines schweren Punktes auf einem solchen verticalen
Rotationshyperboloid fiillt aber ebenfalls unter die in meiner Inaugural-
dissertation behandelten Bewegungen.




