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Zum letzten Fermatschen Theorem.
Von Herrn Arthur Wieferich in Miinster i. W.

Im 128. Bande dieses Journals (1905, S. 45—68) hat Herr Mirimanoff
als sog. Kummersches Kriterium folgenden Satz formuliert:
Wenn die Fermatsche Gleichung

2 4y +2F =0

bei ungeraden Primzahlexponenten durch zu p prime z,y,z losbar sein
soll, so miissen die Kongruenzen

(l.) (I)i Bp_"EO (mOd. p)

2

befriedigt werden fiir 1=3,5,...p—2, wobei
: p—1 -
(2.) =2 (=175
. B j=1

ist und B; die ¢-te Bernoullische Zahl bedeutet. In der vorliegenden
Arbeit soll nunmehr nachgewiesen werden, dal das Bestehen der Kon-
gruenzen (1.) notwendig die Kongruenz

2'=1 (mod.p?)

nach sich zieht.
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§1.
‘Es ist
(3.) te"—tP e =(1+ te”)pg(—l)"“l the®.
=1

Die z-te Ableitung von (3.) nach v wird alsdann fiir v =0
t—p" = (14+ 1) @yiat (), + ()t @y + oo + (2 bt ()

Setze ich noch %ﬁ = ¢, so erhalte ich leicht das Gleichungssystem

G Pei1t D)@t Q) Pumatooo + (21 e+ () pr=1—8""p",
3Pt (1) Pt oo + (22 o+ (G3) = 1—8""p* 1,
'9‘,0,,—1“*" et (;:g) P+ (::g) Pr= 1 _tp_lpx-z’

(4.)
. +(g) o+ (3) pr=1—00""p°,
et (B it () p=1—07"p",
G@pt (1) pr=1—8""p,

G =1—p.
Aus (4.) will ich nunmehr ¢, ;= A‘j ! bestimmen. Es ergibt sich sofort
(5.) ‘  d=91,
Ferner ist

127 () 6) () (5 )
1=t 8 (7). () (D) 6D

l—tp—;pz o 0 ... 9 (f) (g)
1—-2p 0 0 ... 0 9 ()
1—¢1 0 0 ... 0 0 9
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Multipliziere ich die Reihen obiger Determinante der Reihe nach mit
1,2,%(z—1),...,%2(2—1)+++3.2, 22 (x—1)..-2-1, so erhalte ich

1—~p” B 6 .. ©
(l_tl’—‘lpx—l)z '9.z (x—l—'l)z...(::})z
A,+1x*(z;1)**l-.-22-1= ¥ ‘ ‘

(1—#1p¥)(z—1)---3 0 0 .,.(é)z(z——l)---3.
(1—#1p) 2(%—1)+-2 0 0 ...(})x(x—1).--2
1—#Y) x(x—1)-.-1 0 0

oz (2—1)--01

Setze ich jetzt aus den Kolonnen der Reihe nach die Faktoren
1,%,%(x—1),...%2(x—1) --2-1 heraus, so wird, wenn ich noch zur Abkiirzung

1
TR
setze,
1—¢p” ) o 0 ..., e,
(L—erp* ) 9 oy .l 5 O,
4=
Q1—t"'p*)2(2x—1)--+3 0 0 ... 0; @
(1—e'p)e(x—1) -2 0 0 ... 9 e
(1—& Y %(z—1) -1 0 0...0
Es sei nun -
o Cy... 0, o
I @y e, 0y
0 9... ¢3 e,
(6. 7,

0 0... o o
0 0... & oo
Journal fir Mathematik. Bd. 136. Heft 8/4. .39
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gesetzt. Dann wird

dypy=(1—0p")F—x(1—"1p 1) I F .-
+(—=1)*tx(2x—1)...3.2(1—""1p)IF,_,
+(—1)%(x—1).+2.1(1—# ) F,,

oder auch

4, =z, —a, 3 'F o, P 2F 4o +(— 1) P, 3*F,_,
+ (1) F,  +(—1)F
(7.)
_tp-—l {pxg,x__xpx——l&x—lFl +x(x__1)px—2'9m—2F2_.”

+ (=1 % (2—1)-+-3.2pIF,_ 4 (—1)%(2—1)...2.1F,} .

Aus (6.) ergibt sich nun leicht, dafl allgemein

(8)  F=aFo—adF, e g+ (1) e, 978,
+ (=1 a9

ist. Es ist also

o, —o, 3T A+ (— 1) 2ty PF,_,+ (1) O F,
= ('—71)*—1'9Fx'

Folglich wird w
A =2 (=11 9F, +(—1)*F,}
— e p* F— e+ (—1) 2 (2—1)---2p 3 F,_,
+(—1)*%(x—1)---2-1F|
= (—1)tx!{9—1 +07F,
~t"“1{pf'-9"—-5-'+(”'1)x_1”(”—:1)’"270'91?"—1%'
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Es werde nun vorausgesetzt, dal
¢t weder =0 noch =—1 (mod. p)

ist. Weiterhin ist leicht zu sehen, daB F; fiir +<Cp nie die Zahl p im
Nenner haben kann. Demnach wird, da #'=1 (mod. p) ist,

(9.) : Aoy =(—1"219F, (mod. p)

fir »=1,2,...p—1.
Aus (5.) und (9.) ergibt sich endlich

_(—1y F,

(10.) Pepr =g~ (mod. p).
§2
Es sel
@6 () 0
O G WO o ) B G
0 9 ...(B (2
(1L.) G, = :

0 0 ... (x—1i+2) (x—;&'-}-2)

0 0 ... 9 (7'

Dann finde ich leicht, indem ich wie in § 1 verfahre, dal

%!
G;

ist, d. h. daB3
(12.) Gi=(—1)"" (:) ¥ pip1 (mod. p) ‘

1st.
39*
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Speziell fiir ¢ = ergibt sich

@ G .G ()
& (). (G2 (D)
0 9 ...(:33) (22)
(112,) Q,=
0 @ @)
0 0 9
und
(12a‘) ’ Gx E(_l)x_l'f}x(px-i-l (mOd' p)'

Addiere ich jetzt in (112.) die resp. mit A*~', A*2...2%, 1 multiplizierten
Kolonnen zur letzten Kolonne, so erhalte ich

NG (i) A4y —a
I (... A+ = 9!
0 9 .G QA+ = 9t

0 0 ... () (A+rP—1494
0 0 ... ¢ (A+1)—r+92

wobei 4 eine beliebige Zahl ist.
Setze ich noch

(13.) (LHAY —Hp OB =1+ A)+ (9—1)W=H,, ,,
so wird

G,= (1191 (H, ,— I )+( )'—2.9'—211 G+
+32H4Gx—3_‘9Han—2+H Gz—la
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d. h. nach (12.) und (122.)
_'9([]x+1 -=~—Hx+1 + Vi + (:) H:'(Pi’- + (,2') Hx——l Ps +ee

(14.)
+ () Hopyo + (Zo) Hypuy + (,21) He s (mod. p).

§ 3.

Ich summiere jetzt die Kongruenzen (14.) iiber
A=0,—1,2,—3,...p—1,—p.
Setze ich zur Abkiirzung

| 121 g%—1 4 gz, .—-(p—l)z"_1 + pzi_l: By ;
(15.)
17 4 2% 4 3% oo - (p—1) + PP =8, 4,

so erhalte ich leicht
2H27 - (2‘3)%2],
A=0,—1,2,...—p

X >H, =98,
'(16~) /1=0,—1,2,...—23;;l AR

S d
= w+1| , je nachdem =z [ gerade L.
1=0,—1,2,...—p — ,,+J l ungerade
Ersetze ich noch # durch 2x—1, so erhalte ich endlich
(17.) — 3y, =—2%By; + (2ff_1) 3 8o P2+ (*31)(2—9) Bor 2 s

Fooe (53 985 Pars + (222) (2—9) By o,y -
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Es ist nun

8,;:1=0 (mod. p),
ferner bekanntlich

2-——1

B, = (—1)"'B; (mod. p),

wo B; die j-te Bernoullische Zahl bedeutet.
Die Kongruenz (17.) geht demnach iiber in

. 22z—2_ﬁ1
— I P =—2By, + (*3')(2—9)B,_1 s 1 tnrr
. 921
+(222) (2—3) By pay 1
. p—1
oder, wenn ich noch x= 5 setze ,

231
(18) =99, =—29, ,+ 2= |(T)Brs * psgut e

2

—1
DB I ga)
Wir wollen nunmehr annehmen, dafl die Kongruenzen (1.)

@; B_p___.; =0 (mod.p)

[

samtlich erfiillt seien, daBl also.

%B@EO,
2

¢ B, s =0,
2

¢, B; =0,

Pp2 By =0
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sei. Dann liefert also (18.) die Kongruenz
(19.) ' 9, 1=2%8,; (mod.p).

Es ist nun nach (2.)

—1 , .
Ppa= 2 (=172,
i=1

d. h.
: i ) .
(pp_l»Et—§t2+gt3-—-..._ZT_Tl tp 1
E% B+ @)+ GH oo (7)Y
=HPZI=E (mod. p)

Es 1aBt sich nun leicht zeigen, daB ¢, ,=0 sein mul modulo p, daB also
(1+4¢P—1—¢ durch p* teilbar sein muB. Es ist nidmlich ¢ das Verhiltnis

.

. . - 1
zweler der GroBen z,y,z, etwa tz*Ji

Dann wird

(x+ypP—ar—yr
par ’

Ppa=
d. h. da z+y+2=0 (mod. p), gleich 4p ist,

_(Ap—2p —aP—y?
(pp—-l = P P

=0 (mod.p).
Es muBl daher auch

(20.) B, ;=0 (mod.p)
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sein. Es ist aber

_ 1 1 1
%”_1:1_5_{-3 ..... p—1
=IO O+ @+ ()

Da die Werte £=0 und t=—1 nicht in Betracht kommen wegen
der Annahme, daBl z,y, 2z prim zu p sind, so ergibt sich also ganz all-
gemein, daB das Bestehen der Kongruenzen (1.) die Kongruenz

21'=1 (mod.p?

bedingt.




