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Eine Axiomatisierung der Mengenlehre.

Von J. ¢. Neumann in Budapest.
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I. Das Axiomensystem.
§ 1. Prinzipielles zur Axiomatisierung der Mengenlehre.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, eine logisch einwandfreie axiomatische
Darstellﬂng der Mengenlehre zu geben. Ich méochte dabei einleitend einiges iiber
die Schwierigkeiten sagen, die einen derartigen Aufbau der Mengenlehre erwiinscht
gemacht haben.

Die Mengenlehre hat bekanntlich in ihrer ersten, ,,naiven Fassung, die ihr
Cantor gab, zu Widerspriichen gefiihrt. Es sind die bekannten Antinomien von
der Menge aller Mengen, die sich nicht enthalten (Russell), von der Menge aller
transfiniten Ordnungszahlen (Burali-Forti), von der Menge aller endlich definier-
baren reellen Zahlen (Rickard)!). Da die naive Mengenlehre unleugbar zu diesen
Widerspriichen fiihrte, aber andererseits ein umgrenzter Teil ihrer Sédtze exakt-
zuverléssig zu sein schien, und da obendrein die moderne Formulierung der Mathe-
matik auch unbedingt ein mengentheoretisches Fundament benétigte, so hat es
an Versuchen zur ,,Rehabilitation* der Mengenlehre nicht gefehlt.

Dabei sind grundsitzlich zwei verschiedene Richtungen zu unterscheiden.
Eine Reihe von Autoren sah sich durch die Antinomien der Mengenlehre veranlaBt,

1) Siehe z. B. Poincaré, Wlssenschaft und Methode, deutsch von F. und L. Iit'/ndemamt,
Leipzig-Berlin, 1914.
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das gesamte logische Fundament der exakten Wissenschaften einer Kritik zu unter-
ziehen. Sie setzten sich das Ziel, die ganze exakte Wissenschaft auf eine allgemein
einleuchtende neue Basis zu stellen, von der das ,,richtige in Mathematik und
Mengenlehre wieder erreicht werden konnte, aber das Widerspruchvolle vermoge
der unmittelbar-anschaulichen Fundierung a priori ausgeschlossen sein muBte.
Es sind hier die Herren Russell, J. Konig, Weyl, Brouwer zu nennen ). Sie gelangten
zu ganz verschiedenen Resultaten, aber der Gesamteindruck ihrer Tatigkeit ist
ein geradezu vernichtender. Schon bei Russell erscheint die ganze Mathematik
und Mengenlebre als auf dem hochst problematischen ,,Reduzibilitits-Axiom*
beruhend, und Weyl und Brouwer lehnen konsequent den grofiten Teil von Mathe-
matik und Mengenlehre als vollkommen sinnlos ab. Es hat sich hier iiberhaupt
keine Rehabilitation der Mengenlehre ergeben, wohl aber eine sehr scharfe Kritik-
der bisher gebrauchten elementar-logischen SchluBweisen, insbesondere der Prin-
zipien ,,vom ausgeschlossenen Dritten*, ,,alle, und ,,es gibt‘.

Die andere Gruppe, die Herren Zermelo, Fraenkel und Schinflies, hat von
einer so radikalen Revision abgesehen 2). Die logische Methode wird nicht weiter
kritisiert, sondern beibehalten; nur der (zweifellos unbrauchbare) naive Begriff
der Menge wird verpént. Man wendet, um diesen Begriff zu ersetzen, die axio-
matische Methode an; d. h. man konstruiert eine Reihe von Postulaten, in denen
das Wort ,Menge‘* zwar vorkommt, aber ohne jede Bedeutung. Unter ,Menge*
wird hier (im Sinne der axiomatischen Methode) nur ein Ding verstanden, von dem
man nicht mehr weiB und nicht mehr wissen will, als aus den Postulaten iiber es
folgt. Die Postulate sind so zu formulieren, daf aus ihnen alle erwiinschten Sétze
der Cantorschen Mengenlehre folgen, die Antinomien aber nicht. Das letztere weifl
man allerdings bei diesen Axiomatiken nie ganz gewi. Man sieht nur, daB die
bekannten SchluBweisen, die zu ihnen fihren, versagen, aber wer weil, ob es nicht
andere gibt? Ein regelrechter Widerspruchsfreiheitsbeweis ist in diesem Zusam-
menhange offenbar iiberhaupt undenkbar. Denn die Methode, mit der Hilbert die
Widerspruchsfreiheit der verschiedenen Geometrien nachwies 3): ZuriicRfithrung
auf die Widerspruchsireiheit der Arithmetik und Analysis versagt hier. Ein direkter
‘Widerspruchsfreiheitsbeweis (ohne Verschiebung des Problems) wiirde aber, da
noch vieles in der Logik selbst zu kléren bleibt, offenbar in den Bereich der oben-

Y) Russel-Whitehead, Principia Mathematica, Cambridge 1910—13; J. Kénig, Neue Grund-
lagen der Logik, Arithmetik und Mengenlehre, Leipzig 1914 (posthum); Brouwer, Intuitionistische
Mengenlehre (Jahreshericht der deutschen Math.-Ver. 28, 1920, S. 203—208); Weyl, Uber die neue
Grundlagenkrise der Mathematik (Math. Zeitschrift 10, 1921, 8. 89—79).

%) Zermelo, Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre I (Math. Analen 65, 1908,
S. 261—281, ohne Fortsetzung geblieben); Fraenkel, Uber den Begriff ,definit’ und die Unabhiingig-
keit des Auswahlaxioms (Sitzungsbetichte der PreuB. Akademie der Wissenschaften 1922, Math.-Phys.
Klasse, S. 263—267); Die Axiome der Mengenlehre (Scripta Univ. atque Bibl. Hierosol., Math. et
phys., Vol. 1.); Einleitung in die Mengenlehre, Berlin 1923 (2. Auflage, 8. 184 ff.); Untersuchungen
tiber die Grundlagen der Mengenlehre (Math. Zeitschrift 22, 1924, S. 260—273); Schinflies, Zur
Axiomatik der Mengenlehre (Math. Annalen 83, 1921, S. 173-—200 Bemerkung zur Axiomatik der
GroBen. u. Mengen (ebenda 85, 1922, 60—64).

%) Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Leipzig (mehrere Auflagen seit 1899).
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erwahnten ersten Gruppe gehoren. Die angekiindigten Arbeiten von Herrn Hilbert
haben ihn zum Ziel ).

Diese zweite Gruppe will also unter peinlicher Vermeidung des naiven
(Cantorschen) Mengenbegriffes ein Axiomensystem angeben, aus dem die Mengen-
lehre (ohne ihre Antinomien) folgt. Ihre Untersuchungen kénnen das eigentliche
Problem zwar niemals so vollstindig erledigen, wie die der ersten Gruppe, aber
ihr Ziel ist viel klarer und nédherliegend. Es kann zwar niemals auf diesem Wege
gezeigt werden, daB die Antinomien wirklich ausgeschaltet sind; auch haftet den
Axiomen immer viel Willkiir an2). Aber eines kann hier sicher erreicht werden: Es
wird genau angegeben, was der rehabilitierbare Teil der Mengenlehre ist, und worum
es sich handelt, wenn in Zukunft von der vollstindigen ,,formalistischen Mengen-
lehre** gesprochen werden wird.

Die vorliegende Arbeit gehort der zweiten Gruppe an. Im folgenden soll ein
System von Postulaten angegeben werden, aus dem die ganze bekannte Mengen-
lehre logisch einwandfrei folgt. Allerdings ist ,,logisch einwandfrei* in dem Sinne
zu verstehen, in dem dies in der Mathematik bisher verstanden wurde. Es wird
nicht versucht werden auch im Sinne des Brouwer-Weylschen Intuitionismus ein-
wandfreie Herleitungen zu machen. Ich méchte indessen bemerken, dafl auch das
ziemlich leicht (mit einigen unbedeutenden Modifikationen) erreichbar wire, worauf
ich aber prinzipiell verzichte: widerspricht doch die axiomatische Methode an sich
dem Wesen des Intuitionismus. (Intuitionistisch hitte hochstens ein Axiomen-
system einigen Sinn, fiir das auch der Widerspruchsfreiheitsbeweis intuitionistisch-
korrekt gefithrt ist. Nach einer AuBerung Brouwers zu schlieBen nicht einmal
das 8). — °

Eine Reihe wesentlicher prinzipieller Fragen werden noch im Teile II behan-
delt werden, da sie die Kenntnis des Axiomensystems voraussetzen.

§ 2. Allgemeines iiber die Axiomatik.

Die Aufgabe unserer Axiomatik ist offenbar, alle erwiinschten Mengenbil-
dungen durch eine endliche Anzahl rein formaler Operationen (deren Ausfithr-
barkeit eben durch die Postulate garantiert ist) herzustellen. Vermeiden mufl man
aber die Mengenbildungen durch Zusammenfassung oder Aussonderung von Ele-
menten usw., sowie das bei Zermelo noch auftretende unklare Prinzip der ,,De-
finitat*.

Wir ziehen aber vor, nicht die ,,Menge‘, sondern die ,,Funktion* zu axio-
matisieren. Der letztere Begriff umfalt ja gewiBl den ersteren. (Genauer: beide

1) Hilbert, Neubegriindung der Mathematik 1. (Abh. des Math. Seminars der Hamburgschen
Univ. 1, 1923, 8. 167—175); Die logischen Grundlagen der Mathematik (Math. Annalen 88, 1923,
S. 151—165).

2) Eine gewisse Rechtfertigung der Axiome ist es freilich, daB sie, wenn man das axiomatisch-
sinnlose Wort ,Menge* in ihnen im Cantorschen Sinne nimmt, in evidente Aussagen der naiven
Mengenlehre iibergehen. Aber was man aus der naiven Mengenlehre fortliBt — und gerade das ist
das Wesentliche zum Umgehen der Antinomien — ist unbedingt willkiirlich).

3) Brouwer, Intuitionistische Mengenlehre (s. o. S. 220, FuBnote 2). Vgl. Fraenkel, Die neuen
Ideen zur Grundlegung der Analysis und Mengenlehre (Jahresber. d. Deutsch. Math.-Ver., 33, 1924, 8. 98).
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Begriffe sind vollkommen gleichwertig, da die Funktion als Menge von Paaren
und die Menge als Funktion niit 2 Werten aufgefaBt werden kann.). Der Grund
dieser Abweichung vom gewohnten Vorgehen ist der, daB jede Axiomatisierung
der Mengenlehre den Begriff der Funktion beniitzt (Aussonderungsaxiom, Er-
setzungsaxiom, siehe Seite 7 und 11), und dabei ist es formal einfacher, den Begriff
der Menge auf den der Funktion zu stiitzen als umgekehrt. — Das anschauliche
Bild des axiomatisierten Systems ist das. folgende:

Wir betrachten zwei Bereiche von Dingen, den der ,,Argumente‘‘ und den der
s, Funktionen‘’. " (Beide Worte sind natiirlich rein formal ohne jede Bedeutung zu
verstehen.) Die beiden Bereiche sind nicht identisch, indessen iiberdecken sie sich
teilweise. (Es gibt ,, Argument-Funktionen‘, die beiden Bereichen angehéren.)

Nun ist in diesen Bereichen eine 2-Variablen-Operation [z, y] definiert (lies
» Wert der Funktion x fir das Argument y*‘), deren erste Variable z stets ,,Funktion*
und deren zweite Variable y stets ,,Argument* zu sein hat. Durch sie wird stets ein
wArgument [z,y] gebildet.

Diese Operation [z, y] entspricht einem Verfahren, das in der Mathematlk
iiberall anzutreffen ist: aus einer Funktion f (die von ihren Werten f(x) wohl zu
unterscheiden ist]) und einem Argumente x den Wert f(z) der Funktion f fir das
Argument z zu bilden. Statt f(z) schreiben wir [fz], um anzudeuten, daB bei
diésem Verfahren auch f (ebenso wie x) als Variable zu betrachten ist. Wir ersetzen
mit [z y] sozusagen sdmtliche 1-Variablen Funktionen durch eine einzige 2-Va-
riablen Funktion. Dabei stehen die Elemente des Bereiches der ,,Funktionen* in
Analogie zu den (naiv gedachten) Funktionen, die fiir die ,,Argumente‘* definiert
sind und deren, Werte ,, Argumente“ sind. (Als ,,Mengen‘ werden spiter unter
diesen ,,Funktionen z diejenigen ausgezeichnet werden, fiir die [z y] nur 2 ge-
gebene Werte annimmt, wenn y alle ,,Argumente’ durchliuft; vgl auch -§ 3
und § 4.)

Fir [z, y] gilt ﬁbrigens das ,,Bestimmtheitsaxiom’ im folgenden Sinne:

Wenn a,b ,,Funktionen“ sind, und fiir jedes ,,Argument z [a x] = [b z]
ist, Bo ist @ = b. (Siehe Axiom I. 4.)

Eine ,,Funktion‘ a ist also durch ihre ,,Werte* [a z] ganz eindeutig bestimmt,
aber es ist gar nicht gesagt, daB man ihr diese ,,Werte* beliebig vorschreiben kann.
(Damit wiirden wir ja wieder in die naive Mengenlehre zuriickfallen.) Es erhebt
sich vielmehr die Frage: welche Operationen sind zur Herstellung von Funktionen
vorhanden ? Sie wird in den Axiomengruppen II—III. beantwortet.

Es tritt aber noch eine Frage auf: Welche ,,Funktionen‘‘ sind gleichzeitig
»Argumente* ? Offenbar wiirde es das angenehmste sein, zu antworten: alle. Das
wiirde uns aber bei den in den Axiomengruppen I1I—III. angefiithrten Herstellungs-
arten von ,,Funktionen‘‘ wieder in die Antinomien der naiven Mengenlehre ver-
wickeln: in erster Linie in die Russellsche.) Und da wir die genannten Herstellungs-
mdglichkeiten alle brauchen, so miissen wir auf den Argumentcharakter gewisser
Funktionen verzichten.

Diese. unvermeidliche Beschréinkung erfolgt in der von Zermelo gezeigten
Richtung:
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Wir wihlen willkiirlich ein ,,Argument* A aus, und erkliren im we-
sentlichen, daB die und nur die Funktionen e gleichzeitig Argumente sind,
die nicht zu oft, d. h. fiir zuviele Argumente 2 von A verschiedene ,,Werte**
[a ] annehmen. (Die ,,Menge‘ wird némlich als 2-wertige Funktion defi-
niert werden, von der der eine Wert A ist. Also ist das die sinngeméBe Uber-
tragung des Zermeloschen Standpunktes.)

Dabei prézisieren wir dieses ,,zu oft‘* folgendermafen:

Die ,,Funktion* ¢ wird dann und nur dann nicht ,,Argument‘‘ sein,
wenn die Gesamtheit der Argumente z, fiir die [a 2] 4 A ist, auf die Ge-
samtheit aller Argumente iiberhaupt abgebildet werden kann. (Die Abbil-
dung muB aber durch eine unserer ,,Funktionen‘ erfolgen, d. h. sie muf} die
Form y = [by] haben. Eindeutig muf8 sie sein, eindeutig-umkehrbar zu
sein braucht sie nicht.) (Siehe Axiom IV. 2.)

Diese Definition hat den Vorteil, daB sie den ,,Argument‘‘-Charakter aller
,, Funktionen‘ a garantiert, die seltener 4 A sind als eine bereits als ,,Argument‘
erkannte ,,Funktion* b. , Seltener‘‘ bedeutet: daB die Gesamtheit aller z, fur die
[a x] 4 A ist, Bild der Gesamtheit aller z, fiir die [b z] + A ist, (oder eines Teiles
davon) ist. Sie enthilt also das sog. Aussonderungsaxiom Zermelos und das Er-
setzungsaxiom Fraenkels ). Aber sie leistet mehr: Sie enthilt auch den Wohlord-
nungssatz und macht dadurch das Auswahlprinzip uberflissig.

DaB der Wohlordnungssatz in diesem neuen Zusammenhange auftritt, be-
ruht auf folgendem: Wir koénnen eine einwandfreie Theorie der Ordnungszahlen
aufstellen. Die Gesamtheit aller Ordnungszahlen fithrt ,,naiv* zur Burali-Fortischen
Antinomie: in unserem System hat das die Konsequenz, daB eine Funktion, die fir
alle Ordnungszahlen Werte 4 A hat, kein Argument ist. Folglich muf} die Gesamt-
heit aller Ordnungszahlen auf die Gesamtheit aller ,,Argumente‘‘ abgebildet werden
koénnen, und das ergibt natiirlich eine Wohlordnung fiir die Gesamtheit aller ,,Ar-
gumente®’. (Diese Schlufweise muB und kann natiirlich streng durchgefiihrt werden).

Ich mgchte noch bemerken:

Es mag befremdend wirken, da bei einer Axiomatisierung der Mengen-
lehre (entgegen den Ausfithrungen in § 1) Begriffe wie ,,Gesamtheit*, ,,Funktion‘
naiv beniitzt werden. Aber das geschieht nur hier im § 2 zur Veranschaulichung
des Systems; im § 3, bei der genauen Formulierung wird natiirlich nichts
derartiges geschehen.

§ 3. Die Axiome und ihre Bedeutung.
Zum Vorhergehenden ist noch folgendes zu bemerken:
Aufler der bereits eingefiilhrten universellen 2-Variablen-Operation [z, y]

1) Das ,Ersetzungsaxiom® 1aBt sich so ausdriicken: I sei eine Menge, f(x) eine (in M de-
finierte) Funktion. Dann gibt es eine Menge 9, die alle f(x) fiir alle Elemente x von N enthilt.
Dieses Axiom stammt von Fraenkel (zu den Grundlagen der Canfor-Zermeloschen Mengenlehre;
Math. Annalen 86, 1922, S. 230—237). Er wies zuerst darauf hin, daB ohne dieses Axiom in der
Zermeloschen Axiomatik die Existenz von Mengen der Machtigkeit \w unbeweisbar ist. (In seinen
neueren Arbeiten versucht er, allerdings mit einem schwiicheren Axiom auszukommen.) Ich glaube

sogar, dafl ohne dieses Axiom {iberhaupt keine Ordnungszahlen-Theorie moglich ist.
Journal fir Mathematik. Bd.154. Heft 4. 31
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miissen wir noch eine 2-Variablen-Operation (z,y) einfiihren (lies: Paar von z
und y), deren Variable z,y beide ,,Argumente‘‘ zu sein haben, und die selbst
ein ,,Argument (z, y) herstellt. Ihre wichtigste Eigenschaft ist, daB aus
(%, Y1) = (%g Ya) %y =Ty, Yy =Y, folgt (das kommt unter den Axiomen
nicht direkt vor, denn es folgt aus den Axiomen II, 3—4). Diese Operation hat
garnicht den fundamentalen Charakter von [z, y]; sie ist nur notwendig, weil
der Begriff des ,,Paares‘‘ eingefiihrt werden muB.

Ferner wird von Anfang an auBler dem bereits erwihnten ,,Argumente*
A noch ein willkiirliches ,,Argument‘‘ B eingefithrt werden. (A4, B werden némlich
die beiden Werte derjenigen Funktionen sein, die die ,,Mengen‘‘ vertreten.,)

Und schlieBlich werden wir statt von ,,Argumenten‘, , Funktionen‘ und
,Argument-Funktionen* stets von ,,I. Dingen*, ,,II. Dingen* und ,,I. II. Dingen*
sprechen.

Das Axiomensystem lautet so:

Wir beschiftigen uns mit I. Dingen, II1. Dingen, den beiden von ein-
ander verschiedenen Dingen A, B, und den beiden Operationen [z, y],
(%, 9).

Es gelten die Axiomen:

(Emleltende Axiome)

I. 1. A,B smd I. Dinge.

2. [z,y] hat dann und nur dann Sinn, wenn z ein II. Ding und y ein

I. Ding ist. Es ist selbst stets ein I. Ding.

3. (z,y) hat dann und nur dann einen Sinn, wenn z, y I Dmge

Es ist selbst stets ein I. Ding.

4. a,b seien II. Dinge. Wenn fiir alle 1. Dinge zi[a 2] = [b ] ist, 80 ist
a=>.

Zu diesen Axiomen ist kein weiterer Kommentar notig: es war schon von
allen im § 2 die Rede.

(Arithmetische Konstruktionsaxiome.)

I1. 1. Es gibt ein I1. Ding a, so daB stets [a z] = x ist.

* 2. u seiein I. Ding. Es gibt dann ein I1. Ding a, so daB stets [a2] =u

: ist.

3. Es gibt éin 1L Dmg a, so daB stets [a(zy)] = « ist.
4. Es gibt ein II. Ding a, so daB stets [a (zy)] =y ist.
5. Es gibt ein II. Ding a, so daB stets (wenn x I. I1. Ding ist) [a(z y)] =

[z y] ist.

6. a,b seien 1. Dinge. Es gibt dann ein II. Ding ¢, so daB stets [¢ x]
o ([a 2], [bx]) ist.
7. a,b seien II. Dinge. Es gibt dann ein II. Ding ¢, so daB stets [¢z] =

[a[b z]] ist.

Dxes sind alles -Herstellungsweisen fiir Funktionen. Sie sind so zusammen-
gestellt worden, daB die Funktionen in einem gewissen Sinne eine Gruppe bilden.
Sie hraben némlich den folgenden Satz zur Folge (auf dessen ganz einfachen Beweis
wir nicht emgehen)
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Reduktion. % (zy %y, ..., ,) sei ein Ausdruck der aus den Variablen
%y, Xy, . ., &, und irgendwelchen konstanten a;, a,,.... (I. oder II. Dingen)
mit Hilfe der Operationen [z,y] und (2,y) aufgebaut ist. Ein solcher Aus-
druck braucht, wenn z,, x,,...., z, I. Dinge sind, nicht immer Sinn zu
haben (z. B. [z;, ;] nur wenn z; I II. Ding ist), aber wenn er Sinn hat,
8o sei vorausgesetzt, daB er ein I. Ding ist. (Damit wird der Fall ausge-
schlossen, daB 9 (z,, %,...., x,) einfach eine Konstante a ist, die II. Ding
aber nicht I. Ding ist.) ' ‘
Dann gibt es ein II. Ding a, so daB fir alle I. Dinge zy, 2, ..., ,
fir die A (24, 25,...,2,) Sinn hat ¥ (zy, 2,,. .., x,)
=[a((.... ((z, %) 5)....) Tn)] ist.
Damit haben wir in [a ((....((z; 2;) Z5)....) Zs)] eine Normalform fir die
n-Variablen-Ausdriicke gewonnen: es ist die allgemeine n-Variablen Funktion,
80 wie [a z] die allgemeine 1-Variablen Funktion ist. '

(Logische Konstruktionsaxiome).
ITII. 1. Es gibt ein II. Dmg a, 80 daB z =y mit [a(ry)] + A gleich-
bedeutend ist.
2. a sei ein II. Ding. Es gibt dann ein II. Ding b, so da8 dann und nur
dann [bz] 4 A ist, wenn fir alle yi[a (zy)] = A4 ist.
3. a sei ein II. Ding. Es gibt dann ein II. Ding b, so daB immer, wenn fir
ein einziges y [a (xy)] + A wird, [bz] = diesem y ist.
Diese Herstellungsweisen fiir Funktionen ergéinzen diejenigen der Gruppe II.
Sie ermdglichen, da8 jede logische Bedingung fiir die I. Dinge zy, z,, . . ., z, auf die
Normalform [a ((...(( z, x5) xs)(z»)] + A gebracht werden kénne; und daB jedes
I. Ding y, das logisch eindeutig durch z,, z,,...,z, bestimmt ist, auch auf die
Normalform [a ((...((z, ) %3) ...) z,)] gebracht werde.. Denn III. 1. ermdg-
licht das ,,auf die Normalform brmgen“ fir die Identitdtsrelation = y; III. 2.
fir die Begriffe ,,alle und ,,es gibt*. IIL 3. erlaubt schlieBlich die explizite
Darstellung y = [b ] des durch eine eindeutige implizite Bedingung [a (xy)] 4= 4.
bestimmten y. ¢
Ubrigens sind die Axiome der Gruppe II. zwar voneinander unabhingig,
aber sie sind es nach Hinzunahme der Gruppe III. nicht mehr: So folgt z. B. aus
III. 1. und III. 3. das Axiom II. 1.

(1. 1L Dmge)
IV. 1. Es gibt ein II. Ding @, so daB ein I. Ding # dann und nur dann ein
* 1. II. Ding ist, wenn [az] 3 4 ist »
2. Ein II. Ding a, ist dann und nur dann kein I. II. Ding, wenn es ein
I1. Ding b gibt, so daB zu jedem I. Dinge z ein y mit [ay + 4, (by] ==
existiert. o
Wir haben hier zwei formal analoge Axiome: IV. 1. gibt an, wann ein I. Ding,
und IV. 2. wann ein II. Ding I. II. Ding ist. Dem Inhalte nach sind aber IV, 1. und
IV. 2. grundverschieden.

In IV. 4. hitten wir einfacher verlangen kénnen, daB jedes I..Ding I. II.
31*
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Ding sei. (D. h. daB alle betrachteten Dinge Funktionen sind. Zermelo macht
keine solche Einschrinkung ,wohl aber Fraenkel; davon wird noch im Teile II. die
Rede sein.) Wir halten aber zunichst die Axiome moglichst allgemein; auf diese
und weitere Restriktionen gehen wir noch im Teile II. ein. IV. 1. verlangt aber
nichts Meritorisches, nur daB die Eigenschaft des I. Dinges, ,,I. II. Ding zu sein*,
wie jede andere Eigenschaft, auf die Normalform gebracht werden kénne.

Demgegeniiber ist IV. 2. ein sehr wesentliches und folgenreiches Axiom. Es
war von ihm schon in § 2. die Rede; aus ihm folgen das Aussonderungsaxiom
Zermelos, das Ersetzungsaxiom Fraenkels und der Wohlordnungssatz. Bei
Zermelo und Fraenkel wird kein solches allgememes Kriterium zur Entscheidung
dessen, wann eine Menge ,,zu groB‘‘ ist, beniitzt. Auch wird, von ihnen abweichend,
der Wohlordnungssatz hieraus und nicht aus dem Auswahlprinzip (Multiplikations-
axiom bei Zermelo) gewonnen.

Fiir die folgende Gruppe von Axiomen ist es praktisch (aber keineswegs not-
wendig) die folgenden Zeichen zu definieren:

a sei ein II. Ding. Fir [a 2] A schreiben wir auch zea.

a, b seien II. Dinge. Wenn aus xea xeb folgt, so ist a <b. Fir b<a
schreiben wir auch a > b.

Wenn ¢ <b und a > b ist, so schreiben wir e ~vb. Wenn a < b, aber
nicht a >b ist, so schreiben wir ¢ <b; wenn nicht a <b, aber a >,
8o schreiben wir a >b. (Vgl. auch § 4.)

(Unendlichkeitsaxiome)

V. 1. Es gibt ein I. II. Ding ¢ mit den folgenden Eigenschaften:

Es gibt 1. II. Dinge  mit zea. Wenn fiir ein 1. II. Ding  xea ist, so

gibt es I. II. Dinge yea, fur die x <y ist.

2. a sei ein 1. II. Ding. Es gibt dann ein I. II. Ding b, fiir welches aus
zey, yea (y also I. II. Ding.) zeb folgt.

3. a sei ein I. II. Ding. Es gibt dann ein I. II. Ding b mit der folgenden

Eigenschaft:

Wenn fiir ein I. II. Dingz 2 < a lst 80 gibt es ein I I1. Ding y, fir

welches zruy, yeb ist.

Diese drei verhiltnism#Big komplizierten Axiomen treten bei Zermelo und
Fraenkel auch auf und zwar als ,,Axiom des Unendlichen* (V. 1.), ,,der Vereinigung**
(V. 2.), und ,,der Potenzmenge‘‘ (V. 3. ). Wir nennen aber alle drei Unendlichkeits-
axiome, weil sie nur bei der spezifischen Theorie der unendlichen Méchtigkeiten
notwendig sind. Nicht nur die Theorie der endlichen Mengen und Ordnungszahlen
(d. h. der nichtnegativen ganzen Zahlen) sondern sogar teilweise die des Kontinums
koénnen ohne sie, allein auf Grund der Axiome der Gruppen I.—IV. aufgebaut
werden.

Es sind Herstellungsweisen fiir I. II. Dinge (analog zu den Gruppen II. III.,
die es fiir II. Dinge waren). Ihr Sinn ist (naiv formuliert) ungefihr der folgende:

Es gibt eine nicht zu groBe unendliche Menge a.

Wenn a eine nicht zu groBe Menge nicht zu groBer Mengen ist, so
ist auch die Menge b der Elemente der Elemente von ¢ nicht zu groB.
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Wenn a eine nicht zu groBe Menge ist, so ist auch die Menge b aller
Teilmengen von a nicht zu groB.

Freilich wird die Formulierung dadurch, da8 nicht von Mengen, sondern von
Funktionen gesprochen wird, etwas kompliziert (besonders V. 3.); immerhin folgt
mit Hilfe der Axiome der Gruppe V. leicht (sobald der Begriff ,,Menge* als Spezial-
fall von ,,Funktion* streng definiert ist) die Existenz unendlicher Mengen, sowie
die der Vereinigungs- und Potenzmengen. Das Axiom V. 1. weicht iibrigens von
der Fassung von Zermelo (und Fraenkel) fir die Unendlichkeit ab: Es wird in ihm
die Existenz irgendeiner unendlichen Menge verlangt und nicht die einer speziellen,
wie dort. Dieser Umstand ist aber belanglos.

Diese Axiome der Gruppen I.—V. bilden unser Axiomensystem. Die Grup-
pierung und Formulierung weicht duBerlich von Zermelo und Fraenkel weitgehend
ab; trotzdem sind viele Analogien vorhanden. Besonders beim Vergleiche mit den
Fraenkelschen Axiomen und Definitionen siecht man, daB die meisten unserer Axiome
Analoga bei ihm haben. Indessen sind ganz wesentliche Unterschiede auch vor-
handen. DaB von ,,Funktionen* statt von ,,Mengen‘* geredet wird, ist wohl ober-
flachlich; wesentlich aber ist, daB auch ,,zu groBe‘‘ Mengen (bezw. ,,Funktionen‘)
Gegenstand dieser Mengenlehre sind, n&dmlich diejenigen II. Dinge, die keine
I. II. Dinge sind. Anstatt sie ginzlich zu verbieten, werden sie nur fiir unfihig erklirt
Argumente zu sein (sie sind keine I. Dinge!). Zum Vermeiden der Antinomien
reicht das aus und ihre Existenz ist fiir gewisse SchluBweisen notwendig. Ganz
wesent” " von Zermelo und Fraenkel abweichend, ja direkt fiir unsere Axiomatik
charak  stisch ist schlieBlich das Axiom IV. 2. Zwar steht es in einer gewissen
Beziehung zum Aussonderungs- und zum Ersetzungsaxiom, aber es ist viel weiter-
gehend. Einerseits garantiert es die Existenz der Teilmengen und Bildmengen,
und erméglicht iiberhaupt die Theorie der Ordnungszahlen und Alephs (die in einem
Axiomensystem, in dem das Ersetzungsaxiom fehlt, kaum gelingen kann), doch das
ist im wesentlichen nur die Leistung des Ersetzungsaxioms. Aber dariiber hinaus-
gehend nimmt es eine ganz zentrale Stellung im Axiomensystem ein; es ermdoglicht
in mehreren Fillen den Nachweis dafiir, daB eine Menge ,,nicht zu gro8‘ ist, und
schlieBlich ergibt es den Wohlordnungssatz.

Freilich verlangt dieses Axiom IV. 2. etwas mehr als bisher fiir den Begriff
,micht zu groB* fur selbstversténdlich und billig erachtet wurde. Man kénnte sagen,
daB es dem Bogen etwas iiberspannt. Aber bei der Verworrenheit des landléufigen
Begriffes ,,nicht zu groB* einerseits und bei der auBergewthnlichen Leistungsféhig-
keit dieses Axioms andererseits glaube ich mit seiner Einfithrung keinen zu krassen
Willkiirakt begangen zu haben. Umso mehr, als es den Bereich der Mengenlehre
eher erweitert als einschrinkt, und trotzdem kaum eine Quelle von Antinomien
werden kann. (Auf diesen letzten Punkt gehen wir im Teile II. néher ein.)

§ 4. Uber die Herleitung der Mengenlehre.

In den §§ 2-—3 wurde eine Axiomatisierung der Mengenlehre beschrieben,
unter Hervorhebung der prinzipiellen Gesichtspunkte, die bei ihrer Aufstellung
maBgebend waren. Im folgenden soll einiges iiber die Herleitung der Mengenlehre
aus diesen Axiomen gesagt werden.
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Eine solche Herleitung der Mengenlehre wiirde sich folgendermaBen gliedern:

1. Allgemeine Mengenlehre.

Hier sind diejenigen allgemeinen Sétze und Definitionen zu erledigen, die
mehr aus dem Wesen der Axiomatik als dem der Mengenlehre flieBen, solche, die
in der naiven Mengenlehre ganz trivial sind. Es sind Sitze wie die Existenz der
Vereinigungsmenge und des Durchschnittes von Mengen, die Existenz der Potenz-
menge usw. Es ist hier weder von Ordnung noch von Michtigkeiten die Rede.

2. Ordnung und Wohlordnung.

Es wird definiert, was unter diesen Begriffen, ferner unter gewissen Hilfs-
begriffen, wie Ahnlichkeit, Abschnitt (Anfangsstiick) usw. zu verstehen ist. Einige
ganz triviale Sitze iiber Ordnung und Wohlordnung folgen, z. B.: Sind zwei geord-
nete Mengen einer dritten dhnlich, so sind sie auch einander dhnlich; ist von zwei
dhnlichen geordneten Mengen die eine wohlgeordnet, so ist auch cs die andere; usw.

3. Ordnungszahlen.

Hier fingt die eigentliche Theorie an. Eine strenge Definition der Ordnungs-
zahlen wird angegeben und anschlieBend werden die wichtigsten Eigenschaften
dieser Ordnungszahlen entwickelt; u. a. die Vergleichbarkeit der wohlgeordneten
Mengen und die Zuléssigkeit der Definition durch transfinite Induktion ).

4. Wohlordnungssatz.

Mit Hilfe der Ordnungszahlen und des Axioms IV. 2. wird (ohne Auswahl-
prinzip) der Wohlordnungssatz bewiesen.

5. Méchtigkeiten.
‘ Nachdem die Theorie der Ordnungszahlen und der Wohlordnungssatz vor-
hegen, kann auch die Theorie der Alephs (Kardinalzahlen oder Machtigkeiten)
leicht entwickelt werden. (Diese Gruppierung der Méchtigkeiten erst nach der
Wohlordnung ist von der allgemein iiblichen abweichend. Sie fiihrt aber schneller
zum Ziele.)

6. Unendlichkeit.

SchlieBlich folgt die Definition der Endlichkeit und Unendlichkeit von Mengen.
Die einfachsten Eigenschaften von Endlichkeit und Unendlichkeit werden ent-
wickelt und die Existenz unendlicher Mengen nachgewiesen. Die kleinste unend-
lmhe Ordnungszahl o wird definiert.

Wir wollen im folgenden diese (bereits fertig vorliegende) Herleltung nicht
durchfithren.  Sie wiirde mit allen Beweisen sehr viel Raum einnehmen und den
Rahmen dieser Darstellung iibersteigen. Sie soll in einer anderen Arbeit detailliert
auseinandergesetzt werden.

Hier seien nur die wichtigsten Bezeichnungen angefiihrt.

1) Vgl. J. Neumann, Zur Einfiihrung der transfiniten Ordnungszahlen. (Acta Litterarum ac
Scientiarum regiae Universitatis Hungaricae Francisco-Josephinae. Sectio Scient Math. Tom. I
Fasc. IV, 1923. §. 199—208.) Szeged.
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Die genaue Definition von ,,Menge* (als Spezialfall von ,,Funktion*‘) lautet:so:

Ein II. Ding a heiBt ein Bereich, wenn stets [a ] = A oder = B ist.

Ein I. II. Ding heiBt in diesem Falle eine Menge.
D. h. ,,Menge** heiBien (in der fritheren Terminologie) die ,,nicht zu groBen* Mengen,
und ,,Bereiche* sind alle Gesamtheiten ohne Riicksicht auf‘ihre ,,GroBe*. Ein
Bereich ist dann und nur dann ,,argumentfihig* (d. h. L. I1. Ding), wenn er Menge ist.

Die Definitionen der Relationen zea (x gehért zu a, x ist Element von " a,
a enthélt z), a < b (aist Teil von b), a < b (a ist echter Teil von b), a v b (a, b sind
gleich groB) sind schon im § 3 angegeben worden. (Wenn a und b Bereiche sind, so
folgt aus @ rv b wegen I. 4 natiirlich @ = b; fir allgemeine II. Dinge ist diese Fol-
gerung hingegen nicht notwendig. \

Wenn a, b Bereiche sind, so sind @ 4+ b, a . b, a — b deren Summen-, Durch-
schnitts-, bzw. Differenzbereiche (in demselben Sinne, wie dies in der naiven Men-
genlehre verstanden wird; natiirlich missen fiir alle diese Bereiche zuerst die Exi-
stenzbeweise gebracht werden; das gilt auch im folgenden). Wenn a ein Bereich
ist und seine Elemente Mengen sind, so sind S(a), D{a) der Vereinigungs-, bzw.
Durchschnittsbereich (der Elemente) von a. Ist a ein Bereich und ¢ ein 1I. Ding,
80 ist,[c, alldas durch ¢ vermittelte Bild von a. Ist schlieBlich a ein Bereich, so ist
P(a) der Potenzbereich von a (der alle Teilmengen von a enthilt; Bereiche die keine
Mengen sind, sind ja ,,argumentunfihig*). Ubrigens ist, wenn a, b Mengen sind,
auch a + b eine Menge, wenn a oder b eine Menge ist, auch-a - b eine Menge, und
wenn a eine Menge ist, auch S(a), D(a), P(a) Mengen.

Wenn a ein Bereich ist, so nennen wir alle Bereiche b Ordnungen von a, die
die folgende Eigenschaft haben:

Jedes x Element von & hat die Form x = (uv), uea, vea, u 4 v.
Wenn u, v zwei voneinander verschiedene Elemente von a sind, so gehort
(uv) oder (vu) zu a.

Wenn (uv), (vw) zu b gehoren, so gehort auch (uw) zu b.
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