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Theorie der hoheren Differentiale in einem algebraischen
Funktionenkorper mit vollkommenem Konstantenkorper
bei beliebiger Charakteristik.

Von Helmut Hasse in Gottingen.

Im AnschluB an eine frithere Arbeit!) behandle ich hier die Theorie der héheren
Differentiale in einem algebraischen Funktionenkérper K einer Unbestimmten iiber
einem vollkommenen Konstantenkérper k beliebiger Charakteristik p(= 0 oder Prim-
zahl). Es handelt sich dabei um den Nachweis des am SchluBl ausgesprochenen Satzes,
der als Verallgemeinerung des Satzes 3 und der anschlieBenden Ausfithrungen in meiner
fritheren Arbeit anzusehen ist.

1. Es sei z irgendein Element aus K und
x = %'a,,n”, kurz z = z(n)

seine Entwicklung nach irgendeinem lokalen Primelement # zu irgendeinem Primdivisor
p von K mit Koeffizienten a, aus dem Konstantenkorper &, der p-adischen Erweiterung
K, von K?2).
Fir jedes feste System p, # sind dann die formalen Ableitungen
4"z
dmn*
zwar wohlbestimmte Elemente aus Ky, aber fir x = p simtlich 0. Um zu einer nicht-
trivialen Definition auch fiir » = p zu gelangen, nehmen wir das formale Aquivalent

®

der bei p =0 durch ;1—' g——;‘ gegebenen Bildungen, also die wohlbestimmten Elemente

G :u‘) T
DY x Z(x am

“

=Zpp—1)- - (p— (2 —1)) qu—

aus K.

1) H. Hasse, Theorie der Differentiale in algebraischen Funktionenkérpern mit vollkommenem Konstanten-
koérper, Journ. f. Math. 172 (1934), 65—64.

2) Bekanntlich ist K, p.der Korper aller Potenzreihen in 7z mit Koeffizienten aus kp, wobei kp auf folgende beiden
Arten eindeutig charakterisiert ist:

a) k,, ist die in K, algebraisch-abgeschlossene Hiille von % (lokaler Konstantenkérper).

b) k,, ist eine zum Restklassenkdrper mod. p kongruent-isomorphe, in K,, enthaltene Erweiterung von k (also
vom Grade 1 uiber &, wo f, der Grad von p ist).

Zu b) siehe H. Hasse-F. K. Schmidt, Die Struktur diskret bewerteter Korper, Journ. f. Math. 170 (1933),
4—63, insbes. 91
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Die Gesamtheit der zu = auf diese Weise bei festem x fiir alle p und alle zugehorigen
7 zugeordneten Elemente DS’z aus den K, nennen wir das x-te Differential D™ z.

Die Theorie dieser Differentiale erfordert bei p 4= 0 deshalb eine neue Begriindung,
weil dann das methodische Haupthilfsmittel der Theorie bei p = 0, namlich die iterative
Herleitung

d"x)
ey
dr*tl ™ dm

der hoheren Differentialquotienten, kein Aquivalent hat; in der Tat versagt das bei
p = 0 bestehende formale Aquivalent

e, 1 Sy pe
D3z “”+1D" DYz
bei p =0 fiir » 4 1 = 0 mod. p.
Als Ersatz fiir dieses Hilfsmittel ziehen wir formale Potenzreihenentwicklungen

in einer Unbestimmten ¢ iiber den Korpern K und K, heran. Offenbar ist D¢’ auch cha-
rakterisiert als der Koeffizient von ¢* in z(w 4 t), man hat also die Identitat

(1) x(m 4+ t) =”§](D§,") o)t =z +n§i(Dﬁf)x) t

in der Unbestimmten t¢.

Die Bedeutung der lokalen Differentialquotienten D%’z liegt darin, daB fiir bei
p ganzes x die Koeffizienten a, der m-adischen Entwicklung von z selbst (ohne hinzu-
tretende Zahlkoeffizienten) als Elemente aus k, mit

a, = D%z mod. p
charakterisiert sind; daher ist die Ordnungszahl eines bei p ganzen z ausnahmslos cha-
rakterisiert als die Ordnung u des friihesten Differentialquotienten D%z == 0 mod. p.
2. Es sei
f=1H=,y) =m'2namnx"‘y"
irgendein Polynom in zwei Unbestimmten z, y mit Koeffizienten a,. aus k. Wir brauchen

dann die folgende auch fiir p == 0 durchweg nicht-triviale Definition der hoheren partiellen
Ableitungen:

871 = 3 () () ama—ryr—,

ll+"f

die sich als formales Aquivalent von —— ergibt. Offenbar ist AY/”f auch

plyl oz* oy”
charakterisiert als der Koeffizient von u#v” in f(# + u, y 4 v), man hat also die Identitét

(@) fo +u,y + o) =, 2 (8871w

in den Unbestimmten u, v.
3. Es seien jetzt z, y irgend zwei Elemente aus K. Wir wollen dann die hoheren
Differentiale D® f des Elementes f = f(z,y) aus K durch die hoheren Differentiale

Dz, D®y von =,y ausdriicken.

7'
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Nach (1) und (2) haben wir
DY) £ = f(alx + 1), y(m + 1))
= (o + ZDPa) 1, y+ 3 (DPy)r)
— 2 (A/(l.““f'v)f) (Téa': (D;f)x) t?’)"(xéj (D’(:)y) ts>v.

Mit dieser verhiltnismaBig emfachen Identitdt, die wir unter Offenlassen der Wahl
von P, nx kurz in der Form

3) 2o¥ne= 3 0en( 3o 0) (09 )

schreiben, werden wir fiir unsere Zwecke auskommen. Wir brauchen nicht die daraus
durch Koeffizientenvergleich in ¢ folgenden komplizierteren expliziten Formeln

3y p® A(ed—e::-%— .+¢;1‘+¢;,’+ 2) (91+92+ )(0'1‘*“72—}—-..)
(3" e;fe, 2( ket e, ot f) By gy - - %) e

et 2e, 4 - +dx+2°=+ = ) @) (1) )
(DP2)™ (DPw)* -+ - (DDy)™ (DPy)™ - -

4. Es sei jetzt z speziell ein solches Element aus K, da8 K separabel-algebraisch
iber k(x) ist — wegen der Vollkommenheit von & gibt es ein solches Element —, und
y irgendein Element aus K. Dann existiert ein in y separables Polynom f mit

Fiir dieses Polynom ergibt (3) das Bestehen der Identitit
(4) 2: LN Z 00 ) (S 00y)e) =0

in der Unbestimmten t, also der (3') entsprechenden Formeln

¥ 7A@t “+ortor) ( o1+t )(0’1+Uz+ ) D) (D®x)% . (DY) (DPy)% .. —
( )o,,e,,...,m,Za,,’..(.=96+e'+ Fortef) 00 0m - Moy, o, (D™ z)* (D™z) (D™y)™"(D™y)
01+20,+ 0+ 01+ 203+ 00 =x

Dabei ist nach Voraussetzung

Ahf=1=0,
1 =g +o.

Bekanntlich hat daher die Gleichung

(u+s') —
W2 0 fluv"=0

eine eindeutig bestimmte Auflosung

s,y
v—ﬂéi(l),c yu

mit rational aus den AY}” gebildeten Koeffizienten D!y, deren Nenner sogar nur

of

Potenzen von Af{)l f= P

Grunde gewihlt. Aus (4) folgt damit das Bestehen der Identitat

sind; die Bezeichnung ist aus einem spéter hervortretenden

® o ® I
(5) 2 (091 =3 (0¥ (2 (D)1,
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und daraus ergeben sich durch Koeffizientenvergleich in ¢ die expliziten Formeln

) DVy= D7 p ey (@ F e e ot oy,
015..4,0,,=0 €1y - -+ Ox
og+ o Fro,=x

welche die Auflosung des Formelsystems (4') nach den D™y darstellen.

Wir brauchen im folgenden nur, da diese Formeln die folgende dreieckige Struktur
haben:

x—1
5") DWy = (Dy) (da)* + 2 (DPy) X,

wo dz = D®z und die X** gewisse ganzzahlige Polynome in D™z, ..., D™z sind,
auf die es uns nicht weiter ankommt. Aus (5") ist ersichtlich, daB die Koeffizienten
DYy, wie schon durch die Bezeichnung angedeutet, von der Wahl des annullierenden
Polynoms f zu z, y unabhéngig sind; man braucht dazu (5") nur fiir irgendein festes

System p, 7 anzusetzen und die Unabhingigkeit der Dz, DY’y von f zu beachten.

b. Beilaufig sei noch folgendes bemerkt: Ist z' ein weiteres Element aus K, fiir
das K separabel-algebraisch iiber k(') ist, so kann man neben der direkten Darstellung

(5) der D"y durch die Dz auch den Umweg iiber ' nehmen, d. h. in der Identitit
o ® @ A
(8) s __ (2) (@) )1y 49
2wy =50y (Z 07 )
rechts die Identitit

qé; (D(G)xl) 2 ___vél' (DL”)x’) (révl(l)(")x) t")

einfithren. Koeffizientenvergleich in é’; (D" z)t" als EntwicklungsgroBe liefert dann

genau nach dem Schema des von (5) zu (5') fithrenden Koeffizientenvergleichs die ganz
entsprechend gebauten Formeln
X * S I (1), 110 (%) 1\0 .y (42" SR ’(x,4)
D() — D(£:1+ +e,) (91 ) Dxx 1“'(Dxa’)”:(l)a;’1)(~) -+ sz' X ,
’ yexy.%,;(o “ y) Q15 -+ +» Ox ( ) s dz ,éf ( y) @ ’
o1t H R x

(%)
x

welche die Transformationsregel der Bildungen D;”y bei Ubergang von der Differen-

tiationsgrofe « zu x' darstellen.
Die DL")y sind nach (5') und diesen Formeln das formale Aquivalent der hoheren

»

. . . 1d7y
Differentialquotienten ol dar

in ihrer Darstellung durch die hoheren partiellen Ab-

leitungen von f.
6. Es seien jetzt irgendwelche n Elemente y,, . . ., y, aus K gegeben. Wir betrachten
die Determinante
ID(l) .. D(”) |
2 Y
| DPy;| = | - : Gy x=1,...n).
D(l)y e D(n)y
”n n
Sie liefert fiir jedes System p,z ein wohlbestimmtes Element ]D:‘)yi\ aus K. Aus
der dreieckigen Struktur der Formeln (5’) ergibt sich ohne weiteres, daB bei der Bildung

dieser Determinante die dortigen Zusatzglieder mit den X™” weggelassen werden
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konnen, also

ID(:)in = i(DS‘)?/@‘) (%ﬁ)u! = ]D:(vx)yi! (gy_xt)”“”'w‘-n.

Dabei ist die Determinante \D;")yil ein durch z und y,, ..., y, wohlbestimmtes, von

der Wahl des Systems p, # unabhéngiges Element aus K. Wir schreiben unter Offen-
lassung der Wahl von p, » dafiir auch wieder kurz
1Dy, = 1Dy, (@)™

Zusammenfassend haben wir damit festgestellt:

Satz. Ist x irgendein Element aus K derart, daf8 K iiber k(x) separabel-algebraisch
ist, d. h. irgendein Element aus K mit dz = 0, und sind y,, . . ., y, irgendwelche Elemente
aus K, so ist

| D%y,|
ein wohlbestimmies Element aus K.
Insbesondere stellt | D™ y,| selbst einen wohlbestimmien Divisor aus der (1 42+ -+« 4 n)-

ten Potenz der Differentialklasse von K dar, der gegeniiber nicht-singuldrer Transformation
aus k des Systems y, invariant ist.

Entsprechendes gilt ersichtlich auch fiir die Determinante
ID¥y| (=1,...,n;%=0,...,n—1),

= ‘D(”)?/,-l ("’ %= 1-1 ceuh)

z

bei der dann die Potenz (dz)'™ "™ zu nehmen ist.

Zusatz bei der Korrektur. Inzwischen hat Herr Teichmiiller eine andersartige
Begrindung der hoheren Differentation in K fiir den Fall einer Primzahlcharakte-

ristik p gegeben, die ohne den Umweg iiber die lokalen Differentialquotienten D%’y

direkt zu den Differentialquotienten D$’y im groBen fiihrt. Eine Darstellung dieser
Begriindung wird demnéchst in diesem Journal erscheinen.

Eingegangen 15. Oktober 1935.



