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Uber den Hauptsatz der Algebrentheorie.

Von Max Deuring in Leipzig.

Nach Hasse !) konnen die normalen einfachen Algebren 9 iiber einem algebraischen
Zahlkorper £ durch ihre p-Invarianten (%) beschrieben werden. (%) ist dabei eine
Restklasse modulo 1, und es gilt:

(1) nur endliche viele (%) sind = 0 (mod 1),
(2) fir unendliches p ist 2(%) =0 (mod 1),

A
3 (_) =0 (mod 1).
(3) Z P ( )
Dies ist die eine Hilfte des Hauptsatzes. Die andere Halfte ist die Umkehrung: daB

9
auch jedes (1), (2), (3) erfiillende System von Resten (%) modulo 1 als Invarianten-

system einer Algebra % vorkommt.

Die Summenrelation (3) steht nach Hasse in engem Zusammenhang mit dem
Reziprozititsgesetz. Es ist der Zweck dieser Zeilen, auch die Umkehrung, die eben
formuliert wurde, mit dem Reziprozitéitsgesetz in Zusammenhang zu bringen und sie
auf rein arithmetischem Wege aus ihm herzuleiten. Der Beweis von Hasse macht von
dem Satz von der arithmetischen Progression in seiner allgemeinsten Form wesentliche
Anwendung; der hier zu gebende neue Beweis erginzt darum den von Chevalley ge-
gebenen rein arithmetischen Aufbau der Klassenkorpertheorie ?). Zudem vertieft er
die Einsicht in den Zusammenhang zwischen Klassenkorper- und Algebrentheorie.

K sei ein zyklischer Erweiterungskérper von k, f der Fiihrer von K/k. Bedeutet o
den Strahl modulo { von %, U die zu f teilerfremden Ideale von K und Ngp die Norm-
bildung von K nach k, so ist «Ngpdl die K zugeordnete Idealgruppe von k. Sie hat in
der Gruppe a der zu f teilerfremden Ideale von k den Index (K:k), und die Faktor-
gruppe a/o Ng; U ist zyklisch. «/Ng;A wird aus a durch die Bedingung ({i—) =1 heraus-
gehoben.

Wird ein Ideal a =pyi p% durch die Exponenten gy beschrieben, so kann die

Gruppe aNg; U, weil sie zyklisch unter a liegt, durch eine Relation
(&) Zopep =0 (mod (K:k))

1) H. Hasse, Theory of cyclic algebras over an algebraic number field, Trans. Amer. Math. Soc. 24 (1932),
171—214; Die Struktur der R. Brauerschen Algebrenklassengruppe iiber einem algebraischen Zahlkorper, Math,
Ann. 107 (1933), 781—760. Vgl. auch M. Deuring, Algebren, Ergebn. d. Math. 4, 1, Kap. VII, §§ 1—6.

%) Cl. Chevalley, Sur la théorie du corps de classes, C. R. Acad. Sci. Paris 201 (1935), 632—634.
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gekennzeichnet werden, in der &, gewisse ganze Zahlen sind. Bis auf ganzzahlige Faktoren
ist (4) auch die einzige Relation fiir die Untergruppe &Nz von a. Aus der anderen
Kennzeichnung von «Ng;) mittels des Artinsymbols ergibt sich, daB man fiir die ¢

die Exponenten in einer Darstellung (%) =S8 der Frobeniussubstitutionen durch einen

erzeugenden Automorphismus § von K/k zu nehmen hat.
Die zyklische Algebra % = («, K, §) hat nun die Invarianten

W o
(5) = 772%; tmod 1))

fir p4f; die iibrigen Invarianten sind =0 (mod 1). (4) ist darum mit der Summenrelation

(3) gleichbedeutend, und die Einzigkeit von (4) besagt gerade, daB es zu Invarianten (%) ,
die auler (1), (2'), (3) auch noch

(5) (%) =0 (mod 1) fiir p|j und unendliche p,

6) (Kp: k) (%) — 0 (mod 1)
erfiillen, stets eine Algebra % = («, K, S) gibt.

Sind jetzt beliebige Invarianten gemiB (1), (2), (3) vorgegeben, so bestimmen wir
zunédchst eine total negative Zahl 8 in &, und eine Zahl y, die an der Stelle p  positiv
oder negativ ist, je nachdem (%—) = 0 oder =1} (mod 1) gilt. Wir setzen (7, k(VB),S) =B

[ ]

und bilden die neuen Invarianten

(5)=(2)(2) s

Dann ist (%—) =0 (mod 1) fiir unendliche p. Mit Hilfe eines Satzes von van der Waerden4)

bestimmen wir einen zyklischen Kreiskoérper K/k, der den Bedingungen

(Ky: Fy) (%) =0 (mod 1)
geniigt und zu dessen Verzweigungsprimstellen q die Invarianten (%—) =0 (mod 1) gehoren.

Die (%—) erfiillen (5) und (6), daher gibt es eine Algebra € = («, K, S); A=EX B ist

die Algebra mit den vorgegebenen Invarianten.

Zusammenfassend konnen wir sagen, daB die Summenrelation (3) eine invariante
Form der Relationen (4) ist, durch die bei den zyklischen Koérpern K/k die zugeordneten
Idealgruppen «Ng;2 aus der vollen Idealgruppe a herausgehoben werden.

3) Vgl. Deuring loc. cit. Seite 120.
4) B. L. van der Waerden, Elementarer Beweis eines zahlentheoretischen Existenztheorems, dieses Journ. 171
(1934), 1—3. Fiir die SchluBweise Deuring loc. cit. Kap. VII, § 5. (Beweis von Satz 4 auf Seite 118).

Eingegangen 28. November 1935.



