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Zyklische algebraische Funktionenkoérper vom Grade p”
iiber endlichem Konstantenkorper der Charakteristik p.

Von Hermann Ludwig Schmid in Gottingen.

Hasse hat die arithmetische und analytische Theorie der relativ-zyklischen alge-
braischen Funktionenkérper vom Grade p bei endlichem Konstantenkérper der Cha-
rakteristik p entwickelt!). Die Ausdehnung dieser Theorie auf beliebigen Grad p»
(n = 1) setzt die Verallgemeinerung der Artin-Schreierschen Theorie der zyklischen
Erweiterungen p-ten Grades iiber Korpern der Charakteristik p auf beliebigen Grad p»
voraus 2). Inzwischen haben nun A. A. Albert und E. Witt den Erzeugungsmechanismus
fir beliebigen Grad p* gefunden 3)4). Beide arbeiten durchweg mit einer Zerlegung
in n Schritte p-ten Grades.

Ich gebe in dieser Arbeit den Ansatz zu einer arithmetischen Theorie der relativ-
zyklischen algebraischen Funktionenkérper vom Grade p* iiber endlichem Konstanten-
korper der Charakteristik p. Die dabei angewandten Methoden und erzielten Ergebnisse
zeigen, daB die vorliegende Theorie durchaus nicht durch bloBe Iteration der ent-
sprechenden Tatsachen im Falle des Grades p gewonnen werden konnen. Insbesondere
wird ihre Aufstellung erst durch eine Losung des hier auftretenden Normierungsproblems
ermoglicht.

Zusatz bei der Korrektur: Diese Arbeit war Besprechungsgrundlage in einer
von E. Witt geleiteten Arbeitsgemeinschaft. Witt fand dabei eine neue Rechenopera-
tion, fiir welche meine grundlegende Assoziativitétsrelation in eine gewohnliche Asso-
ziativitiit iibergeht. Mit diesem neuen Kalkiil lassen sich meine Resultate formal ein-
facher schreiben. Witt wird darauf in einer spidteren Arbeit selbst zuriickkommen.

1. Erzeugungsmechanismus und galoissche Gruppe.

Es sei K ein beliebiger Grundkérper der Charakteristik p. Z, sei ein iiber K zykli-
scher Korper vom Grade p* mit erzeugendem Automorphismus s, (» =1,2,...).
S, bezeichne die Spur von Z, nach K. ¢, sei ein festes Hilfselement aus Z, mit S,(c,) = 1.
Der Operator g habe die Bedeutung pz = 2» — z. 4, sei der Operator s, —1. Mit
diesen Bezeichnungen lauten die beiden Hauptsitze der Wittschen Erzeugung:

I. Hauptsatz. Enthélt der Kérper Z, den Korper Z,_,, so besitzt Z, iiber Z,_,
eine Erzeugung

1) H. Hasse, Theorie der relativ-zyklischen algebraischen Funktionenkérper, insbesondere bei endlichem
Konstantenkorper, Journ. f. Math. 172 (1934). Im folgenden zitiert mit H I.

%) Artin-Schreier, Uber eine Kennzeichnung der reell abgeschlossenen Korper, Abhandl. Math. Sem. Ham-
burg & (1927).

3) A. A. Albert, Cyclic fields of degree p™ over F of characteristic p, Bulletin A. M. S. 40 (1934).

%) E. Witt, Konstruktion von galoisschen Korpern der Charakteristik p zu vorgegebener Gruppe der
Ordnung p/, Journ, f. Math, 174 (1936).
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(1) Z,=2, 4(v,) vy=23,...
mit

(2) PY = 2,1,
WO 2,3 ein Element aus Z,_, ist, das der Relation

(3) Ay 32,3 = pe,
geniigt.

II. Hauptsatz. Fiir jedes z,_,, also fiir jede Lésung der Gleichung (3) in Z,_,, ist
der durch (1), (2) definierte Korper Z, ein iiber K zyklischer Kérper vom Grade p*,
der Z,_; enthilt. Ein erzeugender Automorphismus ist durch

Sy = (vv -, + Cv—l)
gegeben.
Die Gleichung (3) stellt die Verallgemexnerung der fiir den Fall n = 2 von Artin-
Schreier angegebenen Differenzengleichung

(4) fo + 1) — (o) = (0, + B — o}
dar. Dabei ist gv; = ;. Man wihle einfach ¢; = — o} und s, = (v; - v, + 1).
Bemerkenswert ist, daBl die Gleichung A4z = pc stets Losungen z besitzt. Dies
besagt, daB sich die Korperkonstruktion unbeschrankt fortsetzen 14Bt, daB es also unter
allen Umsténden zyklische Korper beliebig hohen Grades p» iiber K gibt, wenn es nur
solche vom Grade p gibt.

Die Albertsche Erzeugungsart ergibt sich aus der Wittschen Erzeugung, indem man
6= (—tym g (»=1,2,...)

setzt 8). Die in dieser Arbeit gegebene Losung des Normierungsproblems zeigt, daB die
Albertsche Wahl der GréBen ¢, fiir den Aufbau einer arithmetischen Theorie ungeeignet
ist. Wir wollen daher im folgenden die viel allgemeinere Wittsche Erzeugungsart ver-
wenden. Wir werden uns die Freiheit in der Wahl der HilfsgroBen ¢, (die nur der Be-
dingung S,(c,) = 1 geniigen miissen) in moglichst vorteilhafter Weise zunutze machen.

Nach Wahl von ¢, ergibt sich z, aus der verallgemeinerten Differenzengleichung (3)
nur bis auf Konstante (Elemente aus K) eindeutig®). 2z, werde im folgenden, dieser
Freiheit entsprechend, beliebig, aber festbleibend ausgewdhlt. Auch iiber diese Wahl
werden wir spater noch entscheiden. Die allgemeinste Losung von (3) ergibt sich dann
in der Form z, 4 B, mit 8, aus K. So erhilt man folgende Erzeugung des allgemeinsten
Korpers Z,:

Z, = K(vy) pv, = By 4y, =1
Zy = Z,(vy) Pvs = 2, + Bo Agvy = ¢, 4,2z, = pc,
®) Zy = Zy(vs) PVvs = 2y + ﬁa Agvy = ¢y A3z = pcy

............ > o e 0 0 0 0 L A A B

Zy = Z,.,_l(v,.) Py = Zn-.l + ﬂn Ay = Ca1  dpn-1Zp1 = $Cn—1

Z, ist also durch n Parameter B, B, - - ., Bn (Elemente aus K) erzeugbar.

5) Man beachte, daB fiir die Wurzeln einer normierten Gleichung pv = o die Spur §(v*) =0 ist fiir
0 <4< p—2, wihrend §(*—1) = — 1 ist. Durch Zusammensetzen der Spur S, aus Teilspuren erkennt man, da8

S.((——l)' ‘1’11 e 1) =1 ist. o
) Wir setzen definitorisch ¢, =1 und 2,= 0.
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Um in (5) eine echte Erweiterung vom Grade p* zu erhalten, muB man

B1 =+ 9B

mit B, aus K wihlen. Die Bedingungen
z,+ B, F P2,

mit z, aus Z, (v =1,2,...,n —1) sind von selbst erfiillt, da die gegenteilige Annahme
auf §,(¢,) = O fithren wiirde im Widerspruch zu S,(¢,) = 1.

Wird der erzeugende Automorphismus s, = (v, > ¥, + ¢s—;) der zyklischen galois-
schen Gruppe 3, von Z, iiber K auf Z, iiber K angewandt (» = 1,2, ..., n), so induziert
er gerade den erzeugenden Automorphismus s, = (v, -~ v, 4+ ¢,1) der zyklischen galois-
schen Gruppe 3, von Z, iiber K. Wir kionnen daher im folgenden den Index bei den
Automorphismen s und den Operatoren 4 weglassen.

Einem beliebigen Element s’ = s* (kmod p®) der Gruppe 3, ordnen wir ein
System von n Zahlen

(6) (ko, kl’ o vy k”___l)
zu, entsprechend der p-adischen Darstellung von k:

k=ko+k1p+“‘+kn—1p"—1+"‘a

wobei die %, dem reduzierten Restsystem 0, 1,..., p — 1 entnommen seien. Wir konnen
dann sagen:

Jeder Automorphismus von Z, iiber K ist umkehrbar eindeutig durch n Zahlen aus
dem Primkorper von K charakterisiert. Die Zuordnung (6) hat folgende Bedeutung: Nach
dem Fundamentalsatz der galoisschen Theorie entsprechen den Unterkérpern Z, von Z,
umkehrbar eindeutig Untergruppen 11, von 3,. Den Gruppen 1, sind im Sinne von (6)
die Zahlsysteme

(Ov 0’ v vy 07 kn kv+17 LS} kn—l)

zugeordnet. Dabei ist 8,/Ul, = 8, und die Faktorgruppe 11,/11,,; isomorph zur galois-
schen Gruppe von Z,, iiber Z,. Ein Reprisentantensystem fiir U,/ll,,, im Sinne von (6)
wird gerade durch die Koordinate k, geliefert.

2. Das Normierungsproblem.

Der Erzeugungsmechanismus (5) kann je nach Wahl der nichtinvarianten Hilfs-
grofen ¢, und der sich daraus ergebenden GroSen z, sehr verschiedenartig ausfallen.
Diese Wahl geeignet zu treffen, soll das Normierungsproblem fiir die Korper Z, heiflen.
Dafiir muB in erster Linie bestimmend sein, daB sich nach getroffener Wahl die arith-
metischen Eigenschaften eines Korpers Z, einfach beschreiben lassen. Im einzelnen kann
man fordern, daB sich die den Kérper Z, erzeugenden Grofen z, aus (3) formal moglichst
einfach ergeben oder daB sich die explizite Berechnung des Artin-Symbols einfach durch-
fithren 148t oder daB die Rechenregeln fiir das Normenrestsymbol verniinftig lauten.

Wir geben nun anschlieBend eine Losung des Normierungsproblems, die die auf-
gestellten Forderungen weitgehend befriedigt.

Wir setzen ¢, als Polynom von v, v,, . . ., 9, und 3, als Polynom von v,, v, . . ., v,
B Bay - - -, B, mit Koeffizienten aus dem Primkérper von K an:
¢, = ¢,(V3; Vpy - - 1, ), 2z, = 2,(V1, Vgy - « s %3 By Bay - - 1, By) -

Die Differenzengleichung (3) kann dann in der Form
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(7) Z,(’Dl + 11 Vo + Ciy e oY, + Cy—1; ﬂl) 627 ey ﬂ-) —'-Z,('Ul, Vgy + + 9 Uy5 ﬂl: ﬂﬁ‘l LY ﬁ;)
=, + BV + B+ 2.0 + B + 21) — (0, %, .., 9,)
(»=1,2,...,n—1)

geschrieben werden.

Es ist im folgenden von entscheidender Bedeutung, die GréfBen vy, vg, ..., 0,5 By, Bay « + +» B»
als Unbestimmte aufzufassen und die Gleichung (7) im Korper der rationalen Zahlen zu
lésen. Wenn dann bei einer solchen Losung die Koeffizienten von ¢, und z, keine uner-
laubten (durch p teilbaren) Nenner besitzen, entspringt daraus eine Lésung von (7) im
Kérper Z,, indem man den Unbestimmten wieder die alte Bedeutung zuriickgibt. Wir
ersetzen formal die v; durch z; und die g; durch y; ({ =1, 2, ..., ») und schreiben (7)
in der Form

(73) Z’(IEI + 17 Ty + Cpend, + C Yoo ?!,) —z,.(xp e T Yy, )

= c,.(xl + yp xg + ?/2 + Zl’ M x, + ?/,, e z,__l) - c,(xp s} x,) .
Natiirlich sind in den Groflen ¢; und z; ebenfalls die obigen Ersetzungen vorzunehmen.
Der Koeffizientenbereich sei der Korper der rationalen Zahlen.
Nun sei f,(2,, Z,, . . -, 7,) ein beliebiges Polynom von z,, z, ..., 2, mit rationalen

Koeffizienten. W1r zeigen dann, daB folgende Paare ¢, und z, eine Losung von (7a)
darstellen:

cv(xl’ cen xv) = fv(xl + 1’ Zy + G- d, + cv—-l) ——fv(xl’ Tay v o xv) ~fv(1’ 0’ N ) 0)
8) 2(Tyy ey B3 Yps e a Y,) =2, Y T+ Y+ 2.8, +Yy,+2_)—f(2,%,..., z)
'—f,(yp yzy swn y,)

(8) ist ein rekursives System zur Berechnung von ¢, und z, 7). Wir stellen zunéchst
einige Eigenschaften dieser GroBen fest. Es ist, kurz geschrieben,

9 ¢(0)=0 und 2z(0;y)=2(z;0)=0.

Zwischen ¢, und z, besteht der Zusammenhang
(10) e, (Zqy Tgy - -+ Ty) = Z(%q, Tgy - ., 5,3 1,0,0,...,0).

2, ist ein in den Variablen z und y symmetrisches Polynom, d. h. es gilt, kurz geschrieben,
(11) %(z;y) = 5(y; 2) .

SchlieBlich geniigt z, einer additiven Assoziativitdtsrelation, die in den Unbe-
stimmten &, n;, & (i =1,2,...,v) geschrieben so lautet 8):

2, (& 4 np &+ Ny 265 M) E 4tz 3En b Myt )i Cp el

2,68 6 My Mgy )

=z(n+lpm+ltaln;l)-on+4+ LA O/ ARRRPS MPtE STRRRY Y LR T NRRRIE N
+z,("7117727" °y ,1617 PR ’C)

(12)

7) Der Sinn des Losungsansatzes (8) ist folgender: Wire S,(c,) = 0, so konnte man wegen der Vertauschbar-
keit der Operatoren p und 4 Losungen der Gleichung 4z, = pe, in der Form ¢, = 4f, und z, = gf, mit f, aus Z,
erhalten. Wegen S, (c,) = 1ist dies aber in Z, unméglich. FafBt man aber »; und §; als Unbestimmte auf und rechnet
im Korper der rationalen Zahlen, so bleibt der Formalismus 4 ¢f, = p4f, erhalten. Da8 es iiber diesen Umweg mog-
lich ist, eine Losung ¢,, 2, von (7) in 2, mit S, (¢,) = 1 zu bekommen, werden wir sofort sehen. Der Ansatz (8) kann

als additives Faktorensystem aufgefaBt werden.
8) Die additive Assoziativitatsrelation ist eine Folge der Tatsache, daB 2, als additives Faktorensystem

geschrieben ist.
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Setzen wir zur Abkiirzung

g, 7 0)

= Z,(El +’71’ 52 + Ny + Zl(fl; ’71)7 sy E, +77, + z,_;[(fp LR ,_1; L/PTERY ,.__1) ) C;p ng LR C,) 1
8o konnen wir (12) kurz so schreiben:

g,(§7 7,{) + Z,(E; 7) = g,("’ £, €8+ Z,(??; ).

Beweis. Wir schreiben z, in der Form (8). Dann ersehen wir sofort die Richtigkeit
von (12) fiir » = 1. Wir nehmen an, (12) sei fiir » =1, 2, ..., k — 1 schon bewiesen.
Soll dann (12) auch fiir » = k gelten, so muB die Richtigkeit folgender Identitit ge-
zeigt werden:

flé G &+ b 2 (G m) 8,6, 0o o b+ Gz (G e € g3 e ) F 8 (6, 6)
_fk(§1 + 7]1’ 52 + 772 + 21(5:17 "]1)7 S ] fk + ’71, + zk_1(517 M | k_l; 7]1’ R | 7]1,_1)) ———fk(cl‘, C2) MRS ] Ck)
& st a2, G ) b F 2 Ce e Gy My T g)) —Fo (1o E) —Fo (T Mgy o0 1)
=f, &0, + 8 bt o+ Gt 2 (05 8) + 8,08, E)s e E e+ G2 (e 580008 )t 81 (16 8))
_fk(n;\ + Cp Mg + C2+ zl("?l;cl)’ IRRTR /)" + Ck +Zk_1(7]1, ey 77;__1;4‘17 L] k—l)) '_fk(fpszv LR '1515)
+ fk(?h + Cp Mg + Cg + z1(’71551)’ SRRTY//% +Ch +Zk_1("7p <" 5 ?7;,_1;51, e ey k—l)) —‘fk(npnz, .. 'snk)) _fk(cp C27 200y Ck) .
Nach Wegheben der gleichen Glieder bleibt noch zu beweisen:
fk(51+ nl+ Cl" 52+ 7’2 + Cz + 21(51; ’71) + gl(Eﬂ?’c)’ . ‘) =f;,(51 -+ A + cp 52 + Mo + Cg + z1(ﬂ1;51) + gl(ﬂ, C’ 5)1 . ) o
Dies ist aber nach Induktionsannahme eine koordinatenweise Identitit. Damit ist die
Assoziativitdtsrelation bewiesen.
Ersetzen wir in (12) die #; durch z; und die &; durch y; (i = 1,2, ..., »), {; durch 1,
die iibrigen ¢; durch 0, so geht unter Beachtung von (10) und (11) die Assoziativitédts-
relation (12) direkt in die Identitat (7a) iiber. Damit ist unsere Behauptung, daB die
in (8) definierten GréBen ¢, und z, eine Losung von (7a) darstellen, bewiesen.
Wir werden nun eine Losung von (7) in der Form (8) bekommen, wenn Polynome f,

8o existieren, daB in (8) ¢, und z, lauter mod p ganze Koeffizienten erhalten. Wir geben
mit den Polynomen

2, a
(13) f,(.’tl, Tay « o o 50'):—(;—!“ p2 +"'+ —ﬁ;
fiir diese Frage einen Existenzbeweis. Dazu brauchen wir folgenden
Hilfssatz. P(zy, %y, . . ., T,) sei ein Polynom in den n Unbestimmten x,, Ty, .. ., Zs
mit ganz-rationalen Koeffizienten. Dann gilt fiir jede natiirliche Zahl k = 1 die Polynom-
kongruenz

(14) P(xh Tay v« oy xn)pb - P(x{, .'12’2’, AR ] xr';)pk—l = 0 mOd pk'
Beweis. (14) ist fiir k = 1 richtig. Allgemein beweisen wir die Giiltigkeit von (14)
. - durch Induktion nach k unter Beriicksichtigung des auch fiir Polynome A, B von

mehreren Variablen mit ganz-rationalen Koeffizienten giiltigen Satzes aus der Zahlen-
theorie: Aus

A = Bmod p*.
folgt
A? = B? mod p**'.
Wir setzen einfach A = P(z,, z,, . . ., x,.)"k und B = P(af, o8, .. ., xf.)”knl.
Dieser Hilfssatz wird uns leicht den angekiindigten Existenzbeweis liefern. Wir
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behaupten also, daB
— = (x” + c"'l)p —x,’,’+ (xl‘—l + c‘v—g)p‘ - —1 + e + (xl + 1)"' —‘xgv "—1

P p2 pv
(15) wund

3 —9

p p? P
(»r=1,2,...)
Polynome mit ganz-rationalen Koeffizienten sind. Wegen (10) geniigt es, diese Behauptung
fiir z, nachzuweisen.

Fir » =1 ist die Behauptung richtig. =Wir nehmen an, wir hatten z fiir
v=1,2,..., k schon als Polynom mit ganz-rationalen Koeffizienten erkannt, und wollen
die gleiche Eigenschaft fiir z ., nachweisen. Wir fiihren ein Aquivalenzzeichen ,,~
mit folgender Bedeutung ein: Fiir zwei Polynome g und % soll g ~ % bedeuten, daBl g — %
ein Polynom mit ganz-rationalen Koeffizienten ist. Dann gilt einerseits

(T p1 + Ypyr + 2V — 254 — Yo

._.z p— o e
k+1 o +

o (x + Y+ 5"~ —yf 4o (a, + g7 = g
p p? o P .

Andererseits ist nach der Induktionsannahme

z?
'—;’:'N z(p 27"‘13’?:; y%yga"'ry%’)
2 2 ] +1 k+1.
~_1— ($p+yk+z_1( i) k_liyp y:p._l)) x: ——y: +‘"+(x11)+?/11’)p _xfk —y;’ .
p P P
Wir werden also 243, ~0 nachgewiesen haben, wenn wir die Richtigkeit folgender
Aquivalenzbeziehung gezeigt haben:

2 3 k+1
(@ + ¥ +54)" | (Bt ,t+5,) N (7 + )
P + P ' P
(2 + 92+ 2, (28 oy 259 Y)Y
2 %
( Pt ¥t g (@ G ) (23 + )’
2 P 5 —
Diese Aquivalenzbeziehung ist aber nach unserem Hilfssatz gliedweise erfiillt. Also ist
auch z ., ein Polynom mit ganz-rationalen Koeffizienten.
Wir haben jetzt bewiesen, daB die Elemente

o= ated"—dL (1) —f —

4 p? P’

?

(16)

— (x’—-l-y’—l—zv_l)”——xf—yf_*_( y——1+yy_1+ _2) _'xf‘_l—‘yr_’_l Foeeet (xl"l‘yl)p,"“

(v'+ﬁ,+z,_l)”——'uf-—ﬂf ( v—1+ﬂv—l+zr—-2) —%.y ﬂv—-l _(”1+ﬂ1)pv—”f'—ﬁ71}’

5= p p* r
Losungen der Differenzengleichung (7) im Kérper Z, sind. Die p-Potenzen im Nenner
stehen dabei nur formal da. Um die Brauchbarkeit der Elemente ¢, und z, aus (16) fiir
den Erzeugungsmechanismus (5) zu zeigen, ist es nur noch notwendig, S,(¢,) = 1 nach-

zuweisen. S,(c;) = 1 ist evident. Wegen
Journal flir Mathematik. Bd. 175. Heft 2. 156



114 Schmid, Zyklische algebraische Funktionenkorper vom Grade p*.

_ (’U, + cv—l)p - ’Uf
P
folgt S,(c,) = — 8, ¢y—1) = Sy_1(¢,—1) = 1 durch Induktion.

Nach diesem Existenzsatz hat es einen Sinn, das Normierungsproblem in folgender
Weise zu entscheiden:

Fiir den Erzeugungsmechanismus (5) sollen nur solche ¢, (mit S,(¢,) = 1) und z,
Verwendung finden, die sich in der Form (8) darstellen lassen. ¢, und z, seien im folgenden
in diesem Sinne beliebig, aber festbleibend ausgewihlt. Durch diese Entscheidung ist
auch die noch willkiirliche additive Konstante in z, festgelegt. ¢, und z, besitzen die
Eigenschaften (9) bis (12).

Mit dieser Normierung wird sich die Theorie des Artin- und des Normenrestsymbols
einfach darstellen lassen.

Wird im folgenden mit den Elementen ¢, und z, in der Form (8) gerechnet, so miissen
natiirlich die v; und 8; (i =1, 2, ..., ») wieder als Unbestimmte aufgefaBt und es mufl
im Kérper der rationalen Zahlen gerechnet werden, ohne dafl dies dann jedesmal wieder
vermerkt wird.

Da fiir die Erzeugung eines Korpers Z, besonders einfache Verhiltnisse vorliegen,
wollen wir iiber diesen Fall noch die folgenden Einzelheiten anfiigen.

Der Losungsansatz (8) lautet fir v = 1:

e(zy) = fi(zy + 1) — ful(z) —f:(1),
21(%15 Y1) = (@1 + y1) — f1(®1) — fo(91) -

+"'=7)€—10y—1+"'

—G

D
Der Existenzbeweis wurde mit f, =% gefithrt. Damit ergibt sich:

P - p—1
PN CTE Y et ek 9 1(p)x,;
p = p\u

und

P P p—1
__ZI=(£IJ1+.7J1) af y1=21(p)xlllyp—ll
J2 & p

—_— u
Wegen _Lfe E(—~Q- mod p sehen wir, daB die Normierung der Erzeugung
g P P

H I
eines Korpers Z, mit folgenden abbrechenden Logarithmusreihen vorgenommen werden

kann:

p—1, 1)# p—1, 1)# u
i = I o py = g1 3T ()

Wir kénnen fiir f, auch (‘;1) setzen. Damit ergibt sich

S R AR S R R O (o )

u=1

p—1
Mit ¢, (v =( el )ist also z,(v = (yl)( 2 ) eine Losung der Differenzen-
1(v1) p—1 1(v1, B1) ,‘;1'/‘ p—u g

gleichung ?).
Wegen (p 1:1_ 1) =1 — (v, + 1)’ ergibt sich hieraus eine Losung der Artin-

9) Diese Losung hat O. Teichmiiller angegeben.
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Schreierschen Differenzengleichung, indem man »; durch »; — 1 ersetzt. Es ist also

==

u=1
eine Losung von (4).
Die Assoziativititsrelation bekommt fiir v = 1 die einfache Gestalt:

Zl(f, ’7) + zl(‘f + 7, {) = 21(77, {) + Zl(’? + &, 5)

3. Zerlegungs- und Verzweigungstheorie.

Jetzt setzen wir K als algebraischen Funktionenkérper einer Unbestimmten iiber
endlichem Konstantenkorper mit ¢ = p’ Elementen voraus. § sei ein Primdivisor von K
vom Grade m.

Der Korper Z, sei durch (5) mit der durch uns getroffenen Normierung erzeugt.
Die Elemente gy, s, .. ., 8, seien durch zuldssige Substitutionen

’U,,"*?)g—‘—ﬁ,(,o) (v=1,2,...,n)
mit g aus K auf die Form
A,p)=1 und rim zu p, falls 4 > 0;
@) gl (nzo; (= dumd g prim b fale f > 0)
pr g, ganz fir p, falls 4 = 0.
gebracht 1°). Da z, nach (8) ein Polynom in den z und y mit Koeffizienten aus dem Prim-

korper von K ist, konnen wir sofort feststellen:
Der Primdivisor p bleibt dann und nur dann im Kérper Z, unverzweigt, wenn

A=0, 24,=0,...,24,=0
ist. Eine Verzweigung von J in Z,, tritt also dann und nur dann ein, wenn von den in (17)
erkliarten Exponenten mindestens ein 4, > 0 ist. Und zwar gilt genauer:
Ist in der Rethe Ay, Ay, ..., Ay der erste von Null verschiedene (also positive) Expo-
nent ., so tritt einz Verzweigunz nicht nur betm Ubergang von Z, 1 nach Z,, sondern
auch bei allen folgenden Schritten von Z, nich Z,.1 (v=pu, u+1,...,n) ein.

Dies ergibt sich sofort aus der Hilbertschen Theorie und aus Z, P
der eindeutigen Bestimmtheit der Unterkorper Z, von Z,. Es sei
y=1%,_,,B, ,= 5;[3/’1 (siehe Figur!). Dann ist der Trégheitskorper 7
von p fir Z, iber K gleich Z, ,, der Tragheitskorper von B, fir Z, w @ Py
iiber Z, daher gleich dem Kompositum Z, ; X Z,= Z,. Daraus folgt,
daB P, beim Ubergang von Z, nach Z,,, verzweigt ist, w.z. b. w. Zy 1 9Py
Ist insbesondere also schon 4, > 0, so tritt Vollverzweigung p = $*"
ein. Daraus folgt sofort ohne Rechnung der kiirzlich von Tannaka be- Kdp

wiesene Satz 11):
Es gibt unendlich viele Korper Z,, in welchen endlich viele vorgegebene Prim-
divisoren p; voll verzweigt sind. (Analogon zum Grunwaldschen Existenztheorem).

Man braucht nur g, so zu wihlen, daB fiir die endlich vielen Primdivisoren p; die
Exponenten A” > 0 werden. Dies ist aber stets moglich.

Eine zur Verzweigungstheorie analoge Tatsache konnen wir auch im unverzweigten
Falle feststellen:

10) Siehe H I.

11) T, Tannaka, Zyklische Zerfallungskorper der einfachen Ringe iiber dem algebraischen Funktionenkorper,

Sci. Rep. Tohoku Univ. (1) 24 (1936).
15*
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Tritt beim Ubergang von Z, | nach Z, zum ersten Male Tragheit ein (B, =B,
so gilt dies auch fiir alle folgenden Schritte, soweit sie iiberhaupt unverzweigt sind.

Zum Beweis braucht man nur im vorigen Beweis den Begriff , Trigheitskorper**

durch ,,Zerlegungskorper* zu ersetzen.
Durch diese Feststellungen werden die zunichst denkbaren 3" Moglichkeiten fiir
die Zerlegung von p in Z, auf (n —2}— 2) Méglichkeiten reduziert. Man beherrscht hiernach

die Zerlegungstheorie vollkommen, wenn man noch die Frage entscheiden kann, ob im
unverzweigten Falle p in Z, voll zerlegt ist oder nicht. Eine Antwort hierauf geben wir
mit Hilfe der im folgenden zu entwickelnden Theorie des Artin-Symbols.

4. Das Artin-Symbol.

Der Primdivisor p sei im Korper Z, unverzweigt. In diesem Falle konnen wir den
Artin-Automorphismus

. (é) B s{ﬂl.ﬂz,p...,ﬁ,,}

einfithren. Fiir ihn gilt
2¥ = 2% mod p
fiir alle fiir p ganzen z aus Z,.

Diesem Automorphismus sind vermoge (6) umkehrbar eindeutig n Elemente des
Primkérpers von K

(18) [’-’iﬁz—p—i] (v=1,2,....n)
zugeordnet, die der Beziehung
BuBa - s Ba) _ N [BuBar oo Ba]
1) {Pubupeole s 37 [Pubupeale] o

geniigen. Der Verschiebungssatz fiir das Artin-Symbol, angewandt auf Z, iiber K
(v=1,2,...,n—1), ergibt sofort

[ﬂn ﬂz’p- ‘o ﬂnJ

[ﬁn Bas - -

sab]

v v

Die Reihe (18) konnen wir also abéndern in

[ﬂ_liz, . ﬂ,] ,

wobei wir ohne MiBverstindnis die Klammerindizes weglassen konnen. (19) schreibt
sich jetzt in der Form

(oot 2 [Bufe ] o

Insbesondere ist

{%1} = [%1] = P}’)"‘ :11 B, mod b 12)

12) P bedeutet den Operator Pz = aP.
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das in HI eingefithrte Symbol und

GO RS B U B Y S Y

Die eckigen Klammersymbole konnen wir nun rekursiv berechnen. Es gilt unter
Beriicksichtigung von 4w, = ¢,_4, von (20) und von

Sy =2 =l e =1
die Beziehung
By By B,
SN T S B
st P Il = o
BBy sBy1\  [PpPy-bi]
s{ v 1}+[12v I» "
== Cy_1
s—1
Bys By s By BioBy-by]
S{‘——r—-‘ 1 {ﬂl,ﬂz,...,ﬂg_1}s[ e 1
= s —1 Cy—1 ’I"S » s —1 Cy—1
&%wﬁg By BB
__.S ¥ _1 ﬁl? 6270--7 ﬁv] {1, L A l'—-_l} Spv_l—'—i
= 3*1 Cv—1 +[_"—T— S » L] S'—‘i Cy-
BBy s By_1
__8{12p _}_1 +[ﬂ1aﬁza"°’ﬁvl
o s—1 G-t p )
Nun ist
By Byr e nBy fm
(s{ » }—-1) 'U,,E’U?y——’l), E%—:—ij;z,,_l—*'{%} mOd.p.
Also ergibt sich folgende Rekursionsformel 13):
ByBy e Byt
(21) Fhm“'”ml_{&}+Pm—4 __K v =1 modyp
p =W T P11 s—1 - '

Soweit gilt alles fiir beliebige Normierung. Jetzt wollen wir unsere spezielle Nor-
mierung benutzen und die Rekursionsformel (21) weiter auswerten.

Wird die rechte Seite von (21) explizit ausgerechnet und dabei jedes v auf einen
Grad kleiner als p reduziert (wie dies nach dem Erzeugungsmechanismus (5) stets moglich
ist), so miissen sich natiirlich alle Glieder mit v aus Invarianzgriinden wegheben. Fiihren
wir die Bezeichnungen

{ﬂl,ﬁz ..... By—1
P q s )1
—_ 7, = Cv—l und Cy—1 =Y,
=0 =0

pP—1 s—1

ein, wobei also das Nullsetzen erst nach Gradreduktion vorgenommen werden darf, so
konnen wir (21) so schreiben:

(21a) [————-———ﬂl’ /32’%; — ﬂ']E {%} +¢,_,—v,, modp.

Es entsteht nun das Problem, die rechte Seite von (21a) einfacher zu gestalten und zwar

13) Witt hat unabhingig von dieser Arbeit ebenfalls die Moglichkeit dieser Rekursion erkannt.
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80, daB mod p ihre Zugehorigkeit zum Primkorper von K evident wird. Wir beschranken
uns auf die Vereinfachung des Gliedes {,_,, da y,_; bei der Charakterisierung des Voll-

zerfallens, auf die es uns nachher ankommt, ersichtlich Null wird. Es gilt
fm—1

b1 E ] *
Cv-—l =k£’ zv—-l(v’f’ Ug PR ’U’:—l; ﬁpk ﬂp Tt ﬂf—l)"‘(’

fm—1 b % 2 3
zké:, f~.1(”fk + ﬂf 1o v—l + ﬂv—l 2(”p T ”f_z; ﬁf 1y ﬂfiz)),):o
fm—1

k &
—',;g’; f._x(”f ’ v; 1 vf—l)»so 2 fv-l(ﬂ 1o ﬂv—l
Man sieht durch Induktion sofort, daB
—1 —1 k—1 k1 k—1 k—1 k.
[+ B B T B = (e

t—1

G=1,2,...,v—1).
Algo ergibt sich
Im—l m—1 Im 1 Jm—1 fm-—-l fm—1
v-—l f'—1<v? ﬂ;.’ L} v— ﬂ:, ";. v—2(vp K] ﬁf yc '))v 0
/m-—l

%
_-ké'o fv—l(ﬂ’; 1t v—l) .

Nun ist
fm—1 fm—l jm—1 fm—1 !m—l fm—1
[ 8 + 2 (0 oty B B ) oo
P’m —1 fm—1 k
=TP_1 B, + :2 25—1(”’1’ 1ee ”z?—ﬁ ﬂf v Bi_1)umo
P’"‘ .
1ﬂ+C'_1 i=1,2,...; {,=0).
Setzen wir dies in {,_, ein, so erhalten wir
p™—1, P"—1 " — 5 (g7t o
C,=f P 1ﬂ1v 1I32+Cp"vp 1/3+C,_1 f(lvﬂp7-"’ﬂ,)*

Beachten wir, daB die Konjugierten von #; mod p
ﬁiv I;',a ﬂ’i’zv LR ﬂfm_l
sind, so erkennen wir rekursiv aus (22), daB ¢, ein fiir jedes i in den Konjugierten von g;
symmetrischer Ausdruck ist, der demnach mod p im Primkérper liegen muB.
Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Vollzerlegtsein eines Prim-
divisors p von K in Z, lautet jetzt nach (21a) und (22) so:

{%}+¢,_150modp (r=1,2,...,m).

Dies sind » nur von den B; abhingige Kongruenzen.

5. Das Normenrestsymbol.

Um die Multiplikationsregeln fiir zwei zyklische Korper verschiedenen Grades auf-
stellen zu konnen, miissen wir unsere iiber ¢, und z, getroffene Normierung noch etwas
verschirfen:

Es sollen in (8) nur solche Polynome f, verwendet werden, welche die Eigenschaften
(23) . f(®y..nm) =1, (5, 3) +f (7, _0,...,0) '
N=Ersy v—1,2,...,n——-1)
erfiillen. -
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) ¥ xpv—t'+1
Die fiir den Existenzbeweis verwendeten Polynome f, = —Z

1=1
offenbar auch die zusétzliche Eigenschaft (23). Aus (23) resultieren fiir z, die Eigen-
schaften

;;m besitzen

200,0,...,0, 2,2 .. %;Y,..04)= 2 (T 2 YY)
2 (2, 2,;0,0,..5,0,9,9,,0,--09,)= Z (& T Y,y
Wir definieren die zyklischen Algebren

Hn = K(u; U1y Vgy o« oy ”n) = (o3 B1s 1327 LIRS ﬂn] mit

(23a)

v = B "
_ W=
PV = 21 + B
........ uv,u~l = v, + ¢,
PVn = Zn1 + Pn

und mit der fiir ¢; und z; von uns getroffenen verscharften Normierung. Es sei 8, == pp®
mit f aus K. H, ist dann vom Grade p".
In geldufiger Weise sei das Normenrestsymbol

(%)
)

aus der p-Invariante von H, definiert. Dem Gruppenelement (—;f) sei durch die Fest-

setzung
3By enbp

»
das spezielle Normenrestsymbol
{0‘; Bu Bas - - 1_&} mod p"
p

und diesem weiter das isomorphe multiplikative Symbol

(28 ﬂ:; ) o (2% fr B ﬂzp, v Bal)

zugeordnet. Entsprechend sei fiir das Artin-Symbol

(Bl Be) oy (201 (PP B

AuBer dem vorderen Zerlegungssatz
(cxa'; By Bs, - - - ﬂ,.) _ («x; By Bey - - ﬁn) (0"; By B, - - ﬂ,.)
p p p
gelten fiir das Normenrestsymbol auch hintere Zerlegungssiitze, die jetzt in den ent-
sprechenden Algebrenregeln hergeleitet werden sollen. Bei ihrem Beweis werden die
Assoziativititsrelation, die Symmetrieeigenschaft und die Eigenschaft (23a) von gz,
eine hervorragende Rolle spielen.
Neben H, betrachten wir die zyklische Algebra
—t = K(u,; U V3« « oy Vnt) = (' Bi, B2, - - -5 Ba—t]
vom Grade p»—* (0 < k <n) mit
pvi = pi N i
pvz =z, + P2 ) =
............ u'v{,_k (u')"'l = 'U:‘_k + Cp—t—i1 »
Pn—i = Zna—1 + Pa—i
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Wir bilden
. 'o
HyxH = K(u; vy, 09 « ., 0 | 0’5 0], %, ..., Vh—t),
wobei die gestrichenen Operatoren mit den ungestrichenen vertauschbar sind. Wir
fiihren folgende Transformation der Operatoren aus:
1. s=u; p=ufiri=1,2,...,k
U1 = Vpg1 + U1
Vk+e = Vg2 + 8 + 29(Vkq1; 1)
U = Uy + Un—t + Znte1 (Vkt1y - oy Unet1} V1, « « oy U—p—1)-
=7 ' -1, - .
2. =@t %=0v, (=1,2,...,0—Fk).
Uber die neuen Operatoren stellen wir in mehreren Schritten fest:
a) Die Transformationsgleichungen (24) sind nach den urspriinglichen Operatoren
auflosbar. Es ist also
i ‘. e s B BT A 5
K(u; vy, Vg ooyt |05 01, 08, ..y Uns) = K(U; 05, 0gy .., | /501,08, « . ., Up—p)-

(24)

b) Es ist
K(@3 04, 0y« . oy Tg) = (% Bi B - ﬂ;_k] .
c) Es gilt
(25) 50'5.,- = Zi—1 (51’ /‘_)2’ LIRS} ai-—l; El’ /_9—21 LK) E—l) + E (1« = 1, 2, ey n)
mit
Bi=pi fiir i=1,2,...,k
und

ﬂ;‘ = ﬂi + ﬁ;’—k + Zi——k—-l(ﬂk+1, .oy ﬁi—l; ﬁi, .oy ﬂ,{_k_.l) fiir 1=k + 1, k + 2, RSN (N
Beweis. Fiir i =1,2,...,k ist (25) evident. Soll (25) auch fir i =k + 1,
k+2,...,n gelten, so muf} folgende Identitét erfiillt sein:
A YRR Fv SRR _.'—1) + 2 3By oo Biss [ |
=2 (0 V35 By e Biy) T2 (O Y 5B By
+ 2y (Ut By F 2 (0 5 By s s 0 B0 B 2 4 (0,3 B0))

.o ’
AP R N B

Nun beachten wir die Assoziativitéitsrelation (12) und die Eigenschaft (23a) von z,.
In (12) ersetzen wir » durch { —k — 1 und geben den Unabhingigen &, n, { folgende
Werte:

— % 41Uy - s

E=vl, =B §=8,; (=12.,i—k—1).
Dann geht (12) iiber in
g a Bt Bgar o By t By 25 o (Bl 5 Bygrr -+ ) Ve Vg y)
+ 2 (Bl o B3 Bear o0 Biy)
=2, Bl By a0 Bl )i Brgr oo Biy)
‘ 42 (0 U g3 Bl Biya)-
Ersetzen wir in (12) » durch { — 1 und geben den Unabhiingigen &, 7, { die Werte
§=w fir j=1,2,...,,i—1,
=0, ;=g fir j=1,2,...k
= 4 & =8+ B+ 2 4 (Buyyr-- s Bpy--r) fir j=k+1, k+2,..,i—1,

(27a)
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so geht (12) unter Beachtung von (23a) tiber in

Oy O 5By Biy) By (Ve B3 VL e V)
(27b) =2 1 (Brre oo By O+ B+ Bise o 5050 Yy)
2 (O Vs Bt Bl By B %y o(BryrreeriBrress)
Ersetzen wir in (12) » wieder durch { —1 und geben den Unabhingigen &, %, {
die Werte
&=0fur j=1,2,...,k,
=0 _ Btz (0, B, ) tir =k E+2,..,0—1,
n =P, =muv furj=1,2...,i—1,
so geht (12) unter Beachtung von (23a) iiber in
Zi g (Byse s B 0 4 B A Brypr -3V oo 0y)
t 2 (”1, + ﬂl,’ T Ui,-—k—-l + ﬂi,—k—l +t2 s (v{, L 5{’ o) ﬂk+1’ ceo Biy)
=2 4 W F By 2 0By ) B )
+ 2, O3By Biy)-
Die Summation von (27a), (27b) und (27¢) gibt gerade die Identitdt (26). Damit
ist die Richtigkeit von (26) erwiesen.
d) Es gilt
(28) B8 =0 + ¢t (Vg .+« oy Viy) (i=1,2,...,n)
Aus (25) und (28) folgt dann
K(#; 3,0y, -« oy B) = (%5 By Bay -+ » Bal-
(28) ist fiir ¢ < k trivial. Soll (28) auch fiir { > £ richtig sein, so muB} die Identitat

(282) Zi—p—1(Vkq1 + Cy v v vy Vima + Ciei U1y e ooy Vipm1) — Zickm1 (Ve 1y « + oy Vi1 U1y v oy Vi)
= c,-_l(ﬁl, “eay ’l_)-,;._l) — C,'_.l(’l)l, ey 1),'_1)

erfiilllt sein. (28a) folgt aber unter Beachtung von (23a) sofort aus (7), wenn wir in (7)
v=1—1,8=0 fir j<k und g =0} fir j=k+1,k4+2,...,1—1

(27¢)

setzen.
e) Die Operatoren ¥; (i =1,2,...,n) sind mit dem Operator i’ vertauschbar.
Dazu miissen wir zeigen, dal

(29) (') B (ur) T = () Bi(u)
(29) beweisen wir mit Hilfe der sofort ersichtlichen Tatsache:

() ()t =v; fir j <k

und
(u”") ’D,'(ll”l‘:)—x = v; -+ Cj_k_1('l)k+1, .o vy ’Uf._l) fir £k < j <i.
Damit geht iiber (29) in
(29&) C.'_k_l(vu.l, cony 'Ui-l) + z,-_,,_l(vgﬂ + 1, ooy Vi + c,-_,,_z(le, .oy ’l),‘;_z); ’U{, ooy 'Ué-—k—-l)

= i (V], - + oy Vipm1) FZimtm1 (Ve 1y - + o Vim; VI, oy Ui+ Cipma(21, - - o, Vir—2))-
(29a) entsteht aber durch Subtraktion zweier Relationen (7) mit » =i —k —1.
Wir ersetzen einfach das eine Mal

v; durch vz, B; durch v},
und das andere Mal

v; durch vj, Bi durch vy, (j=1,2,..,i—k—1).
Journal fiir Mathematik. Bd. 175. Heft 2. 16
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Aus a) bis e) zusammen folgern wir:
i = . = == 06, ’
K(u;w Uy o - /7 {7 . "vn—k) = (x; ﬂp SR ﬁn] X <7, ﬂ1,7 CY) ﬂ,,,_k] .
Fir « = o' ergibt sich daher die grundlegende Algebrenregel:

(“;ﬁp ﬂza .. 7I9 ] X (0“ /317ﬂ21 » 89 n—k]
~ (0"; ﬂp ceey ﬁka ﬁk+1 + ﬂp ﬂk+2+ﬂ2 + Z1(ﬂk+1; ﬂl,)v LS ﬂn_{_ﬂ,:_k_‘_zn—k—l(ﬂk-i-l’ et ;/3;’ . ')] °

Insbesondere gilt fiir die Multiplikation zweier Algebren vom gleichen Grade (k= 0):
(303) (zx; ﬂl’ Tt ﬂn]x ((X; ﬂll’ ) ﬂ,:] N(“; ﬂ1+/3;’ ﬁg+ ﬂg"—’_zl(ﬂ]; ﬂll)'l At lgn"l_ ﬂ7:+zn_1(ﬂ11 . ;ﬂ;j R ')]

(30)

14)

Setzen wir in (30) B,,, = 8, +2=*++= B, =0 und &ndern in den . die Bezeich-
nungen, so entsteht aus (30) wegen (9) die Regel:

(30b) | (&5 By, Bys -+ By 0,0, ., 01, X (&5 Byyys Byyor -+ 2 B,1 ~ (%5 By By - -, B,]-

Der angefiigte Index n soll andeuten, daB die Algebra vom Grade p» ist.
Durch Iteration von (30b) erhalten wir schlieBlich die Regel:

(300) (0‘; ﬂp ﬂg) ] ﬂn] ~ (‘x; ﬂp 07 oy O],, X (0‘; ﬂg, 0]n——1 ce X (“7 /3”]1 .

Es entsteht nun die Frage der Transformation der Algebra H, auf eine unver-
zweigte Darstellung fiir die Stelle p. Diese Frage ist fiir n = 1 durch die Formel

(, B, = (n, Res g ‘i—“J (mw Primelement zu p)
»

gelost. Unter Beriicksichtigung unseres Ergebnisses in der Verzweigungstheorie lehrt
die Regel (30b), daB jede verzweigte Algebra H,, falls sie nicht selbst schon vollverzweigt
ist, als Produkt einer vollverzweigten Algebra H, ; und einer unverzweigten Algebra H,
dargestellt werden kann. Zusammen mit der Regel (30c) besagt dies, daB wir uns bei der
Aufsuchung einer unverzweigten Darstellung auf die Untersuchung des vollverzweigten
Typus

(o‘;ﬂ70707"'70]
beschranken kénnen.

Das in meiner Dissertation 1) aufgestellte Reziprozititsgesetz der Potenzreste ist
auf Korper Z, verallgemeinerungsfihig. Es ist unter Benutzung der Produktformel

n(“;ﬂhﬂ;""ﬂ”):i

»

rein formal herleitbar.

By Bay -+« B und Bi, Bs, - . ., Bi seien die erzeugenden Parameter der Korper Z,
und Z; mit den Fiihrern f und §’. Die Divisoren von 8, und g8, (v =1, 2, ..., n) werden
so zerlegt:

14) Hier miissen wir auch noch g, + B =+ pf{”) mit f{*) aus K voraussetzen. (30a) gilt natiirlich auch ohne
die verschérfte Noriierung.

15) H. L. Schmid, Uber das Reziprozititsgesetz in relativ-zyklischen algebraischen Funktionenkorpern mit
endlichem Konstantenkorper, Math. Zeitschr.40 (1935).
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B,=Db, ¢ mit {(ﬁ”"“_1

¢, nur aus Primteilern von f’ zusammengesetzt,

pravie, miv (D=1

¢, nur aus Primteilern von | zusammengesetzt.

Man zeigt dann leicht beitragsweise:

Y ’ lH ,’,, PP ,, I Y Plse ooy ’
‘ﬂn 'n' ) ﬂnl_!ﬂlv 'n' ) ﬂn} iv:lﬂ ﬂ ${v=lﬂ" '6 ﬂ" )

v, | | Jigs

Mit der Produktformel ergibt sich dann ohne weiteres:

Bis ooy B\ By oo BT (Hﬁw B B ) (1}/3” Bir e ﬁn)
Ui e ) AT |

n
H[); pr Pl pIf
v=1 v=1

Eingegangen 6. Januar 1936.
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