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Einbettung von Algebren in Algebren mit kleinerem Zentrum.

Von Max Deuring in Leipzig.

1. K sei eine endliche algebraische Erweiterung des Korpers k. Die Klassen der
einfachen normalen Algebra iiber %, die von K zerfillt werden, bilden eine Gruppe. In
dem besonderen Fall, daB k ein endlicher Zahlkorper und K/k galoissch ist, kennzeichnet
diese Gruppe den Koérper K!). Wenn man diese Kennzeichnung zur Untersuchung der
Eigenschaften von K verwenden will, so stellt sich als eine der ersten Fragen die nach
der Beziehung der zu K gehorigen Algebrenklassengruppe zu den Algebrenklassen-
gruppen, die zu den Teilkérpern von K gehoren.

Wir bezeichnen die einfachen normalen Algebren iiber %, in denen K als maxi-
maler Teilkorper enthalten ist, mit 9%, 8%, ..., und die Gruppe der von K zerfallten
einfachen normalen Algebrenklassen iiber k mit Gi.

2. Es sei jetzt ko< k, < k,. In einer Algebra U bildet die Gesamtheit aller mit
k, elementweise vertauschbaren Elemente eine einfache Algebra 9;:. Das folgt aus einem
bekannten Satz der Algebrentheorie 2). Uber diese Zuordnung einer Algebra g zu
jeder Algebra 9}: gilt der folgende

Satz 1. k, sei separabel von endlichem Grade iiber kg, ko< kS k,. Die Zuordnung
Wt — Ay ist ein Isomorphismus der Faktorgruppe GGy mit einer Untergruppe von Gy..

Beweis. Zunichst sei bemerkt, dafl der Satz wohl auch fiir inseparable k, richtig
ist. Jedoch ist der folgende Beweis auf separable k, zugeschnitten.

Wir zeigen zuerst, daB die Klasse der Algebra %' durch die Klasse von ;' ein-
deutig bestimmt ist: jeder zu k, isomorphe Teilkorper kj von 2 ist von der Gestalt
g 'kog, das zugehorige s ist dann g~ Ujrg, also eine zu A} isomorphe Algebra.

Wir betten k, in einen iiber k, galoisschen Korper K mit der galoisschen Gruppe ®,
ein. k; gehore zur Untergruppe ©;.

Gy} ist isomorph zu der Gruppe solcher Klassen assoziierter Faktorensysteme von
K/k,, die Faktorensysteme a’) mit a'’, = 1 fiir ¢ und 7 aus ®; enthalten:

Ghi == (agx ¢)/(cs) == (a52)/(agx ~ cz)-
¢T = clt./cq. liegt dann und nur dann in af’), wenn es ein b gibt, mit dem sich die ¢,
fir o aus ®; in der Form c, = b'~ darstellen lassen. Fiir cj = ¢,b°" (o aus @) ist
dann ;T = 7 , aber ¢y =1 fiir 0 aus ®,. Daher ist
—T)-\;gTR. Brauer, H. Hasse, E. Noether, Beweis eines Hauptsatzes in der Theorie der Algebren, J. f. reine

u. angew. Math. 167 (1932), 399—404; vgl. auch M. Deuring, Algebren, Ergebn. d. Math. IV, 1 (1935), S. 122, Satz 11.
2) Vgl. etwa M. Deuring, loc. cit. S.44, Satz 6.
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Gl == (a52)/(ca™")
mit af,", = =1 fir ¢ und v aus ®;.

Die in Satz 1 beschriebene Zuordnung % — ;! vollzieht sich an den Faktoren-
systemen, indem der Klasse (a)) die Klasse des nur auf die Untergruppe ®, sich be-
ziehenden Teils (a®)*) zugeordnet wird. Diese Zuordnung ist ein Homomorphismus, bei
dem gerade die Klassen (a%)) in 1 iibergehen. Das ist die Behauptung 3).

3. Die Bestimmung der genauen Untergruppe von Gy, die zu Gy/Gy: isomorph ist,
gelingt nicht allgemein. Wir fiihren sie zuerst fiir p-adische Zahlkérper, und dann darauf
aufbauend fiir algebraische Zahlkérper durch ¢).

Die Koérper k; seien jetzt p-adische Zahlkdrper. Das Primideal eines Kérpers
ki, W, T, ... bezeichnen wir mit p, _, by, 9., .
Die Gruppe G5! ist zyklisch von der Ordnung (k;: k,) und ebenso ist Gy' zyklisch

von der Ordnung (k, : k,). Daraus folgt, daB Gi/G;: mit der ganzen Gruppe Gi iso-
morph ist.

Die p-adischen Algebren kénnen durch ihre Invariantcn gekennzeichnet werden.

Die Invariante von i muB daher aus der Invariante von 9} abgeleitet werden
konnen. Das geschieht durch

Satz 2. U bestimmt sich aus Ay mittels der Beziehung

(1) <pk, =\5, (kg : ky) (mod 1).

Beweis. Fiir eine unendliche Primstelle p handelt es sich um endlich viele tri-
viale Fille. Daher setzen wir p als endliche Primstelle voraus.
In k, liegt ein Korper 7T, der unverzweigt iiber %, ist, wihrend k, rein verzweigt

tiber T'ist; d. h.esist p, = p, und p,, = pD. Wir beweisen zuerst
—
(2) <i[ ) (3[ )(T ko) (mod 1).
T ko

9% enthilt einen iiber k, unverzweigten Teilkérper W', und W' enthilt einen zu T
isomorphen Teilkorper 7’. In 9 gibt es also ein Element g, das 7" in T transformiert:
gt T'g = T. Wir setzen g—'W'g =W.
Ist ¢ die Frobeniussubstitution von W/k,, so kann A% als zyklische Algebra
QIII:: = (a7 W, ?9)

geschrieben werden, und wenn a genau die Potenz p; von p, enthilt, so ist

AL
( >_(W k) (mod 1).

W ist offenbar auch ein maximaler Teilkorper von Ay, und %% hat die zyklische Dar-
stellung
ﬁk. = (a, w, (P(T:k.)) .

3) Fiir diesen Beweis vergleiche man die Theorie der Faktorensysteme etwa bei Deuring, loc. cit. Kap. V.

4) Fiir die Theorie der p-adischen Algebren muf verwiesen werden auf H. Hasse, Uber p-adische Schief-
korper und ihre Bedeutung fiir die Arithmetik hyperkomplexer Zahlensysteme, Math. Ann. 104 (1931), 495—534,
oder auf Deuring, loc. cit. Kap. VII § 2.
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Da ¢(T:%) gerade die Frobeniussubstitution von W/T ist, so ist

g
(%T) (WS = (%) (T: k) (mod1).
Das ist (2).
Zum Beweis von (1) muf} jetzt
3) (9‘ )—(W> (ky: T) (mod 1)
b,/ \¥zp
gezeigt werden. Nach Satz 1 geniigt es, diesen Nachweis fiir eine Divisionsalgebra U

zu fithren; denn jede Algebra 3 ist einer Potenz einer Divisionsalgebra dquivalent.

% enthilt einen Teilkorper V, der zu der unverzweigten Erweiterung (k, : k,)-ten
Grades von k, isomorph ist. Wir kénnen annehmen, daB %, in V enthalten ist, indem wir
notigenfalls wie beim Beweis von (2) noch zu g—1Vg iibergehen. Der Trigheitskérper U
von p, hat wegen p, = P = pkeT) den Grad (V:k,) Gber k. Da er galoissch
ﬁber T ist und mit %k, wegen seiner Unverzweigtheit den Durchschnitt 7 hat, so ist

= k,U. U konnen wir wie beim Beweis von (2) in einen unverzweigten Teilkdrper

(kz T)-ten Grades W von % einbetten. Ist jetzt x ein solches Element von 7,
das als Transformator den Frobeniusautomorphismus ¢ von W/T erzeugt, und enthilt

z die r-te Potenz des Primideals §§ von ﬁ’%, s0 ist

(pT =7y (med ).

Denn es ist Az = (a, W, ¢) mit 2D = ¢ und p, = P, weil Ay als Divisions-
algebra vorausgesetzt worden ist. ¢ ist, allein fiir U betrachtet, die Frobeniussubstitution
von U/T. ¢ kann dann auf V/k tibertragen werden, und da k, die gleiche Restklassen-
zahl wie 7 hat, so ist ¢ auch die Frobeniussubstitution von V/k,. ¥ sei ein Element

von g = A7, das als Transformator diesen Automorphismus von V/k, erzeugt. z = 2™y
ist dann mit U elementweise vertauschbar, liegt also in Ay Bedeutet ' das Prim-
ideal von A%, so gilt p, = p, = P&V =R, also P’ =P**. Geht B in y
mit der Potenz §’ ein, so muB demnach
r=t (mod (ky:k,))
1
gelten. Das Primideal von 9_1:: ist 9B, weil seine (%, : k,)-te Potenz gleich p, = pG:® sein

muB3. Demnach haben wir

ﬁk: o t r 2[16,
<"_z:)=(kz:k1) (g < y) ( )(’ﬁ T) (mod 1).
Das ist (3).

4. Wir behandeln jetzt den Fall, da die k; endliche algebraische Zahlkorper
sind ). p sei eine Primstelle von k, pj,..., §, ihre Primteiler in &, und p;j, ..., i

die Primteiler von p; in k,. Ferner bezeichnen wir den p;-Grad von k, [k, mit n(p), und

ko

E,
den p;-Grad von k,fk, mit N(p),. Eine Algebra % ist durch ihre Invarianten ( v )
gekennzeichnet. Dabei erfiillen die Invarianten die drei Bedingungen:

8) Fiir das Folgende: H. Hasse, Die Struktur der R.Brauerschen Algebrenklassengruppe, Math. Ann. 107
(1933), 731—760, und Deuring, loc. cit. Kap. VII, § b.
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(4) nur endlich viele Invarianten sind == 0 (mod 1),
(5) N(p), (%‘) =0 (mod 1),
(6) 2(917“) =0 (mod 1).

=\ P

Aber diese Bedingungen sind die einzigen: zu jedem Invariantensystem, das (4), (5), (6)
erfiillt, gibt es eine Algebra U}

Die in einer Algebra ;* durch k, festgelegte Algebra %} finden wir nach Satz 2
durch die Invariantenrelationen

) =3
7 — | =n(),| =] (mod 1),
(7) < v (») v ( )
die zur Bestimmung der Klasse von 3 hinreichen.
5. Die im Titel dieser Arbeit formulierte Frage, das heiBt also die Bestimmung

der genauen Untergruppe von Gg, die zu Gy}/Gy: isomorph ist, lauft fir den Fall der
-y
Zahlkorper darauf hinaus, das Kongruenzensystem (7) bei gegebenen (%,‘l) nach den

I ‘
<%L°) so aufzulosen, daBl die Losungen <%> die Bedingungen (4), (5) und (6) erfiillen.

Es ergibt sich also sofort

Satz 3. Damit die Algebra % in eine Algebra W5 eingebettet werden kann, miissen
die Kongruenzensysteme — zu jedem p eines —

(%
n(p); zp = v (mod 1)
vertrdglich sein.

Insbesondere: Wenn k, iiber k, galoissch ist, so ist es fiir die Einbettbarkeit von U
in AR notwendig, daP Ayt an beziiglich k, konjugierten Primstellen gleiche Invarianten hat.

ks
Es ist leicht einzusehen, daB man, wenn diese Bedingung erfiillt ist, die (%i‘)

immer so bestimmen kann, da sie (4) und (5) erfiillen. Die Schwierigkeit liegt bei (6).
Aus der Voraussetzung

2(%1) =0 (mod 1)

folgt ndmlich durch Addition der Kongruenzen (7) nur

(8) (ks : ko) 2( "')-0 (mod 1).

Wir zeigen an einem Beispiel, daB die Bedingung von Satz 3 im allgemeinen zur

Einbettbarkeit von A in %}’ nicht ausreicht.

q sei eine Primzahl. Es sei k,/k, abelsch vom Typus (¢, ¢) und ky/k, zyklisch vom
Grade g2 Wir betrachten eine feste Primstelle p von k,, deren Zerlegung in k&, durch
p=p{---p, gegeben sei, withrend die p; in k, unzerlegt bleiben. Es gibt eine Algebra

Az, deren Invarianten an den Stellen p’; samtlich 615 sind, wihrend die Invarianten
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ks
an allen iibrigen Primstellen 0 sind. Die Bedingung von Satz 3 ist erfiillt. Fiir <%)

&y

erhalten wir aus (7) eindeutig den Wert 515 Fiir alle iibrigen <9ik'), t =k p, folgt aus (7)

Wir\ _ .
gl —) =0 (mod 1). Es ist daher

p
5 91'{') 1
< (P g (ot
und gewiB nicht

(%) =0 ot

»
Es gilt indessen der

Satz 4. Wenn k, iiber kq zyklisch ist, so ist % dann und nur dann in eine Algebra
U einbettbar, wenn Azt an in bezug auf ko konjugierten Primstellen gleiche Invarianten hat.
Der Beweis ergibt sich aus dem Vorhandensein unendlich vieler Primideale p von

ks
k,, die in k, nicht zerfallen. Hat man die (%’3) irgendwie so bestimmt, da8 (4), (5) und

(>7) erfiillt sind, so kann man wegen (8) fiir ein unzerlegt bleibendes p die Invariante

k
(%) um ein solches ganzzahliges Vielfaches von

wird 6).
Es zeigt sich also hier dhnlich wie in der Klassenkorpertheorie ein besonders ein-
faches Verhalten der zyklischen Korper.

Die in Satz 3 ausgesprochene Bedingung fiir die Einbettbarkeit von % in AR
reicht auch dann hin, wenn (k,:k,) zu (k,:k,) teilerfremd ist. Das folgt aus (8).

1
——— abindern, dafl (6) erfiillt
(Fyt ko) i

%) Die Existenz der unzerlegt bleibenden Primideale kann nur transzendent bewiesen werden. Indessen kommt
man, wie leicht zu sehen, auch mit der arithmetisch beweisbaren Existenz von Primidealen in %, aus, deren Prim-
faktoren in %, Grade haben, die durch eine gegebene in (,: k,) aufgehende Primzahlpotenz teilbar sind.

Eingegangen 8. Januar 1936.



