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Eine neue Eigenschaft
der pseudosphirischen Strahlenkongruenzen.

Von Hans Jonas in Berlin-Steglitz.

1. Ziel der Untersuchung; einleitende Bemerkungen. — Wir werden die folgenden
Satze beweisen:

L. Legt man in einer pseudosphirischen Kongruenz durch den Mittelpunkt des Strahls
die beiden zum Strahl und zueinander senkrechten, den Halbierungsebenen der Brenn-
ebenenwinkel angehérenden Querstrahlen, so durchlaufen diese zwei W-Kongruenzen, in
denen die Asymptotenlinien der Brennmidntel denjenigen der pseudosphirischen Flichen
entsprechen.

I1. Wird die pseudosphdrische Kongruenz durch simultane Bdicklund- Transformationen
threr Brennflichen unter Heranziehung des Bianchischen Vertauschbarkeitssaizes in eine
neue derartige Kongruenz iibergefiihrt, so erfahren auch die Brennmdntelpaare der beiden,
von den Querstrahlern gebildeten W-Kongruenzen asymptotische Transformationen; d. h.
also: eine jede dieser vier Hilfsflichen hingt mit der durch analoge Konstruktion aus der
transformierten pseudosphdirischen Kongruenz erhaltenen durch eine sie beide beriihrende
W-Kongruenz zusammen.

Da man Satz II im Anschluf} an die Zusammensetzung der Biacklund-Transforma-
tionen nicht miihelos bestdtigt, lag der Gedanke nahe, eine auf die sphérische Abbildung
gegrindete Transformationstheorie der pseudosphérischen Kongruenzen an den Anfang
zu stellen. Es ist bekannt, dafl auf der Bildkugel der Strahlrichtung den Asymptoten-
linien der pseudosphérischen Brennflichen ein orthogonales Kurvennetz entspricht !);
die rechtwinkligen Querstrahlen sind den beiden Kurventangenten parallel. Der gesuchte
ProzeB, der sich auch unmittelbar aut den nicht uninteressanten Fall konjugiert-ima-
gindrer Brennflichen ausdehnen 148t, ergibt sich in Gestalt einer Ribaucour-Transfor-
mation des spharischen Orthogonalnetzes, also einer Spiegelung des begleitenden recht-
winkligen Dreikants an einer variablen Ebene. Fiir den gegenwirtigen Zweck erschien
es mir allerdings vorteilhafter, diese Methode nicht unabhéngig, sondern aus den Formeln
des Bianchischen Vertauschbarkeitssatzes zu entwickeln.

Hingewiesen sei hier noch auf die bedeutsame Rolle, die das von uns betrachtete
rechtwinklige Dreikant, von drei Parametern abhingig, in der Theorie der schiefen
Weingartenschen Systeme spielt 2). Es sind dies von Bianchi entdeckte, aus den Wein-

1) Die gleiche Eigenschaft kommt der allgemeineren Klasse von W-Kongruenzen zu, deren Brennméntel

in korrespondierenden Punkten dasselbe Kriimmungsma8 besitzen.
%) Bianchi, Sui sistemi obliqui di Weingarten, Annali di Mat. (3) 19 (1912), S. 251; ferner: Ricerche intorno

ad una classe di sistemi tripli di superficie ortogonali, Annali di Mat. (3) 25 (1916), S. 129
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gartenschen Systemen mit konstanter Flexion durch simultane Liesche Transformation
entstehende Scharen pseudosphérischer Flachen, die Bertrandsche Kurven zu Trajek-
torien haben. Sie treten wie jene in Paaren auf; dazwischen vermittelt eine bereits durch
die Bestimmungselemente gegebene, von keinerlei Integration abhingende Bécklund-
Transformation. Aus der eigenartigen Tatsache, daB sich mit diesen geometrischen
Gebilden noch zwei Scharen pseudosphérischer Kongruenzen mit paarweise konjugiert-
imagindren Brennflichen verbinden %), entspringt ein Seitenstiick zu dem Ergebnis der
vorliegenden Untersuchung. Niheres hieriiber wird ein Beitrag zur allgemeinen Theorie
der W-Kongruenzen enthalten ¢).

2. Formeln fiir die simultane Bdcklund- Transformation der pseudosphdrischen Brenn- -
flichen. — Es empfiehlt sich, im Gegensatz zu Bianchi und iibereinstimmend mit der
Darstellung, deren ich mich bei den schiefen Weingartenschen Systemen bedient habe %),
die Differentialgleichungen fiir das Funktionenpaar 0, w von der charakteristischen
Konstanten ¢ der zwischen den pseudosphérischen Brennflichen vermittelnden Béacklund-
Transformation frei zu halten. Das bedeutet eine von der iiblichen etwas verschiedene
Auffassung der Lieschen Transformation, durch die das Brennflichenpaar aus einem
durch die Komplementédrtransformation (fiir ¢ = 1) verbundenen hervorgeht. Wir
schreiben also die Differentialgleichungen in der Form:

1) 0s + ws = sin (60 — w), 0 — wg = sin (0 + w).

Dabei sind 26 und 2w auf den Brennflichen die Winkel der Asymptotenlinien, « und B
die diesen entsprechenden Parameter. Als Folgerung ergibt sich:

20,5 = sin 20, 2w.p = sin 2.

(z) und () seien die pseudosphirischen Brennflichen. Unter Bevorzugung der ersteren
filiren wir das zugehorige, mit dem Koordinatenkreuz gleichstimmige rechtwinklige
Dreikant (X%, X®, X®) ein, gebildet von den Hauptkriimmungsrichtungen X%, X
und der Richtung X der Flichennormalen ¢). Es ist dann:

(2) 2y = c(cos 6 XP + sin 6 X®), g = —i— (cos 6 X —sin 6 X®),

(3) 2 dz? = 2do® 4 2 cos 20dndf + %dﬂ%
Fir das Dreikant (X%, X®, X®) gelten die Differentialrelationen:
X9 = 6,X® + csin X9, X9 = — 0,x® + % sin X
(4) { XP = —ccos 6X® — 0, XY, XP = %cos 0X® + 6,x,
XP = —csin 6XP + ccos 6X®,  XP = — 1?sin X" —i—cos 6x®.

3) Jonas, Flichen mit Bertrandschen Kurven und pseudosphirische Flichen- und Strahlensysteme, Math.
Ann. 108 (1930), S. 720.

4) Jonas, Ein allgemeiner Satz iiber W-Kongruenzen mit Anwendungen auf Laplacesche Zyklen, Biegungs-
flichen des einschaligen Hyperboloids und schiefe Weingartensche Systeme, erscheint in den Math. Ann.

5) Vgl. § 2 der unter 3) angefiihrten Arbeit.

¢) Eine in « geschriebene Gleichung ist im folgenden durchweg vektoriell aufzufassen. Entsprechend schreibe
ich auch Fliche (x) statt (z, y, z), Richtung X, wenn X, Y, Z die Richtungskosinus sind, usw. Die Ableitungen nach
den Variablen o und g werden durch Indizes bezeichnet.
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Der zweite Brennmantel () der pseudospharischen Kongruenz ist durch
— 2¢ .

(5) T=r—rig (cos X + sin 0 X®)
gegeben; er hat das zu (3) analoge Quadrat des Linienelements:

(6) X'da? = c*do? + 2 cos 2wdadf + —ciidﬂ2 .
Es geniigt, fir (z) noch die Normalenrichtung anzumerken:

= 2¢ . 1 —c?
@) . _4C n__ @y ;1 —¢ 5o
(7) X —1+cz(smwX( cos wX )+1—|—02X( .

Wir unterwerfen die pseudosphérische Fliche (z) einer Bicklund-Transformation
B, "), die durch eine Losung 6, der unbeschrinkt integrablen totalen Differentialgleichung
(gleichwertig mit dem Riccatischen Typus):

8 (6,),=—0,-+ksin(6,—06), (6,),=0,+ —:c—sin (6, + 0)

definiert sei, wobei die Konstante k& 5= 4 1 vorausgesetzt wird. Die in geometrischer
Hinsicht fiir die Operation B, charakteristische Bianchische Konstante o driickt sich
durch % und c folgendermaBen aus:

2kc . c? —k?
(9) COSG:m, Slll()':m.
Fiir die transformierte Fldche haben wir die Darstellung:
(10) %, = & + cos o (cos 0, X" + sin 6, X®) .

Thr Hauptdreikant (X3°, X{?, X¥) geht aus dem Dreikant (X, X®, X®) durch die orthogo-
nale Substitution
(11) X = 0, XY 4 0, X2 + 05XV, XY = oy XP 0y XD - 05 X9,
X = oy XV 4 0‘32X(2) + g X

hervor, deren Koeffizienten die folgenden Werte haben #):

%1 = €08 0 cos 6; — sin o sin Osin 0;, o;, = cos 6 8in 6, + sin o sin 6 cos 6,
%43 = €08 0'8in 0,
(12) { oty = sin 6 cos 6, + sin o cos 0 sin 6;, &, = sin 6 sin 6, — sin o cos O cos 6;,
Gg3 = — €OS 0 cO8 0,
&g = — €08 o 8in 0;, &gy = cOs o8 0;, oz = —sino.

Zu (z,) gehért als zweiter Brennmantel der transformierten pseudosphérischen Kon-
gruenz eine vierte pseudosphérische Fliche (z,). Die zu ihrer Bestimmung erforderliche
GroBe o, wird durch die fundamentale Relation des Vertauschbarkeitssatzes geliefert.
Dieser kann man verschiedene Formen geben:

(1 +k2)cos (0, —w) +2k

T ULk + 2koos (6, — o)’

(1 —F#?%sin (6, — o)
" 14k +2kcos (6, —w)’

(13) cos(w; —8) sin(w; — 6)

ferner:
w,—0 1—k 6,—o
(14) By =Tk 2

7) 8. § 3 in der in Anm. 3) zitierten Arbeit.-
8) Die vorkommenden orthogonalen Substitutionen haben die Determinante - 1.
Journal fiir Mathematik., Bd. 175. Heft 3. 21
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und schlieBlich, fiir unseren speziellen Zweck von Bedeutung:
6,—w—w,+ 0 0, —w + 0, — 0

2 2 )
Samtliche Formeln (1)—(7) bestehen jetzt auch fiir den Index 1, und zwar bei gleichem
Wert der Konstanten ¢. Insbesondere erfiillen also 6, und w, die Differentialgleichungen
(1); auBerdem wird analog zu (5)'

(15) sin = k sin

(16) T, =2, — T a + 5 (cos 0, X + sin 0, XP) .
Die vierte Fliche (#,) hdngt nun wieder mit (z) durch eine Backlund-Transformation
B, zusammen ?), so daB vier solche Operationen mit zwei im Wechsel auftretenden
Werten der charakteristischen Konstanten sich zum Zyklus vereinigen. Dies ist der
geometrische Inhalt des Vertauschbarkeitssatzes.

3. Mitelfliche und Hilfsdreikant; Beweis des Satzes 1. — Mit der gegebenen pseudo-
sphérischen Kongruenz verbinden wir ein neues rechtwinkliges Dreikant (£, %2, 29),
definiert durch die orthogonale Substitution 1°):

£ = M 4 cos wX® + ¢X®),

Vl -+ c?
(17) £ =

Vi + 2

£ = cos X 4+ sin 0 X®.

Der Scheitel sei der Mittelpunkt r des Strahls, gegeben durch:

(¢ sin 0X® —ccos 0X® + X‘s)) ,

(18) r= % (z+%)=z— 1—;_0—2 (cos X + sin wX®) .

%® ist die Strahlrichtung. Unter Beriicksichtigung von (7) erkennt man, daB %%

und X® die Winkel zwischen den Normalenrichtungen X® und X® halbieren, also
den beiden die Winkel der Brennebenen halbierenden Ebenen angehéren. Fiir das Drei-

kant (£%,...) erhiilt man die Differentialrelationen:

x(l) £(2) _ VE £(3)7_ :’E,(sl) =n x(Z) ,
(19) x(Z) m x(l) x(2) —_—n x(l) Vé x(3) ,
x(3) V’ x(l) (3) Vg I(Z)

dabei ist gesetzt:

Ve=V1+ ¢tsin (0 —w), Vg= V+ sin (0 + ),

(20) A
v m=(l/T‘3g)";ccos(0—w), n=—V—Vg%'=—i—cos(0+w).

Auf der Bildkugel (£®) der Strahlrichtﬁng ist das Kurvennetz («, 8) orthogonal; das
Quadrat des sphanschen Lmlenelements wird:

(21) 2 (dE®) = edo® + gdf*.

%) Die Bestitigung verlangt einen gewissen Aufwand an Rechnung Sie veremfacht sich iibrigens, wenn man
von den Formeln des Art. 4 ausgeht.
10) Vgl. dazu § 4 in der in Anm. 3) zitierten Arbeit.
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Aus (20) entnimmt man fiir die Bildkugel der pseudosphirischen Kongruenz die (im
Falle reeller Brennmintel) charakteristischen Beziehungen:

2

e m? c
- (22) 1_—-1—_0"’-'_?2—:1’ I-_I-_—c—gg+czn2=1.

Durch Differentiation der ersten Gleichung nach g, der zweiten nach «, folgt:
SeVe_o . VeVE
1+ ¢ ’ T +c2
In dieser Weise zerfdllt hier also die GauBsche Relation:
mg -+ n, + VE]/g =0.

Bildet man die Ableitungen von (18) mit Benutzung von (2), so ergibt sich:
2

mg +

- ga=—lnf;—czsin(o—w)ae‘z’+ccos(a—w)xﬂ” 1+ P Ver® 4 m O,
1 w1 () _ (1) ®
L= CV1+czsm(0+w)3i + 008 (6 +w) X7 = 1+c2l/g£ +nX

Man denke sich jetzt bei gegebener Bildkugel (X®) die pseudosphirische Kongruenz
auf die Mistelflache (t) bezogen, deren Bestimmung nach (23) drei Quadraturen erfordert.
Die Brennflichen sind dann:

— ¢

— C _x® —
(24) x—g+1_}_czx ? x_“g 1_]_02

Wir betrachten die Kongruenz, die der vom Mittelpunkt ¢ ausgehende Querstrahl mit

der Richtung ¥ durchliuft, und machen den fiir einen jeden ihrer beiden Brennmantel
giiltigen Ansatz:

(25) = 4txY.

Durch Differentiation erhalten wir zundchst noch allgemein:

£(3)

By =1, XV + [~ tc cos (8 — w) —‘—/I_f_%:—c_zsin (6 —w)| X?
(26) + [ccos (0 —w) —t V1 + c2sin (0——-«))]%(3),
g = [t,, —6—171—1_+—c_2 sin (6 + )| X? +-:- cos (0 + o) [t 2 + £¥].

Fiir (£) als Brennfliche hat der Normalenvektor £ (Richtungskosinus proportional mit
£,%,%), da er zugleich zu %Y und zu &5 senkrecht sein muB, jedenfalls die Form:

(27) E=2% 129
aus T &6 =0 folgt dann fiir ¢ die quadratische Gleichung:
20 c?
(28) 12— Vi + )'t_m—o,

deren Losungen
c 0 — fom S tg 0 —w
et T Vita® 2

sind. Das Produkt der vom Punkte £ aus gerechneten Brennpunktsabszissen ist demnach
21*

(29) t=
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konstant:
/ c?

(30) it = _'1_—-|-—C_2 .

Wir bilden &, & mittels (19), (29), (1) und finden fiir beide Werte von i:
&,y =0, Zigbp=0.

Mithin sind die Kurven («, #) auf den Brennminteln (&), (') die Asymptotenlinien;
die Kongruenz ist also ein W-System. Die von dem zweiten Querstrahl mit der Richtung
%® durchlaufene Kongruenz hat dieselbe Eigenschaft; als Brennpunktsabszissen er-
halt man:

1 0+ o p 1 0+ ow , 1

ct , T =——-———t —

Vite © 2 Vite s 2
Satz I ist damit bestatigt.

4. Transformation der Mittelfliche und des Hilfsdreikants. — Auch fiir die in Art. 2
gewonnene, durch den Index 1 gekennzeichnete transformierte pseudosphérische Kon-
gruenz filhren wir jetzt die Mittelfliche (r;) und das aus dem Strahl und den beiden
Querstrahlen bestehende Hilfsdreikant (%", %, %) ein. In Ubereinstimmung mit
(17) und (24) gelten dann die Beziehungen:

1
x(l) —
V1 + c?
(32) 2 = VI.____ (¢ sin w, X — ¢ cos 0, XP + X

2 = cos w, X + sin 0, X@,

31) ==

(— sin ; X + cos 0, XP + ¢ XP),

(33) o=t +1 + 3 —x0 =1 — T + 5 — %9,

Um den direkten Ubergang von &Y, ..2), (r) zu (2, .. ), (z;) herzustellen, bedienen
wir uns des Ansatzes:
x(ll) =, x(l) + .81 x(z) + 9 £(3) x(2) og x(l) ﬂ x(2) + £(3) ,
2D — 0, %0 4 B, 2D & 9,29,
(35) =1+ A% + uE® 4 229,

Bei der Bestimmung der Koeffizienten von (34) bedarf es gewisser Umformungen, damit
die Ausdriicke eine brauchbare Gestalt annehmen. Am Beispiel von «, werde der Gang
der Rechnung dargelegt. Nach (17), (32), (11) wird:

(34) {

1 . .
a, = ZTXVX® = iTa {csin w; (—sin @ -+ &gy + €08 @ » gy + COyg)

— c8in w; (—8in @ + &gy | COS @ * &gy + Ctyy)
—8in @ - &g, + COS W + gy + Co¥gp) .
Mit Hilfe von (12) ergibt sich:
Oy = 1_41—-55{0 sin (w; — 6) sin (6, — @) + csin o cos (wy; — 6) cos (6, — w)

+ ¢® cos o cos (w; — 0) 4 cos o cos (0; — w) — csin g},
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und wenn zur Vereinfachung

1

1
(36) ’2‘(01”—604‘“’1_0):(}1 _2‘(01““)““‘4’1‘{‘0):1/

gesetzt wird:
1
1+ ¢

Ko =

{c 1 —sinc)—;— (1 —cos2U)—c(1 —I—sino)~12— (1 —cos 2V)
+ ¢ cos o cos (U — V) + cos ocos (U + V)}.

Wir benutzen noch (9), sowie die fundamentale Relation des Vertauschbarkeitssatzes in
der Form (15):

(37) sin V==FksinU,
und finden schlieBlich:

2kc
Gy = cz—_l—_?zcos Ucos V.
Die auf diesem Wege erhaltenen Koeffizienten der Drehungsformeln (34) sind:
1 . 1 .
&y = c_f:—l—ﬁ[_—cz + k?* — 2k%sin? U], By = EE——{:—I_;?[_CZ + k? — 2k2 ¢?sin? U],

1 . 2kc
(38) yszm[cz—l_kz—_zkz(i‘l—cz)mnz U); azz—ﬂlzmc()s UCOS 'V,

ARY1T+ 2 . 2kc V1 + ¢
0632—}’1:-—-‘072—:,_—];2——81110008[], 53=y2=~w
Um die Koeffizienten A, u, » der Translation (35), relative Koordinaten des neuen Strahl-
mittelpunkts g; im bewegten System %", .- +), 1, darzustellen, gehen wir von der fol-
genden vektoriellen Beziehung aus, deren beide Seiten in doppelter Weise den Zusammen-
hang der pseudosphéarischen Fldchen (x) und () ausdriicken:

sin Ucos V.

c

1 4 c? &

A 4 &P &Y 4 a¥ o+ BEY 4 7R —
= cos o (cos 0, XP + sin 6, X®),
Die rechte Seite geht infolge von (17) iiber in:
sin (6, — )
1 - c?

Durch Koeffizientenvergleichung ergibt sich, wenn auBerdem beriicksichtigt wird, daB
0, —w= U+ Vist:

o8 o (¥ — cX®) + cos (8, — ) &‘3’] .

cfs _ ccoso

Cxg __ CO8T . _ .
l+1+cz—‘/_1_+z§sm(U—|—V), ’u+1+cz l/I_:I.:_(.;'sln(U—I-V),
v+%’—3_r_cT“=cosacos (U +7),
und hieraus mit Hilfe von (38) und (9):
A
(39) Z.':—‘i—%—c‘é, /":_Ttl:%i, V= &y .

Wir sind damit im Besitz der zum Beweise des Satzes I1 erforderlichen Formeln.
Beildufig wollen wir aber das Koeffizientensystem (38) noch in einer zweiten Gestalt



166 Jonas, Pseudosphiirische Strahlenkongruenzen.

angeben, die erkennen lift, dal eine Ribaucour-Transformation der sphérischen Ab-
bildung vorliegt. Es werde gesetzt:

1
() ite ® V1 + ot
An die Stelle von (37) tritt die u und v verbindende quadratische Relation:
2 (L2
2,2 _ J2,2 — C (k* —1)
(41) c2u? — k2o T1é

Die Ausdriicke (38) verwandeln sich in:

pm g @), = (Bt 1), py= o (0 1),
(42) 2uv 2u 20

=—.51=“‘_F1 ¥="—"N="TF" Bs = v, '’
H=u2+v®41.
Schreibt man (34), (42) in der Form: '

u 20

o _ xm 2w @ _ x@ 20 ® _x® 2
X' =% T & X =% ~ 7 £, X X q &,
&= ux(l) + ,vx(z) + x(?’) ,

so ist klar, daB die beiden Dreikante (XY, .-.)und (X", ... ) bei gemeinsamem Scheitel,
abgesehen von der durch den Wert - 1 der Substitutionsdeterminante bedingten Ande-
rung des Richtungssinns bei einer Achse, spiegelbildlich beziiglich der zu & normalen
Ebene liegen. Diese ist, wie man unschwer feststellt, Tangentialebene des auf die Achsen

0, x® x® bezogenen Kegels:

(44) 2y (4

(43)

Die nachtrigliche Verschiebung 4, x, » des Scheitels von (%, - . .) fallt in die Tangential-
ebene und steht senkrecht auf der Erzeugenden, in der sie den Kegel beriihrt. Ort des
Strahlmittelpunktes r; der transformierten pseudosphérischen Kongruenz im bewegten

System (X%, ...), ¢ ist eine Raumkurve vierter Ordnung zweiter Spezies. Die rationale
Darstellung der Koordinaten 4, u, » ergibt sich, wenn man, an (41) ankniipfend, die
Grofle

l/1+c

(%) =k

0 (cu + kv)

als Parameter einfiihrt.
Die Formeln (34), (42) hatten als allgemeiner Ansatz fiir eine Ribaucour-Trans-

formation der auf das Orthogonalnetz («, ) bezogenen Einheitskugel (%®) an den
Anfang der ganzen Entwicklung gestellt werden konnen. Sie lassen sich andrerseits,
einschlieflich der quadratischen Relation (41), auch gewinnen, wenn man von der ein-
parametrigen Bewegung ausgeht, die das windschiefe Gelenkviereck der Punkte z, ;, Z;, %
bei festgehaltener Seite 2z erfihrt, wobei zu beachten ist, daBl infolge der Konstanz
des Winkels der Brennebenen die Strahlen zz; und 7z, in festen Ebenen bleiben 1),

11) Die kinematische Erzeugung der von g, durchlaufenen rationalen Raumkurve vierter Ordnung erscheint
als riumliche Verallzemeinerung einer bekannten Erzeugung der zentrischen FuBpunktkurven der Mittelpunkts-
kegelschnitte,
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Es geniigt dann noch zum Ausdruck zu bringen, daB auch auf der transformierten Bild-

kugel (£¥) ein Orthogonalnetz («, f) entsteht. Man erhilt so zunichst [s. (20)] die
Differentialgleichungen:
v+ u(fev—m) =0, up+o(fgu—n)=0,

die im Verein mit (41) der totalen Differentialgleichung (8) dquivalent sind. Die Be-
dingungen (22) erweisen sich fiir die neue Bildkugel (X®) bei Bestehen von (41) bereits
als erfiillt. Erwéhnt sei noch, daB die so erhaltene Ribaucour-Transformation unmittelbar
auch auf diejenigen Flachen angewendet werden kann, die das Orthogonalnetz («x, 8)
der Einheitskugel (£®) zum GauBschen sphérischen Bild ihrer Kriimmungslinien zu-
lassen. Zu einer solchen Fliche gehort ein Paar Vofscher Flichen, Enveloppen der durch
ihre Normale gelegten Parallelebenen zu den Tangentialebenen der pseudosphérischen
Flache (z) und (2). In ihren Kriimmungsmittelpunkten treffen sich paarweise (har-
monische Beziehung) korrespondierende Tangenten der die VoBschen Flichen bedecken-
den und dort konjugierte Netze bildenden geoditischen Linien («, B).

b. Beweis des Satzes II. — Auf Grund der getroffenen Vorbereitungen laBt sich
der letzte Teil der Untersuchung leicht erledigen. Wir beschrinken uns dabei auf die
W-Kongruenz der Querstrahlen £Y, bzw. % im transformierten System. Nach (25),
(27), (29) haben wir fiir die Brennméntel und deren Normalenvektoren die folgenden
Formeln, in denen wieder die beiden Werte von ¢ bzw. von ¢, mit ¢, ¢ und ¢, ¢ be-
zeichnet sind:

N A 0 — , c?
(46) & == +1EY, E=%% —¢ Y t = Vrc_rc_actg 5 w, t =—m,
R - c 0, —w , c?
(47) 2= =z, + tlﬁ(ll)v &= 3(12) - t1x(13)§ L= I/I"—{_——?z otg : 2 1’ h= ~«(1——:I-—(‘:2—)?1

Da die Korrespondenz der Asymptotenlinien schon festeht, handelt es sich nur noch
darum, zu zeigen, daB die Verbindungslinie der Punkte Z und &, gemeinsame Tangente
der Flichen (%) und (&) ist. Wir finden:

48) 2 — i = A" + uX® + vX? 4+ 1, (0 XV + £, X® + 9y, X¥) —12Y
und setzen: :

(49) Z (& —#) &= 4, (& —#)é =8,
haben also A = 0 und B = 0 zu bestitigen. Aus (46)—(48) und (34) folgt aber:

A=p—vt+4p —tty,
B = Jxy + ufy + vy — by (og + pfs + vys) —ixp + th s,

Mit Hilfe von (39) gehen, wenn noch beriicksichtigt wird, daB B, = — o, v, = B,
gy — Xafly = P1 = — g, KgPs — Ogyy = — P = &, ist, A und B in einunddenselben
Ausdruck:
c2
(50) A=B= (ttl—m) Xz — (t -+ tl) o2

iiber. Wir bilden, indem wir auf (36) Bezug nehmen:

Cz 0 — W 61 - wl

iy — s ctg ctg —1
V142 ¢ 2 2 c otg ¥,

(51)

t+t1 V1 +c2 ctgo—;_g_l_ctgﬁ_;_& V1 +02
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und bemerken, daB (51) auch erfiillt ist, wenn gleichzeitig ¢ durch ¢’ und #, durch # ersetzt
wird. Andrerseits ergibt sich aus (38) und (37):

52 i JER,
(2) o3 Y1+ ¢
Aus (50)—(52) schlieBt man, daB in der Tat 4 = B = 0 ist, und zwar fiir beide Werte-
paare t,¢;, und t', 1.

ctg V.

Eingegangen 2. November 1935.



