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Uber die Approximation algebraischer Zahlen.

Von Theodor Schneider in Frankfurt a. M.

C. L. Siegel 1) bewies den Satz:
Pi Py

9 9
braischen Zahl & vom Grade n = 2 in einen regelmiBigen Kettenbruch; dann gibt es

Es seien ... die Naherungsbriiche bei der Entwicklung einer reellen alge-

my pm,

unter diesen Ndherungsbriichen eine unendliche Teilfolge f__’ y ..., fiur welche die
my my

Ungleichungen

>—1-— r=12...)

o
qm y

I __Pm,

mit & = e (log n 4+ fﬁﬁ) gelten.

In der vorliegenden Arbeit verschirfe ich das Siegelsche Ergebnis und erhalte den

Satz 1. Es sei & eine reelle algebraische irrationale Zahl und p > 2. Die Lisungen
der Ungleichung

1) e—Lis

in ganzrationalen Zahlen p, q (¢ > 0) seten p®, g (v =1,2,...; ¢V < ¢® < -+ .); dann
ist die Anzahl dieser Losungen entweder endlich oder es ist

— v+1)
g o ¢™td _
y— oo log q(’)

In der unter!) angefiihrten Untersuchung bewies C. L. Siegel némlich einen ohne
Schwierigkeit zu seinem obigen Ergebnis fiihrenden Hilfssatz, welcher die dem Satze 1

entsprechende Aussage fir u = e(log n+ ii)!g_n) enthilt. — AuBerdem wies er darauf

hin, daB Satz 1 fiir g = 2 nicht mehr giiltig ist.
Uber Satz 1 hinausgehend gelingt es jedoch, bereits fiir x’ > 1 eine Aussage iiber

solche Losungen % der Ungleichung
1
1’ l -2 ‘ =—
(') i—£|< 2
zu machen, deren Nenner ¢ einer geeigneten Bedingung geniigen. Es gebe z. B. unter

1) C. L. Siegel, Uber Naherungswerte algebraischer Zahlen, Mathematische Annalen 84 (1921), S.80—99.
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(v)
den Lsungen Z 5 von (1') derartige, daB die Nenner ¢ Potenzen eines festen g% mit

positiven ganzen Exponenten sind. Ich bezeichne diese mit z—:) Dann gilt tiber die

)
Anzahl dieser Losungen © d1e glelche Aussage wie in Satz 1 iiber I; oL

Es macht keine neue Schw1er1gke1t, die vorstehenden Ergebnisse auf Aussagen
iiber Anndherung durch algebraische Zahlen auszudehnen. Der Hauptsatz (= Satz 1)
wird damit verallgemeinert zu

Satz 2. Sei & algebraisch irrational, © ein algebraischer Zahlkirper, in bezug auf
den & vom Grade d = 2 ist, { eine primitive Zahl aus § und u > 2. Ordnet man die

Losungen (M, t®, ... der Ungleichung

1
€ —¢C| =
H()”
nach wachsenden Hohen H((), so hat diese Ungleichung entweder nur endlich viele Lésungen

(v+1)
oder es ist lim __g_H(_;___) =
e log H(L®)
Selbstverstindlich kann man diese Sétze anwenden, um neue transzendente Zahlen
zu konstruieren; so folgt beispielsweise aus dem Zusatz von Satz 1, dal}
p‘)[(“’"’"]

9=,§(7

transzendent ist fir rationales <1 und ¢ > 0.

Dem Beweise des Hauptsatzes schlcke ich drei vorbereitende Hilfssidtze voraus.
An dieser Stelle mochte ich auf den ersten dieser Hilfsséitze hinweisen, da dieser auch
ohne Verbindung mit dem in dieser Arbeit behandelten Problem von Interesse sein
diirfte.

Hilfssatz 1. ry e ..., Te seien natirliche Zahlen. Man schneide den Quader}

1 . . . A -
—5 = S 2 (%=1, ..., k) mit der (k-— 1)-dimensionalen Ebene >~ =1t. Bildet
man den Quotzenten Q aus der Anzahl f,(t) der Gitterpunkte, die in dem kleineren Quader-

abschnitt (mit Einschluf seiner Oberfliche) liegen, und der Anzahl der Gitterpunkte des
ganzen Quaders, so ist Q fiir hinreichend grofes k beliebig klein ). — 4

1 A
Beweis.3) Es sei @o(t) =1 fir |t| = —%— und @,(t) = 0 fir |¢]| > 5 die inzahl

%=1

der Gitterpunkte des Gebietes

und

%) Unter Gitterpunkten verstehe man diejenigen Punkte, die durch Verschiebung einer Quaderecke um

ganzzahlige Werte parallel zu den Quaderkanten entstehen.
3) Der hier angegebene Beweis von Hilfssatz 1 benutzt eine Idee von C. L. Siegel, mit deren Hilfe mein ur-

spriinglicher Beweis sich wesentlich vereinfachte.
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Dann folgt
&
2 %
@) n)=3 o (t—2).
Tk k
zk=——2-
AuBerdem sei f,(t) die Anzahl der Gitterpunkte des Gebietes
1 = 1
—,e < =
2§r"=2 (“ 17""";)
und
e T Zr
t= -t + e’
dann gilt
1
@ W= gt+m—1).
m=1
Die Ungleichung
1.8 k1
(4) ) =et [ [+ 1)
x=1

ist richtig fiir £ = 1; sie gelte auch fiir k = 2,...,/, dann folgt aus (2)

21 1(_ @y i1
P = (e* A [?("z+1))
n

(5) ? u

1 2 -1 1 L

=et ’n(rl—l-l)z e e27?7.

Z‘———-——

Fir ein beliebiges ganzes z; aus 0 < 2, < _2‘— setze man ﬁ - _g_ Dann ist
(6) ¢ <1,
und es gilt
CEAF ) s L ) <,
da
m 2 \m
(%) -(2;), < <l(l(ti)1)) 2 (m=1,2,...)

ist. Wegen (6) ist
(ter # 0o
SO+ < (1) — gF  H+1
Damit folgt aus (5)
1 ¢ ]
@i(t) ée.‘—_mn (a+1).
A=1

Es ist also (4) auch mit & 4+ 1 = [/ und daher allgemein fiir k = 1, 2, . . . giiltig. Aus (3)
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erhalt man dann fiir ¢t > —;—
t 12 _(4m—3p 1> a 1 (-3
_k_f’i_(_)__ < et e kL < g4 fe_"—ﬁdx < eIthtil e EFL
I (r.+ 1) m=1 -3
und hieraus folgt
1 k
@) W0 S 5[]+ )

fir ¢t = V-g— log k, k> K(B) bei beliebig groBem, von k unabhéngigem B. Die An-

k
zahl der Gitterpunkte des ganzen Quaders ist II(r, + 1) und somit Q =— £ (2) .
) I (r+1)

Nach (7) ist also fir ¢ = I/% log &, k> K der Quotient

1
< =
Q_—B'

Hilfssatz 2. Es sei & eine reelle algebraische Zahl vom Grade n = 2. Ferner sei
r=max (ry, ..., rn). Setzt man t = ek (¢ > 0 unabhingig von k) und wdhlt k derart, daf
Hilfssatz 1 mit B = 2n + 1 oder

1
(8) o< 5n
erfiillt ist, so lautet die Behauptung:

Es gibt ein nicht identisch verschwindendes Polynom R(z,, ..., 2,) mit ganzratio-
nalen Koeffizienten und vom Grade r, in z, (x = 1, ..., k) so, daf

1. die Werte
T Rz, - . )
ozp - - - 0z

=0

2=z e =g =§

9)

k
sind, fallsZ—:i‘ < k(% — s) ist und 7, . .., T nichinegative ganzrationale Zahlen bedeuten ;
x=1 "%

2. die Ungleichung

@ e te
o * R(zyy . . -2 %)

ol -+l 05 Oz

k
(10) <yIL (1 + |z])*

erfiillt ist, wobei die ganzrationalen Zahlen ¢, =0 (x =1, ..., k) sind und die natiirliche
Zahl y, nur von k, ¢, & abhingt ).

Beweis. Es sei R(z,...,%) ein Polynom vom Grade r, in z, (x =1,...,k)
mit noch zu bestimmenden Koeffizienten C, (0 =1, ..., “Ii (r«+ 1)), die zunéchst als
Unbestimmte gedacht seien. Diese Unbestimmten miissen nach (9) A linearen homo-
genen Gleichungen geniigen. Jede dieser Gleichungen zerfillt aber, da £ eine algebra-

4) Ebenso sollen alle noch auftretenden natiirlichen Zahlen y;, 3, . . - nUI Von k, e, &, nicht aber vonr,,...,7%

abhingen.
Journal tir Mathematik. Bd. 175. Heft 3. 24
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ische Zahl n-ten Grades ist, in n Bedingungen mit rationalen Koeffizienten. Die ganz-
rationalen Zahlen C, sind also derart zu bestimmen, daB sie nicht alle gleich Null sind,
ein lineares homogenes Gleichungssystem {S,} (y =1, ..., nA) befriedigen und absolut
genommen nicht ,,allzu‘ groBe Werte annehmen. — Die ganzrationale Zahl y, sei so
gewdhlt, daB y,& ganzalgebraisch ist. Dann hat das mit y¥ multiplizierte Gleichungs-

system {S,}, das ich {§7} nennen will, ganzrationale Koeffizienten, die absolut genommen
kleiner sind als p;. Die Anzahl der Unbekannten ist nach (8) gréBer als das Doppelte
der Anzahl der Gleichungen, denn es ist

“ljl(r,, F1)> 2noé1(r,+ 1) = 204 .

Nach einem mittels des Schubfachschlusses frither bewiesenen Satze?) ist das Gleichungs-
system {57} in nicht samtlich verschwindenden ganzrationalen Zahlen C, lésbar, so da
(11) 1€, <7

ist. — Nachdem nun die Koeffizienten C, von R(z, ..., %) bestimmt und nach (11)
abgeschitzt sind, erhilt man ohne weitere Rechnung die Ungleichung

ael+'“+gkR(Z,..., Zk) £ ra =
: yﬂ(g)[‘] (4 + |z

o l---pl 020 az;"
k
Da aber (;A) < 2'* ist und man zﬂl 2" < y; setzen kann, folgt aus obiger Abschétzung
X =

die Behauptung (10).

Hilfssatz 3. Es seien p,, ..., P, 4y - - -, 4, ganzrationale Zahlen mit q,> 0 und
(pr9)=1(»=1,..,k). R(z,...2) sei das in Hilfssatz 2 bestimmte Polynom.
Dann lautet die Behauptung: Ist

k
(12) log g,> y‘).rhlgrl (r, 4+ 1)? (rv=1,...,k)

k
(fiir v=1=% bedeuteh]ll(r;. + 1) die Zahl 1), so existieren k — 1 Zahlen

(13) < +1(r 1) (v=1,....k—1)
so, daf3
a"‘*"’*”"“R(zl, e ) L0
[4
gy - Ozt
-1 B T
< TR ™

ist. Selbstverstindlich folgt dann o <r,.

Beweis. Ich mochte eine in der Literatur bereits mehrfach bewiesene Tatsache
voraussetzen ¢): Sind ,(2), ..., ¥,(z) linear unabhingige Polynome mit rationalen
Koeffizienten, so ist die Wronskische Determinante dieser s Polynome nicht identisch 0.

5) Th. Schneider, Transzendenzuntersuchungen periodischer Funktionen I, Journal fiir die reine und ange-
wandte Mathematik 172 (1934), S. 66—69 (Hilfssatz 1).

%) C. L. Siegel, Uber den Thueschen Satz, Videnskapsselskapets Skrifter, I. Mat.-naturv. Klasse (1921)
No. 16, 8. 8, oder C. L. Siegel, Approximation algebraischer Zahlen, Mathematische Zeitschrift 10 (1921),
S.177—178 (Hilfssatz IV).
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Die Funktion R schreibe ich in der Form

Ty 1
Rz, ... %) = SW(zgy . vy )
Von den r; + 1 Polynomen S'(z,, . . ., z) seien { + 1 voneinander linear unabhingig;

ich bezeichne sie mit

U zay oy 2t)y v ey UP(zg, - . . 2) -
Da R nicht identisch verschwindet, folgt

0=t S(ry+ 1) (re+1) —1.

Zwischen den ST) und den UY (8=0,...,t) gelten lineare Beziehungen der folgenden
Art:

S[yl,](zz, ey B) = 2 b},l,,]l Um(zz, e Zp) (v»=0,...,19).

Wegen der linearen Unabhingigkeit der Uy’ ergeben sich die

b, (B=0,...,t;7=0,...,r)
als rationale Zahlen, deren Zahler und Hauptnenner unter Beriicksichtigung von (11)
absolut genommen kleiner sind als (¢, 4 1)! y5+D. — Mittels der letzten Beziehung

erhilt man fir R die Darstellung:
R(zyy .. ) = ng(zl) Uiz - - 2);
dabei ist
gi(z) = 2 bh 21 (B=0,...,14).
Da die Matrix (bt[;v’;) den Rang ¢, + 1 hat, sind auch die Polynome g},”(zl) vonein-
ander linear unabhéingig. Durch Differentiation folgt

Rz, ..., 2) &0 mz
o2 WS TE ) ey .
061! 621 0 061! 821

Nach dem eingangs dieses Beweises vorausgeschickten Satze ist die Determinante
@"‘*g‘”( 1)
Bezeichne ich die Unterdeterminanten der Elemente der ersten Spalte von A" mit
AV (z) (2, =0, .. tl), 80 ist

2 A% () ,a TR AN U0, ).

=0

Am(zl) =

0 (0=0,..,4;8=0,...,1)

k
Das Polynom A™(z,) ist vom Grade (4, +1)r, < LIz (ra 4+ 1) +r,. Seine Koeffizienten
sind rational, und ihre Zihler und Nenner sind nach den iiber bf;) gewonnenen

r II (rp+1)* . . {
Feststellungen absolut genommen <y, . Die Koeffizienten von Uj"(zy, . . ., %)

hingegen geniigen derselben Abschatzung (11) wie diejenigen von R.

Man denke sich in obiger Uberlegung UY' an die Stelle von R gesetzt und ge-
24*



(14)
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winnt, wenn U}’ die UL entsprechende Funktion von z,, . . .,z und A%(z,) das A™(z,)
entsprechende Polynom ist, die Eliminationsgleichung von 2z,:

ZA?,’( LA T T

= gl a 2
oder mit derjenigen von z, zusammengefat:

ty ty +°¢:R
D) D88 a) B8 (ey) —— = Az Azy) Uz, ).
=0 430 oy | gl 025 023

Hier ist
0=, =(rg+1) - (e +1)—1.
Das Polynom A®(z,) ist vom Grade (t, 4+ 1)ry; Zéhler und Hauptnenner seiner ratio-

. ,-.1; (ra+1)?
nalen Koeffizienten sind absolut genommen < y *=3

Fiihrt man dieses Verfahren fort, so erhilt man mit dem (k£ — 1)-ten Schritte
die Eliminationsgleichung von z.-;:

tp—1 - 51 U[k—2] - .
[~ [k— [k—1]
2’ A"‘k 1( k—l) ““‘W =A (Z U (Z )
a—1=0 K1’ —1

Wird U¥Y(z,) = A*)(z) gesetzt, so folgt durch Zusammenfassung der Eliminations-
gleichungen von z,, . . ., %_; die Relation

7 ALl &—11 3¢1+W+%_13(Zn ey ZE) tw AW
a,=0(a§,. ) kﬁ‘;‘ (@) -+ By () ol evvoy 1057 ... 071 =87 - A5E)
Fir »=1,..., k—1 ist dabei
(15) 0<t, < (ryr+1)-- (e +1)—1;
Zihler und Hauptnenner H"' der Koeffizienten von A¥(z,) sind dem absoluten Betrage
k
nach < y;;I’I&Hl)’. Multipliziert man das Polynom A®(z,) mit H", so sind die

ganzratlonalen Koeffizienten des entstandenen Polynoms Al (z,) absolut genommen

e IE(ry + 1

< pi=r¥t und, wenn man e” > y2 setzt und (12) anwendet, sogar
k
e JI(r3 +1)*
<eil===v+1'1 <gq, (r=1,...,k—1).

Keines der Polynome A(H)(z,) (»=1,...,k) verschwindet fiir z, =%, denn sonst

v
AR ()

" 14

miiite der Quotient ganzrationale Koeffizienten haben und speziell miite g,

in den Koeffizienten des hochsten Gliedes von Afg)(z) aufgehen. Dies ist aber nach

der zuletzt gefiihrten Abschétzung unméglich. Folglich ist fiir z, = Z—' (»=1,...,k)

die rechte und damit auch die linke Seite von (14) ungleich Null. Es verschwinden also
. ¢l+ ) +“k—-1 R(zl

nicht samtliche Ableitungen 0 %) fir z, = g-l, R g’f, wenn

*1 . e e Fp—1
0z Ay 1 &
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nach (15) 0=, < (g1 + 1)+ (ne+1)—1 (v=1,...,k—1)ist. Das Wertesystem w,,

pl Bf nicht verschwindet,
1 k
bezeichne ich mit g (v =1,...,k—1). Mit diesen g, ist die Bedingung (13) erfiillt

und damit Hilfssatz 3 bewiesen.

fir das die entsprechende Ableitung von R an der Stelle —

Beweis des Hauptsatzes. Ich nehme an, Ungleichung (1) besitze unendlich viele

Losungen und es seien ﬁ, .. .,Ij Losungen dieser Ungleichung. Ich setze
1 k

log 4,
(16) r, = ["logqv] (»=1,...,k—1);

daraus folgt
(r,+1)logg,> r,logq, =r,logg, .

o+
Ich mache nun die Voraussetzung: Es sei lim k;ggqq() eine endliche Zahl. Dann gilt
von einem gewissen v, ab fiir alle » > », die Ungleichung
log q(v+1) <
(17) Tog g = /I

Durch das Bestehen von (17) ist es moglich, £ Ungleichungen iiber ¢,, ..., ¢, so vor-
auszusetzen, daB die unter Hinzunahme der schon bestehenden Bedingungen dadurch

bestimmten ¢,,..., ¢, und r,,...,r, alle in den Hilfssdtzen 2 und 3 iiber diese GroBen
gemachten Annahmen erfiillen. Diese Ungleichungen lauten:
(18) log ¢, > 7’10 4%~ mit einem hinreichend groBen y,,,
1 2z _logyg )
= pdegk—v—2 v+1 . gk—v—2 — _
(19) ’7r" < Tog q, =r (v=1,..,k—2),
1 _ lgg
20 —_ S T'g.
(20) <Tog s

Aus (16), (19) und (20) folgt, fal]s r, geniigend groB, r; = max (ry,..., 1) =r und
ry =min (ry, ..., ).
Aus (19) und (20) folgt weiter

—2
PN k—A—2
log g, r1+4/1=73 — ookl
logq =k k
Nach (16) ist nun
lo
r§k10§3*< ra-sk—=t (v=1,..,k—1).

Hieraus schlieBt man

k L4 —2 gk=1 , ki1
vor IL(ra + 17 <yurIri < yurd™™ i Ir®
=1, -
da rbII 28—t 2k z ist, ergibt sich also
k—
e’H(rl+1) <'J’1143 <logyg,,
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wenn nur in (18) 40> ¥y, ist. Da aus (19) und (20) auBerdem folgt, daB g, < g, < --+ <gy
ist fiir hinreichend grofies ry, ist (12) erfiillt. Aus den linken Seiten von (19) und (20)
leitet man unter Benutzung von (16) ab:

. ab—y lo r+1
1 rfsk 1l 8% T, T2

= logg, ~ 7,
oder
1 g.gk—r—1 1 g.gk——1
ry> ——r —1=-—r ;
=* Y '
mit Hilfe dieser Abschatzung erhdlt man aus
L L =1, ki1 k—v—1
A=Iv-1+1(r’1 +1) < 713135_1’1 = 7’13’%1:1;_1’% ? = yisls
die Ungleichung
r:k—v—l k
(21) r, > (ra+1) r=1,..,k—1).
Y127138 3=, 41
Es sei nun r; so groB gewdihlt, dal
1
22 e—Tt (— >e> O)
@ Y12 V18 Y 8

erfiillt ist; hierbei sei y;, so angenommen, daB mit (22) auch die seitherigen Voraus-

setzungen eines hinreichend grofen r, befriedigt sind. Dann folgt aus (13), (21) und (22)
(23) o, <er, . (»=1,..,k—1).
Nach Hilfssatz 3 ist die rationale Zahl

o1+ -+
) R(zl, .oey Z),)

p p
= R(Ql,...,ok_l)( 1 —k) =*= 0 .

ol g, 1051 . 0zt ?, _% FAR
v 21= E,...,zk E
Mithin ist, da die Koeffizienten von R ganzrational sind, die ganzrationale Zahl

>1.

p p
(24) 9? LA g;k R(Q],wu:oh_l)(—l? L) -k)
9 %

Nach (9) treten in der Entwicklung von Ry,,...q_ (%1 - - -, %) nach Potenzen von
2, —§&,...,3, —¢& keine Glieder auf, deren Exponenten 7, —g,,..., 7, — ¢, (¢, =0)
der Bedingung

k
;2§k<%—e), 7 —0, 20 (A=1,...,k)

1 T4
geniigen. Daraus folgt in Verbindung mit (23), daB alle Glieder mit dem Exponenten
74 verschwinden, wenn nur
17! 1 )
&=k ( 5 2
ist. Es ist infolgedessen von jedem Gliede der Potenzentwicklung von R, ..o 1)
ein Faktor ®(z,..., %) = (5, — &)™ ... (z — &) abspaltbar, wobei die o; die
Ungleichung
k 1

(25) é::_: 2 k(5 — 2
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erfiilllen. Nach Ungleichung (1) ist
(26) q>(’ﬁ, . .,‘7-")
9, %
Aus (16) folgt

S grre .. g

fk—l 11
(27) %" <gq, =4 (v=1,...,k).

Eliminiert man ¢,(» =1, ...,k — 1) mittels (27) aus der rechten Seite von (26), so
erhdlt man nach (25)

ICD(I—)E, . ,&’) <q
% /8

k
Benutzt man nun (22), so erkennt man
—pury k (%—33)

<D(ét—jl . ,&) <gq,

k o,
—un—=1) % = < q—p(rk—l)k (% —2.)
=q, .

(28)

.’ g
121 Dy « :
Jetzt kann man R, o ) AR abschétzen. Es ist nach (10) und (28)
1 k.
p p, B k(S —3e . —rpku(s—3e
R(cl,.-.,ok._l)(f’ .. ;'q‘,;) < 7111__1171; qk o (2 ) < Y16 qk "l; ”(2 )
1

Berticksichtigt man die rechte Seite von (27), so erkennt man, daB das Produkt
=gt
ist. Damit ist die ganzrationale Zahl
1
pl . &c < y’l‘G q:b k(l—ﬂ(§—3¢)) .

1

Bestimmt man nun ¢ derart, da (-;— — 43) u=1,d. h e= i 4—1‘; ist, und wahlt man

gt ... ¢F|R

r, so groB, daB y,, < qf 18 jst, so erhalt man nach (27)

7. P 1 Pk
(29) qll e q;" R(‘?l"""?k—l)(al, - ,—q;) <
Nach (22) ist aber die rechte Seite von (29) kleiner als 1 im Widerspruch zu (24). Diesen
Widerspruch kann man beseitigen, indem man die Annahme (17) fallen 148t; damit
erhilt man aber den behaupteten Satz.
Erginzend mochte ich noch auf die in der Einleitung an Satz 1 anschlieBende Be-
merkung zuriickkommen. ?)
Man bilde analog R ein Polynom R’(z,...,2) von den Hoéchstgraden r, in z,
und denke es sich nach Potenzen von z;, —§, ...,z — & entwickelt. Die Exponenten
seien mit 7, ..., 7 bezeichnet. Dann sollen diejenigen Glieder nicht auftreten, fiir die

k
L 38 k(g

1 7a

e %-—-3:
k| — 1 2 &
k (1—88-'- %—43) — —rkkl_sc
k qk .

7) Zusatz bei der Korrektur: Herr K. Mahler teilte mir mit, daB er mittels meiner Methode analoge Sétze
bewiesen hat fiir den Fall, daB man sich auf Néherungsbriiche % beschrinkt, deren Zahler oder Nenner nur durch

beschriinkte Primzahlen teilbar sind; seine Arbeit erscheint demnéchst in den Proceedings of the Academie van
Wetenschappen te Amsterdam.
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und fir die
‘ A=1 Ta !

ist. Man beweist auch hier leicht die entsprechenden Hilfsséitze. Beim Beweise des nun-
mehrigen Hauptsatzes bilde man, um R’ durch Multiplikation ganzrational zu machen,
nicht das Produkt ¢7:. .- g;*, sondern einen geeigneten Hauptnenner. In speziellen

1
Fillen hat dieser Hauptnenner nur die GroBenordnung O(q;k k(?"'")), und in diesen
Fillen gelingt es, die Ungleichung (1) sogar fiir x4’ > 1 zu beweisen.

Eingegangen 19. Januar 1936.



achdem ich nunmehr iiber vierundzwanzig Jahre die Schriftleitung des Journals

fir die reine und angewandte Mathematik gefiihrt und einundfiinfzig seiner Bénde
herausgegeben habe, fiihle ich die Zeit gekommen, diese Aufgabe in jiingere Hinde zu
legen. Es ist mir ein aufrichtiges Bediirfnis, bei diesem AbschluB einer langen mir ans
Herz gewachsenen Titigkeit allen denen meinen wéirmsten Dank zu sagen, die mir durch
Einsendung ihrer Arbeiten geholfen haben, dem altehrwiirdigen Crelleschen Journal
seinen Platz in der mathematischen Welt zu behaupten. Auch danke ich allen, die mir
bei der Herausgabe ratend und helfend zur Seite gestanden haben, ganz besonders herz-
lich meinem Nachfolger Helmut Hasse, mit dem vereint ich unsere Zeitschrift schon seit
dem Jahre 1929 leiten durfte, fiir seine vorbildliche Arbeit fiir diesen groBen Zweck;
gerade das Zusammenwirken mit ihm wird mir eine dauernde schéne Erinnerung an
diesen Teil meiner Lebensarbeit bleiben. Ich spreche endlich den Herren des Verlages
Walter de Gruyter & Co. meinen herzlichen Dank dafiir aus, daB sie mir in diesen langen
Jahren immer bereitwillig und verstéindnisvoll entgegengekommen sind.

Marburg a. d. Lahn, den 12. Juli 1936.
Kurt Hensel.

om 176. Bande ab ist mir die Herausgabe des Journals fiir die reine und angewandte

Mathematik iibertragen worden. Ich iibernehme diese Aufgabe aus den Hénden
meines verehrten Lehrers Kurt Hensel, unter dessen Leitung ich schon eine Reihe von
Jahren bei der Herausgabe des Journals mitgewirkt habe.

Schon am Anfang seiner wissenschaftlichen Laufbahn trat Kurt Hensel dieser
altesten deutschen mathematischen Zeitschrift durch seine groBen Lehrer nahe. Lange
Jahre hindurch hat er dann spéter die ihm iibertragene Herausgabe in pflichtgetreuer
und aufopfernder Weise in oft schwerer Zeit gefiihrt. Viele wertvolle Arbeiten hat er
fiir das Journal gewonnen, und auch den iiberwiegenden Teil seines eigenen der hoheren
Arithmetik gewidmeten Lebenswerks hat er darin herausgebracht. Fiir seine fruchtbare
Tatigkeit im Dienste dieser Zeitschrift gebiihrt ihm hohe Anerkennung und warmer Dank
seitens der mathematischen Fachwelt.

An alle Freunde des Crelleschen Journals richte ich die aufrichtige Bitte, mich in
meiner verantwortungsvollen Aufgabe durch Einsendung von Beitrégen zu unterstiitzen.

Gottingen, den 12. Juli 1936.
Helmut Hasse.






