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Uber die Irreduzibilitit
ganzzahliger Polynome nach einem Primzahlmodul.

Von Erik L. Petterson in Stockholm.

O.Ore!) hat folgenden Satz auf idealtheoretischem Wege bewiesen:
Gegeben sei ein Polynom
/(2) = ¢(x)' —a (mod p).
Es sei Ind @ = d fiir irgendeine Primitivwurzel fiir den Primzahlmodul p, und p ge-
hére mod ¢t zum Exponenten %, so daB8 also

pr—=1_
=k

eine ganze Zahl ist. Weiter sei & der groBte gemeinsame Teiler von p — 1 und £,

0, der grofite gemeinsame Teiler von p—1 und d. Dann kann f(z) mod p nur dann
g ) p

durch eine Primfunktion m-ten Grades mit m =0 (mod %) teilbar sein, wenn m von
der Form

ist, wo s eine ganze Zahl bedeutet.

Im folgenden werde ich einen analogen und etwas schirferen Satz fiir das allge-
meinere Polynom F(z) = f(g(x)™) ableiten, wo f(x) mod p irreduzibel ist, und auch
die Existenz des fraglichen Faktors beweisen. Das Oresche Polynom folgt aus f(g(z)")
fiir f(x) = v — a. Beim Beweise werde ich nur die Grundgesetze der Theorie der ima-
giniren Kongruenzwurzeln anwenden und im iibrigen ganz elementare Beziehungen
benutzen, die ich in den ersten Sdtzen zusammengefaBt habe. Mittels einer rekur-
renten Reihe und der Untersuchungen einer fritheren Arbeit 2) wird schlieflich ein
Irreduzibilitatskriterium (Satz 9) abgeleitet.

N
Satz 1. Es sei m > 0 eine ganze Zahl mit der Primzahlzerlegung m = ;11-—1;. q,

und a %1 eine beliebige ganze Zahl. Ist dann q,|(a —1) fir v=1,2,...,N und v
ein Teiler von a —1 mit (m,v) =1, ferner 4 ¥ m, wenn & x (a —1) ist, so gilt die

1) Q. Ore, Uber die Reduzibilitit von algebraischen Gleichungen, Skrifter Norske Vid. Akad. Oslo 1923,

Nr. 1.
2) E. L. Petterson, Irreduzibilititskriterien als Folgerung einiger Beziehungen zwischen den Faktorzerlegungen
eines algebraischen Polynoms und seines konstanten Gliedes, Math. Zeitschr. 40 (1935), 8.194—200.

Journal fiir Mathematik, Bd. 175. Heft 4. 27
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Kongruenz
1) a =1 (mod Mvj—i)>

mit m als Minimalexponenten.

m(a —1)
)

Ist umgekehrt a =1 eine ganze Zahl, die mod , wo vim(a—1) ust,

zum Exponenten m gehirt, so gilt g, |(a —1) fir v=1,2,...,N; (m,v) =1 und
4 ¥ m, wenn & 4 (a —1) ist.
Beweis. In der Entwicklung

(2) m(a_“ 2‘1((a—1"—1
ist
=37 -20)

Es sind also mK, und nK, ganze Zahlen, so dafl, wenn K,,:—;-in reduzierter

Form geschrieben wird, s|m und s|n ist. Damit nun K,(a —1)"° ganz ist, muB
s| (@ —1)"® sein. Wegen s|m ist s =IVI ¢%. Da nach den Voraussetzungen des Satzes
jedes g, |(a — 1) ist, ist sicher s|(a — 1), wenn jedes B, < n — 2 ist. Dies ist aber,
da s|n ist, fir n > 3 erfiillt. Andernfalls wire némlich

s=¢h=26>22=n fir n>3.
Fiir n = 3 aber ist
(m—1)(m —2) (a —1)

2.3

ebenfalls ganz. Denn esist 2| (m — 1) (m — 2) und entweder auch 3|(m — 1) (m — 2)
oder 3|m. Dann ist aber nach Voraussetzung auch 3[(a —1). Aus (2) folgt also

am—1 (m—1) (¢ —1)
) ma—1n 2

wo K eine ganze Zahl ist. Da ferner auf Grund der Voraussetzungen m und ¢ nicht
beide gerade sein konnen, gilt jedenfalls die Kongruenz (1) fir m.

Es ist noch zu zeigen, dal m Minimalexponent in der Kongruenz (1) ist. Es moge

m(a —1)
)

Ky(a —1)"* =

+ K(a_1)7

a zum Exponenten m’ mod gehoren; dann ist m’ ein Teiler von m. Setzt

man m = m'm'’, so erhdlt man, da wegen m’|m Satz 1 auch auf m’ angewandt werden
kann, aus (3)
e (m'—1) (@a—1) | oo )__ v(a™ —1)
i ) + Ka—1)) = r s

= ganze Zahl

nach Definition von m’. Hierbei bedeutet K’ eine ganze Zahl.
Aus m = m’m’’ und den Voraussetzungen iiber m folgt (m'/,v) = 1. Also gilt

' (1 +(m,—1;(a_1)+1{’(a—1)).
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Die Zahl in der Klammer heisse A. Offenbar hat A keinen Primteiler mit a —1
gemeinsam aufler eventuell den Primteiler 2. Da ferner jeder Primteiler von m'’
auch Teiler von m und folglich auch von a — 1 ist, muB8 m'’ die Form m" = 2/ (f = 0)
haben.

Ist nun 4|(a — 1), so ist A ungerade, also m'’ = 1.

Ist 2 4 (¢ — 1), so ist m ungerade, also auch m'’ ungerade und demnach
mll —_ 1. N
Ist schlieBlich 4 4 (¢ — 1), aber 2| (a — 1), so ist nach Voraussetzung 4 ., m
und folglich wenigstens eine der Zahlen m’ und m'’ ungerade. Ist m'’ ungerade, so ist
m' = 1. Ist m’ ungerade, so ist A ungerade und also wiederum m'’ = 1.

In samtlichen Féllen ist also m'' = 1, d. h. m = m’. Daher ist m in (1) Minimal-
exponent.

Um die Umkehrung von Satz1 zu zeigen, nehme ich an (m, v) =g, _gn_1,_ =m'm",

wo (m’,a —1) =1 und jeder Primteiler von m'’ auch Teiler von a —1 ist. Nach
Voraussetzung ist v | m(a — 1), mithin

v , m(a—1) m|,
?‘((1—1), (m, v _)_11 ?'(a _1)

g

Hieraus folgt (?, a) =1, (m/,a) =1 und demnach

(4) a®™) =1 (mod m’).
SchlieBlich ergibt sich
(5) am’ =1 (mod m_(aT—ﬂ)
g

Aus (4) und (5) folgt wegen der Teilerfremdheit der Moduln
armm” =1 (mod in(a;— 1)).

Da aber m der Minimalexponent ist, folgt

pm)ym" Zzm=gm'm", o(m')=gm',
also
m=1, g=1.
Dies liefert (m,v) =1 und zeigt, daB jeder Primteiler von m auch Teiler von
a—1 ist.
Ist schlieBlich, 4 | m aber 4 .¥ (a — 1), so gilt nach (3)

n %) @—1) )

a?—1 v (2 "

(6) ;nm:—2_< + 2 + K" (a —1)/,
v

wo K'' eine ganze Zahl und wegen 4|m auch 2|(a —1) ist.

Weil 2

3 gerade und 4 .4 (¢ —1) ist, muB der Ausdruck in der Klammer gerade

27*
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und daher die rechte Seite von (6) eine ganze Zahl sein. Dies bedeutet

ag =1 (mod ___—___m(a; 1))

im Widerspruch zur Voraussetzung, dal m Minimalexponent ist. Also ist 4 4 m, wenn
4 y (a —1) ist.

In manchen Fillen ist es besser, Satz 1 in der folgenden Formulierung heran-
zuziehen:
L
Satz 2. Es seien a und P ganze Zahlen, P > 0, und P = v=111 q)» die Primzahl-
zerlegung von P. Es sei ferner (P,a —1)=g, q,|(a —1) fir v=1,2,...,L und
4y g—, wenn 4 ¥ (¢ —1) ist. Dann gilt die Kongruenz

P

a? =1 (mod P)
mit g als Minimalexponent. Wenn umgekehrt irgendeine Zahl a mod P zum Exponenten
—gli mit g| P gehort und P = vzllfl q,» die Primzahlzerlegung von P ist, so gilt q,|(a —1)
fir v=1,2,..., L, ferner (P,a —1) =g und 4*—?—, wenn 4 4 (a — 1) ist.

Diese Formulierung ergibt sich aus Satz 1 fir m = f—, a—1_ v.

g

Satz 3. Ls seien a, P, und P, beliebige ganze Zahlen und (a, P;) = (a, P,) = 1,
ferner I und k die Minimalexponenten der Kongruenzen a* =1 (mod P,) und (a*)* =1

(mod P,), schlieflich (PP, a** —1)=d. Dann ist /Ychi)ljp—2 Minimalexponent der Kon-
wnFrbs
gruenz a ¢ =1 (mod P,P,).

Bemerkung. Aus diesem Satz lassen sich analoge Satze fiir eine beliebige Anzahl
n von Moduln P,, P,, ..., P, ableiten. Die Bedingungen konnen dabei symmetrisch
aufgestellt werden.

Beweis. Es ist zundchst klar, da der Minimalexponent, zu welchem a (mod P, P,)
gehort, ein Vielfaches von kk ist Daher geniigt es, zu zeigen, daB a** zum Exponenten

f%‘lf_z (mod P, P,) gehort. Ferner ist aber jeder Primfaktor von P,P, auch Teiler
kh __
von a** — 1, und da aus (Pl, a_____i) = d’ folgt d’ = 2 und demnach F122 _ li,l ist,
By b, d d

so bleibt nach Satz 2 nur noch zu zeigen, daB 4 4 fl-)—}, wenn 4 4 (a** —1) ist. Aus

4 x (a** —1) folgt aber unmittelbar 4 4 P, und also 4 4 %

Unter einem gemeinsamen Exponenten der Wurzeln &, eines normierten ganz-
zahligen Polynoms f(z) vom Grade k& in bezug auf eine ganze Zahl E als Modul wird im



Petterson, Irreduzibilitit ganzzahliger Polynome nach einem Primzahlmodul. 213

folgenden eine Zahl P verstanden, die den Kongruenzrelationen

=1+ EM(E,) (v=1,2,...,k)
geniigt, wo M (z) ein ganzzahliges Polynom ist. Die Relationen geben also

&P =1 (mod E).
Wesentlich ist dabei, daB M(z) fiir alle &, dasselbe ist, was direkt folgt, wenn f(z) irre-
duzibel ist. Fir ein solches P gilt folgender Satz:

Satz 4. Ist P nach dem Modul E > 1 der kleinste gemeinsame Exponent der
Wurzeln eines normierten ganzzahligen Polynoms f(xz) und m> 0 eine beliebige
ganze Zahl, so ist mP der kleinste gemeinsame Exponent der Wurzeln des Polynoms
F(z)="f(am).

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann vorausgesetzt werden, daB

die Diskriminante von f(x) von O verschieden ist. Der Grad von f(z) sei k, und die
Wurzeln von F(z) seien mit &, (v =1, 2, ..., mk) bezeichnet.

Unmittelbar klar ist, dall mP ein gemeinsamer Exponent der Wurzeln &, von
F(z) = f(xm) ist. Der kleinste gemeinsame Exponent muf demnach von der Form
m'P’ sein, wo m'|m und P’| P ist. Fir diesen ist

" =1 (mod E),
folglich erst recht

(&™)F =1 (mod E), v=1,2,..., mk.
Die &' sind nun die Wurzeln von f(z), und da P ein Minimalexponent dieser Wurzeln
ist, so folgt :

P'=Pp.

Der kleinste gemeinsame Exponent mod E fiir alle &, (v =1,2,...,mk) ist also
gleich m’P.

Ist (ﬂ,, P) =d, so ist n
m

w7d 840z, und man erhilt

mo P
1 =ga"" = (#™@ (mod E).

Da P Minimalexponent ist, mu d = 1 sein und demnach
m
(i 2) =1
Ich benutze nun die bekannten Beziehungen

kg {0 fir 1=0,1,2,...,mk—2

F7 &) W1 fir l=mk—1,

und fithre eine Zahlenfolge 7, ein, die durch
mk gmk—2

& »
T, = Y &,
" é' F'(&)
definiert ist. Fiir 7, gilt demnach
‘[__(mk_g) = T——(mk—3) == e e s = ‘[0 = 0’ ‘[1 = 1 9
sowie die Rekursionsformel

To + QU Tnem + Q2 Tu—om + + o+ G Tnim = 0,
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die dem Polynom
F(z) = (2 + a,(a™) 7" + -+ 4 &
entspricht. Es folgt

7, = 0 fur alle » mit » == 1 (mod m),
7, ganz fir alle n = — (mk —2).

Fir die & war nun bereits gezeigt:
7 =1+ EN(E,), v=1,2,..., mk,
wo N(z) ein ganzzahliges Polynom
N(z) = bpxm™ =t + byz™—2 4+« + by

ist. Es wird dann

mk Emk—2 mk  gmk—2

1 n—m'P , .m’'P v n—m'
Ty — Tn—m’P=l§F/(§1) 70 (& —1) = E;;F’—(fj &P N(E,)

und folglich

mk
Tn — Tu—wp = E lé; bmk—1 Tn—mP4a—1-

Hieraus erhilt man

Tn = Tn—m'P (mOd E)

fir alle n = m'P — (mk —2). Wegen (n-’%’ P) = 1 konnen zwei positive Zahlen U
und V so bestimmt werden, daB
Uz —vp=1
ist. Ist nun m eine Primzahl und m’ & m, so ist m’ = 1. Dann ist P eine Periode fiir
die 7,, und man erhilt
Tom = Tgmyp = 7; = 1 (mod E)

im Widerspruch zu vy, = 0. Also muB m’= m sein. Ist m eine zusammengesetzte
Zahl, m = ,é g, mit gleichen oder verschiedenen Primzahlen g,, so ergibt sich m’' = m

durch sukzessives Ersetzen von z durch 2% (v =1,2,..., M). Damit ist Satz 4 be-
wiesen.

Es sei nun & eine Wurzel des Polynoms f(z) = 2* + a;2*'+ --- + a;, dann
gilt die Relation ‘

M) = — S @E T G E e 8 T e,
Nach der Definition von 7, ist ndmlich diese Beziehung klar fiir z. B. n = k; sie laBt
sich dann allgemein durch Schlu von n — 1 auf n ableiten. Ist
Tp = Tp_p (mod E)
fiir alle hinreichend groBen n = k, so folgt also
(8) & =1 (mod E).
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Sind nun f(z) und f,(z) identisch kongruent mod E (und auch f,(z) normiert), so
muf fiir zugehorige 7, und 7, gelten

7, = 1, (mod E)

fir alle n = — (k —2). Damit ist gezeigt, daB f(x) und f,(z) denselben kleinsten ge-
meinsamen Exponenten mod E fiir ihre Wurzeln haben miissen, wenn ihre Diskri-
minanten von 0 verschieden sind.

Im folgenden soll nun E durch eine Primzahl p ersetzt werden, und es sei f(z) irre-
duzibel mod p. Ferner sei

f(a0) = I By(x) (mod p),

wo ¢ eine Primzahl == p ist und wo alle B;(x) Primfunktionen mod p sind. Aus p # ¢
folgt, daB die Diskriminante von F(z) = f(2?) durch p nicht teilbar ist. Dieses gilt

N
demnach auch fiir die Diskriminante von F,(zx) =111_fl1 B;(z). Gehort f(x) mod p zum
Exponenten P, so miissen ja alle Exponenten P;, zu denen die B;(x) gehoren, Viel-

fache von P sein. Ist namlich &¥ eine Wurzel von Bj(z), so gilt f‘a)P‘ =1 (mod p)
und also

(E(m)P; =1 (mod p).
Da £ aber als eine imaginire Kongruenzwurzel von f(z) betrachtet werden kann und
demnach mod p zu P gehort, so folgt
p|p,;, A=1,2,..,N.
Nach Satz 4 ist ¢P der kleinste gemeinsame Exponent von F(z) = f(2?) und folglich
auch von F,(x) =11311 B;(z). Mithin mufl wenigstens ein Faktor B;(z) zum Exponenten
¢P mod p gehoren.

M
Ist nun p 4 m und m= II g, mit gleichen oder verschiedenen Primzahlen g, so folgt

y=1
durch sukzessives Ersetzen von z durch 2%, v =1,2,..., M, daB F(z) = f(2™) wenig-
stens einen Faktor mod p enthdlt, der mod p zum Exzponenten mP gehirt.

Satz 5. Sind f(x) und g(x) normierte ganzzahlige Polynome und f(x) auferdem
irreduzibel mod p und vom Grade k, so kann das Polynom F(x)= f(g(x)) nur solche Fak-
toren mod p enthalten, deren Gradzahlen Vielfache von k sind.

Beweis. Es sel
F(z) = A,(z) B(z) (mod p),
wo A,(z) ein mod p irreduzibles Polynom vom Grade r ist. Ist dann £ eine Wurzel
von A,(z), also 4,(&) =0, so folgt
g(&)P ' =1 (mod p).
Aus F(z) = f(g(x)) ergibt sich ferner, daB g(¢) eine Kongruenzwurzel (reell oder

komplex) des irreduziblen Polynoms f(x) ist. Gehort daher g(4) mod p zum Expo-
nenten P,

g(€)" =1 (mod p),
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so folgt
pr =1 (mod P).
AuBerdem gehort aber p auch zu der Gradzahl k£ des Polynoms f(z) mod P, d. h.
p¥ =1 (mod P).
Also ist
k|r.

Aus den Sétzen 4 und 5 ergibt sich nun folgender Satz:

Satz 6. Es seien f(x) und g(x) normierte ganzzahlige Polynome, f(x) irredu-
zibel mod p und vom Grade k. Gehort dann p* mod einer ganzen Zahl m zum Ezxpo-
nenten h,

(r)" =1 (mod m),

so muf das Polynom F(x) = [(g(x)™) wenigstens ein-n irreduziblen Faktor mod p von
einem Grade, der ein Vielfaches von kh ist, enthalten.

Beweis. Nach Satz 5 gentigt es, den Satz fiir f(a™) zu beweisen. Ferner muf} die
Gradzahl r des fraglichen Faktors sicher von der Form r = kr; sein. Gehort f(z) mod p
zum Exponenten P, so muBl f(z) nach Satz 4 und den danach bewiesenen Beziehungen
wenigstens einen irreduziblen Faktor mod p enthalten, der mod p zum Exponenten mP
gehort. Man hat also

mP|(ptn —1)
und demnach

m|((p*)"* —1).
Da p* mod p zu h gehort, folgt
h|ry, und kh|r.

Satz 7. Es sei das Polynom f(z) = a* + a;2*— + ++ - + a; irreduzibel mod p,

k___
pv_i der Exponent, zu welchem die Wurzeln von f(z) mod p gehoren, und g(x) ein be-

k
liebiges, normiertes, ganzzahliges Polynom. Es sei ferner m > 0 eine ganze Zahl mit der

einzigen Bedingung p ¥ m, k Minimalexponent der Beziehung m|(p* — 1) und di der

k ___ kh ___ £k kh __
grofite gemeinsame Teiler von 4 ! und ? 1, d. h. (I»)———i, p___—_i) =d;. Dann
v m VU m

k
mup das Polynom F(z)= f(g(x)") wenigstens einen irreduziblen Faktor vom Grade r

E__
(mod p) enthalten, wo r von der Form r = ipd - 4 kh ist (i ganze Zahl). Fiir g(x) =«
k Vk

pr—1
A kh.

Beweis. Nach Satz 4 und den danach bewiesenen Beziehungen enthilt das
Polynom F,(x) = f(2™) wenigstens einen irreduziblen Faktor mod p mit Wurzeln, die

gibt es einen Faktor mod p vom Grade r =

k
mod p zum Exponenten __r{z_(p_v__il gehoren. Die Gradzahl dieses Faktors sei r;. Es
k
gilt also
=1 (mod————-—————m(pk — 1))
Vk

mit r, als Minimalexponent.
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ko
Da " ! der Minimalexponent fiir die Wurzeln von f(z) mod p sein soll, folgt
k

b pr—1\ . .. . pr—1
¥ =1 {mod - mit k£ als Minimalexponent. Nach Satz 3 fiir a = p, P, = o
(7 k
kb __
Py, = m und d = dym ist daher p P v-—l- kh Minimalexponent der Kongruenz
% Vk
1, (pt —1)
pdk”k =1 (mod _’Z"—p___*_) .
Vk
Folglich ist
_p—1
ry= in kh.

Wenn in dem irreduziblen Faktor vom Grade r die Variable z durch g(z) ersetzt
wird, erhdlt man ein Polynom, dessen irreduzible Faktoren mod p nach Satz5 sémtlich
Gradzahlen haben, die Vielfache von r, sind. Das Polynom F(z)= f(g(x)") hat
also wenigstens einen irreduziblen Faktor mod p, dessen Gradzahl r die Form

E—1
r=zr1=zpd -
k Yk

kh

hat, wo i ganz ist.

Satz 8. Die Gradzahlen similicher mod p irreduziblen Faktoren des Polynoms

k.
F(z) = f(g(x)™) von Satz 7, die Vielfache von kh sind, miissen sogar Vielfache von RdTi kh
k Vk

ko
sein. Fiir g(z) = z sind diese Gradzahlen gleich P 0 ! kh.
k Yk

Beweis. Es geniigt, den Satz firr F,(z) = f(am) zu beweisen. Es sei m = m'm”,
wo m' der groBte Teiler von m mit
ko
(m', P 1) =i
v

(]

ist. Fiir eine Wurzel & irgendeines mod p irreduziblen Faktors von F,(x) gilt

p¥—1
(€") ™ =1 (mod p)

ko
mit 2 " ! als Minimalexponent. Es folgt dann
%

’m"(p"—l)
9 (&™) % =1 (modp)

.. m''(p* —1) .. " .
mit — als Minimalexponent. Gehort nun £ mod p zum Exponenten @, ist
k

also
£% =1 (mod p) und folglich erst recht (5"")0 =1 (mod p),
” — -
8o muBl Q ein Vielfaches von m_(pv%__@ sein, d. h.
_m’(pr—1)
Q=s I

Journal fiir Mathematik. Bd. 175. Heft 4. 28
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Wegen (9) muB} gelten

Q i mlm//(fk . 1)
k
und also
"er
(10) sim’ und (s, "—’L”v—ﬁ) 1.
k

Wenn nun die Gradzahl r von & ein Vielfaches von ki ist, d.h. r = ikh, so

folgt

ikh = 'ﬂ&:i_)
pi*r =1 (mods o )

mit tkh als Minimalexponent.

Es sei
Mgk
(11) (8—————m W=D o ~—1) =g
Vg
Aus
ko
sm' | (p** — 1) und p_v_i‘ (p** —1)
k
12 ko
folgt 4 & M{y———i—), wenn 4 4 (p** —1) ist.
s . . sm''(p* —1)
Fiir die Zahl ; findet man also nach Satz2mit e = p**und P = — folgenden
k
Wert
"k
(12) [ smi(pt—1)
g Uk

Nach den Voraussetzungen von Satz 7 ist

11 k ___
(=), s — 1)) = i .

Wegen der Relationen (10), (11), ferner
"k
(m',ﬂ(l;k—i)) =1 und m'|(p**—1)

muf} dann gelten

m' m'm'd,
s ?

8
also
sm' 1
g &
Damit ist nach (12)
L=p;k'vl: und r=p;kvk1 kh
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Bemerkung. Fiir f(z) = z — a erhélt man aus Satz 8 den Satz von Ore. Dabei

p—1
ist jedoch Ind a=d durch die Zahl v ersetzt, die durch die Kongruenza * = 1 (mod p)
p —_—

mit

! als Minimalexponent definiert ist.

Fiir die dem Polynom (x — a)* entsprechende Reihe 7; erhalt man

an—l

1),[7(n+ 2).

Die Relation (7) kann auch fir (x—a) direkt benutzt werden. Es sei nun P eine
Periode mod E fiir 7;:

7, = tpep (mod E).
Ferner sei (E, (k —1)!) =1 und (E,a) =1. Wird dann ¢ in (7) durch a ersetzt, so
folgt wie (8)
a? =1 (mod E).

k—2
Da ZI=IO (r 4+ A) ein Polynom in 7 ist, so muBl P ein Vielfaches von E sein 3). Gehért a

mod £ zum Exponenten v, so ist also
_ Ev
~(E,v)

die kleinste Periode mod E. Dieses gilt demnach auch fiir die dem normierten
Polynom

f(z) = (z —a)* + EM(x)
entsprechende Reihe 7,, denn hier ist

an-—-l k—2

y = A d E).
(k_m[:o](w ) (mod E)

Mithin ist ein gemeinsamer Exponent mod E fiir die Wurzeln von f(z).

Ev
(£, v)
Ist die Diskriminante von f(x) von O verschieden, so ist umgekehrt ein gemein-
Ev
(E, v)
der kleinste gemeinsame Exponent mod E fiir die Wurzeln von f(z) ist. Nach

samer Exponent der Wurzeln eine Periode fiir z,. Damit ist gezeigt, daB

Satz 4 mufl dann Y der Kkleinste gemeinsame Exponent fiir die Wurzeln des

mE
(E, v)
Polynoms
F(z) = (2 —a)* + EM(%)
sein, wenn die Diskriminante von F(z) nicht verschwindet.
Aus fritheren Untersuchungen von mir4) erhdlt man nun z. B. folgendes Irre-
duzibilitatskriterium:

£—3 k—2 r¥—2
3) Der Beweis durch SchluB von k— 1 auf k folgt aus (k— 1)/1]_10 (n+ 2) ———-AIIO(n + 4) —AIIO (m—1+ ).
4) a.a.0.2),
28*
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Satz 9. Es sei F(x) ein normiertes ganzzahliges Polynom der Form
F(z) = (o" —a)* + EM(q),
wo (E,(k—1)!)=1 ist und a mod E zum Exponenten v gehort. Wenn dann
(—a)* + EM(0) keinen echten Faktor d mit
mEv

d®E» =1 (mod E)

enthdlt, so kann F(z) nur dann reduzibel sein, wenn unter den Wurzeln von F(x) wenigstens
eine algebraische Einheit vorkommdt.

Eingegangen 4. Dezember 1935.



