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Su due sistemi associati di infinite equazioni lineari.

Di Ugo Broggi a Milano.

Il problema della determinazione dei coefficienti y, (s =1,2,...,r —1) del
polinomio

+DE+2) @ +r—)=z"+y, 72+t
(Ie somme degli (r _; 1) possibili prodotti di s fattori diversi scelti fra i numeri

1,2,...,r— 1), che prima di lui aveva occupato la Schlifli il Cayley il v. Zeipel lo

Schlomilch, veniva ricondotto dal Nielsen a quello della formazione del polinomio ,(z),
coefficiente della potenza i + 1 di ¢ nello sviluppo di

1__t—z—1 -
(=5 =1+ Y @ (It] < 2m).

t

Vos = Yoy (P — 1) 7).
Ad una soluzione analoga perviene il Norlund che sostituisce i polinomi di Nielsen
con altri, che egli chiama polinomi di Bernoulli di ordine superiore, coi quali opera util-
mente in altre ricerche. Ove si ponga col Norlund

e"(e, t_ 1)n =§%B‘J"(Z) (It] <2a)

B{(0) = B,

s’ottiene
v, = (-0 ;) B 9.

I1 Nielsen determina i polinomi ,(z) il Nérlund i polinomi Bﬁ")(z) per ricorrenza. Alla
determinazione esplicita di y,, in funzione di r e di s si perviene invece, e direttamente,

osservando che
® —1
Voo Ay Vrrs el =(r— 1“(,5, (—1)' 7 A 0r+c—-1) 3),

1) Cfr. N. Nielsen, Recherches sur les polynomes et les nombres de Stirling, Annali di Matematica (3) 10
(1904), pp. 287—318.
2) Cfr. N. E. Norlund, Vorlesungen iiber Differenzenrechnung, Berlin 1924, Kap. 6, §b.

d i
3) Cfr. U. Broggi, Sull’ iterazione dell’ operazione LM Rend. Lincei (6) 17 (1933), pp. 696—700.
Journal fiir Mathematik. Bd. 176. Heft 1. 4
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Mi propongo di dimostrare qui che i numeriy, (s =1,2,...,7r — 1) sono le r — 1
incognite del sistema di r — 1 equazioni lineari
R =y B — oy B e (=) Ny, (R=1,2,..,r—1)
che puo assai agevolmente venire trasformato e risolto.
Si perviene al risultato ricordando che, come gia notava lo Stirling, se
‘_4_9_A_1+...~§9_ B, + B, — e
z z(z4+1) "z(z4+1)(z+ 2)

z z?

é anche
Ay =B, A, =By,
(1) Bf = Ar - yrlAr-—l + yrZAr——2 e A ap (—1)'—1 7r,r—1A1 4)
e attraverso la considerazione dei due sistemi di infinite equazioni lineari con infinite
incognite

I 0‘6+0¢{+0¢é+ ...................... :AO

1’0;{ 2’0(4 585 e E e s e s s s e v = A4,

) R O = B,
1! 2)!

rl oy’ (L:;—TL or1 + (r_—“iZ_T)— &y 4+ - =B,
r=12...)

il primo dei quali é caso particolare dell’altro

ké:]quh =4, (=0,1,...),
dove g, cresce indefinitamente con k, che E. Borel 5) trattava nella sua tesi, mentre il
secondo, ove l’integrale converga in corrispondenza di r =0,1,..., ha la soluzione

® _ @ n tn
o, =r!0fe ‘L,(t)(Z(—U B”n_l) dt

n=0

dove

el d t
L) =—— (e
() mierd )
é il polinomio de Laguerre d’indice r ¢).

Mi propongo di dedurre della soluzione del secondo sistema una soluzione del primo,
e d’indicare i limiti della validita di questa.

L
Ove I'ascissa di convergenza dell'integrale di Laplace

1
[ o(t) dt
0

sia minore di + oo e sia legitima l'integrazione indefinita per parti, si ottiene se Rz > 0
e ¢(t) é limitata nell’intervallo chiuso (0, 1)

4) Cfr. ad es. N. Nielsen, Handbuch der Theorie der Gammafunktion, Leipzig 1906, §§ 26, 27, 109.

%) E. Borel, Sur quelques points de la théorie des fonctions, Annales de 1'Ecole Normale Sup. (3) 12
(1895), pp. 9—bb, spec. pp. 38—44.

%) Cfr. U. Broggi, Su di un sistema di infinite equazioni lineari, Rend. Lincei (6) 22 (1985), pp. 120—124.
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1 1
2—1 . 1 z ! 1 z !
oft q)(t)dt-—(—z—up(t))o——?(ft<p(t)dt=~-~-
o) ') i ?"(1) .
z 2(z+1)  z2(z+1)(z+ 2) !
1 1 1
[etowar = (Se0wm) = [ 6o/ at
0 0
1 ) 4 (.
__._é_) —%(r)+;2—0 £ (L) (2)) dt

o) (1)
z z?

@a(1)
+ el LR

dove

Polt) = 9(t), @, (t) =tg, ,(2) (n=12...).
Se in particolare lo sviluppo *
@(t) =0 + g+ oo

ha un raggio di convergenza maggiore di 1, ed é

o™(1) = B,
si ha evidentemente
&y + oy + &y R R I I AP = BO
1)1 2)1
rlo, 4 (—r—%")““r+l+ (sz:l—’)“‘“r+2+ +oo= B

cosi come si ha
ag+ oyt oyt =4,
1'0¢1+2’0¢2+...=A,
r=42,...)
se
A, =q,(1).

E poiché é anche

B,=Zn(n—1)-(n—r+1)a
=nénr Op — (nénr—la”) Y + e+ (_1)'—1 7’,.,,—1 (’é"naﬂ)

r—1 r—1
= [A, ——‘él' s’oc,] — Yn [A,_l __':‘.i' sr—t (x,] G+ (=1 Vyr [Al —'%1' .S‘oc,] ,

se ne deduce, per la (1)
(1) Br=Ar—7r1Ar—1+ ceet (‘_1)'_1‘41
che
B = g K = g B e (1),

(h=1,2..,r—1).
4#
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11 sistema di r — 1 equazioni lineari con r — 1 incognite y,,, ¥,,, - . ., ¥,,_, cosi ottenuto

'11—1 = 7,1 - yr2 + yr3 -t + (—1)7_2 yr,r—l
21‘-—1 = 21‘—2 yrl - 27—3 ‘yr2 + et + (— 1)f_2 y’,f—l

r— 1) == )Ty, = =) Ty b (=) Ty,
si trasforma immediatamente nell’altro
AT = (r — 2)y,
A3 7, A2 (r — 3)! Vo

ooooooooooooooooooooooo

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

che fornisce

!
n ==

_ 1 Ar—2 11'—1 Ar-—3 11‘—1
Ve = r=21(r=3)I|a—21—2 pr3q—2|"

Si ha cioé, se s = 1,2

Ar—z 1!——1

Ar——Z 11’-—-1 Ar—-a 17—-—1 Ve Ar-——s—-l 1r—1
1 Af—2 1r—2 Ar—8 11‘—2 e Ar—s—-l 17-—2
T =T =3 r—s—D1| 0 AT

oooooooooooooooooooo

0 0 . Ar—s—-l 11‘——3
: che espressione ottenuta sussista qualunque sia s se essa vale in corrispondenza di
s—1,s—2,...,2,1, lo si vede sviluppando il determinante del secondo membro
secondo gli elementi della sua ultima colonna. Si ottiene infatti
Ar—? ,11—1 Ar—3 11'—1 e Ar-—-s—l 17—1
1 Ar—2 17—2 Ar-—-3 11-—2 Ar—s—l 11—2
(r — 2)l (r — 3)! T (r — .S‘)! 0 Ar—-s 11'—3 Ar—a——l 1r—3

0 O Ar—s-—-l 17’—!
_ Ar—2 11‘—1 L 1 Ar—2 11’-—-1 Ar—3 11’—1
Y B r—s—1 gr—1 _ N\T—s—1gr 2 r—8—1 pr—3
= (=1 {A S T T = T = N I T R T

— (__1 )s—l {Ar—a—l 17—1 _ yﬂ Ar—a—l 17-—2 _+_ 7,.2 Ar——s—l 1r—3 v + (___ 1)3—1 7,"__1 Af—l-—l 11'—3—-1}
= (=1 r—s—1Dly,

come risulta dalla s-esima equazione del sistema trasformato.
Se ne ha in particolare, se s =r — 1, poiché y, ,_, = (r — 1)!

11 12 ... 1
Al A1Z ... AT

-----------

_}
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II.

Se il punto z =1 ¢ interno al poligono di Borel della serie é) (—1)"B,z"

& =rl fe—tL,(t)(Z'(—i) B, )dt r=01,...),
0

é la somma generalizzata di Borel della serie
Z(—1)nm—1) -+ (n —r+1)B,

: il sistema di infinite equazioni lineari con infinite incognite

II o o 4 af - eveevnennnneenennnns = B,

1
rloci’—i-(r _ii_l )l ;;1+(r+2) r+2+ Br

ha la soluzione

! —r!fe—‘L,(t)(E(—l) B, ) t 7).

Ci proponiamo di dedurre da essa una soluzione del sistema
I o+ o1 a5+ o0 =4,
"] + 274 .= A,
(r =1, 2, .. .)
e di determinare le condizioni alle quali debbono soddisfare gli elementi della successione
Ag, A4, . .. perché questa soluzione sia valida.

Perveniamo allo scopo ricordando che, come veniva dimostrato dal Norlund, se la
funzione

f(l)=Ao+A1{‘l+"‘

é olomorfa in un angolo che comprende il semiesse reale e positivo e si ha uniformemente
in questo angolo

lim e ™ fP(z) =0 (p=0,1,...;2>0)
t—>»
la serie
Ay _ Ay
z 22 ’

che puo divergere in corrispondenza di ogni valore di z, é assolutamente ed uniformemente
sommabile secondo Borel e la sua somma

ROy SV
0

coincide se z é reale e positivo, con
(2) O(z) =[ et f(2) dt.
0

Le due funzioni uniformi F(z), ®(z) coincidenti nei punti del semiasse reale e posi-
tivo interni al semipiano di convergenza dell’integrale di Laplace (2), sono espressioni

7) Cfr. U. Broggi, loc. cit. ¢).
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diverse di una stessa funzione

-]

F(z) =[e* f(z) dt

0
suscettibile di uno sviluppo in serie di fattoriali

L

Cp0®
gz(z+w)~~(z+sw)

: perché, come a noi importa, possa attribuirsi ad w il valore 1, la funzione
¢(t) = f(—logt) = 2 (—1)" Ba(1 — &)"

deve essere olomorfa nel circolo |t — 1| = 1. Deve essere pertanto

(3) limsup }/|B,] <1 8).
L’integrale

f et Lo (é}‘(— 1 5,5

0
converge qualunque sia r e definisce ;1—! o (r =0,1,...), se il primo membro della (3)
é minore del secondo, o se, essend6 uguale, il punto ¢ =1 é punto regolare di By — Bt + + + -
e pertanto interno al poligono di Borel corrispondente alla serie.

8) Cir. N. E. Norlund, Legons sur les séries d’interpolation, Paris 1926, pp. 184—188.

Eingegangen 29. April 1936.



