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Zur Theorie der schlichten Funktionen.*)
Von E. Peschl in Jena.

Einleitung.

Die Theorie der schlichten Funktionen ist vom Anfang ihrer Entwicklung an mit
der klassischen Funktionentheorie eng verkniipft. So hat vor allem der Koebesche Ver-
zerrungssatz am Anfang dieser Theorie gestanden und gleichzeitig der Theorie der kon-
formen Abbildungen wie der Uniformisierung von analytischen Funktionen gedient.
Inzwischen hat sich eine umfangreiche Literatur iiber die schlichten Funktionen ent-
wickelt. Die vollstindige Entwicklung dieser Theorie zu geben, wiirde hier zu weit fiihren.
Es ist jedoch interessant, sich einmal zu iiberlegen, welche grundlegenden Ideen und
Gesichtspunkte sowie Hauptprobleme in dieser Theorie zutage traten. Denn dies macht
gerade die Theorie der schlichten Funktionen so reizvoll, daB im Laufe der Zeit von den
verschiedensten Seiten her die Bemithungen angesetzt werden muBten, um dem Wesen
der Schlichtheit in ihren Hauptproblemen n#éher zu kommen. Ausgehend vom Koebe-
schen Verzerrungssatz ergaben sich zunéchst der Flichensatz von Bieberbach und die
daran anschlieBenden Folgerungen. Nachdem schon vorher in einer Reihe von Arbeiten
von Carathéodory, Toeplitz und anderen das Koeffizientenproblem der beschrénkten
wie auch der Funktionen von positivem Realteil aufgeworfen und gelost wurde, hat sich
dann vor allem Bieberbach fiir die schlichten Funktionen das entsprechende Problem
gestellt und in mehreren Arbeiten behandelt. Die Schwierigkeiten dieses bis heute noch
ungelosten Problems traten erst allméhlich im Laufe der Entwicklung in Erscheinung.
Soviel auch der Flichensatz zunéchst fiir die Theorie der schlichten Funktionen leistet,
so charakterisiert er doch nicht die Schlichtheit, da er auch fiir gewisse nichtschlichte
Funktionen gilt. Eine Weiterentwicklung dieses Gedankens gab aber Prawitz, der an
Stelle des Flichenintegrals Integrale mit gewissen Belegungen setzt. Man konnte hier
die Hoffnung hegen, die Schlichtheit damit charakterisieren zu kénnen. Wenn dies auch
zweifellos zutrifft und die Arbeit von Prawitz eine Reihe von schonen Sitzen enthilt,
die sehr wenig bekannt sind, so kam doch fiir das eigentliche Problem der Koeffizienten
der schlichten Funktionen in der nidchsten Zeit die wesentlichste Forderung von einer
Arbeit von Lowner. Man koénnte, wenn man die Mittel aufzdhlen wollte, die geeignet
sind, die Schlichtheit zu erfassen, auch noch das Koebesche Bildgebiet nennen, doch
kommt man damit nicht recht weiter. Im folgenden wird die Iteration als eine Grund-
eigenschaft fiir die schlichten Funktionen ausgenutzt. Es war vor allem das Hauptziel
der Arbeit, allgemeine Zusammenhdinge in dieser Richtung aufzudecken und vielleicht
gerade dadurch zu zeigen, welcher Art die Schwierigkeiten sind, vor allem auch, mit
welchen analytischen Schwierigkeiten das Problem verkniipft ist.

*) Diese Arbeit hat der philosophisch-naturwissenschaftlichen Fakultéit der Friedrich-Schiller-Universitit
Jena als Habilitationsschrift vorgelegen. Habilitationskolloquium 17. 4. 1936.
Journal fiir Mathematik, Bd. 176. Heft 2. 9
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Es gibt noch eine ganze Reihe anderer Hauptprobleme der Theorie der schlichten
Abbildungen. Am n#chsten beriihrt sich mit dem eigentlichen Problem der Koeffizienten
noch die Frage nach asymptotisch moglichst guten Abschétzungen, ja sie ist praktisch
aufs engste mit dem Koeffizientenproblem verbunden. Dem gegeniiber kann man aller-
dings sagen, daB man noch eine ganze Reihe von vorhandenen Methoden vielleicht aus-
niitzen konnte, um diese oder jene Abschitzung zu verbessern, ohne da8 man dabei dem
eigentlichen Koeffizientenproblem, das uns hier in erster Linie interessiert, naher kommt,
d. h. der Frage nach den genauen Koeffizientenbereichen. Daher sind diese verschiedenen
Ergebnisse hier beiseite gelassen, so wichtig und wertvoll sie in der Theorie sind.

Ein anderer Teil der Untersuchungen beschiftigt sich mit der Frage, wie sich
Schlichtheit und andere Eigenschaften analytischer Funktionen gegenseitig bedingen
oder einschrianken. Dieses sehr weite und reizvolle Gebiet hat eine gro8e Reihe schéner
Ergebnisse, wie etwa die Untersuchungen iiber den Rundungsradius oder die Sternig-
keitsschranke der schlichten Funktionen oder die Schlichtheitsschranke beschrankter
Funktionen zu verzeichnen. Andere Autoren haben sich dem Problem der Schlichtheit
der Potenzreihenabschnitte zugewandt. Es sei hier fiir die Ubersicht iiber solche Fragen
generell auf die in letzter Zeit erschienenen Darstellungen verwiesen 1).

Im Koeffizientenproblem erbrachten in allerletzter Zeit Dieudonné und Rogosinski
einen weiteren Fortschritt, indem sie zeigten, daB die Bieberbachsche Vermutung fiir
Funktionen mit reellen Koeffizienten richtig ist.

Ich habe mir zur Aufgabe gestellt, das Gesamtproblem von neuen Seiten aus zu
sehen. Dabei haben zum Teil die einzelnen Kapitel der folgenden Arbeit voneinander
unabhéngige Ausgangspunkte, sind also in logischer Hinsicht keineswegs alle vonein-
ander abhiéingig. (So konnte z. B. die Differentialgleichung fiir den Rand der Bereiche
schon im Kapitel IT hergeleitet werden; trotzdem haben wir sie, um die sich daran an-
schlieBenden Uberlegungen nicht zu unterbrechen, spiter gebracht.) Zunichst steht der
Approximationssatz des ersten Kapitels im Vordergrund. Er besagt, daB man die elemen-
taren Schlitzabbildungen nur unter sich zu iterieren braucht, um mit allen so entstehenden
Funktionen bereits alle schlichten Funktionen approximieren zu kénnen. Zwar stehen
zunidchst dem Iterationskalkiil betrichtliche analytische Schwierigkeiten entgegen.
Daher kann es der Sinn des Approximationssatzes nur sein, den Schritt ins Infinitesimale
an eine andere Stelle zu verlegen. Dies geschieht im zweiten Kapitel, in dem vom Gesamt-
verlauf der Iterationskurven der Schritt zur Randeigenschaft der Bereiche gemacht wird.
Im dritten Kapitel iterieren wir mit beliebigen sternformig beschrinkten Abbildungen
der Form

S‘l(e"‘S(z)), t>0,

worin S(z) eine beliebige sternférmige Funktion ist, und betrachten die zugehdrigen
Iterationsrichtungen im Koeffizientenraum. Dabei zeigt sich, daB die Iterationsrichtungen

1(2)

im transformierten Koeffizientenraum & von 7@ eine gewisse Symmetrie aufweisen,
welche die Behandlung des Problems erleichtern diirfte. Wir gewinnen in diesem Kapitel
den Hauptsatz 10:

Der genaue n-te Variabilititsbereich B der Koeffizienten der im Einheitskreis
reguliiren und schlichten Funktiogen ist der kleinste den Bereich BY’ der Koeffizienten

1) Siehe das Literaturverzeichnis am Schlusse der Arbeit. Die Arbeiten dieses Verzeichnisses werden im fol-
genden mit L. V. und der Angabe ihrer Nummer zitiert.
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der sternformigen Funktionen enthaltende Bereich mit der Randeigenschaft, daB kein
beliebig kleines Anfangskurvenstiick des jedem Randpunkt P = (8) zugeordneten
Iterationskurvenbiischels €4 ) () mit beliebig in B{” variierendem Endpunkt (o) ins
AuBere dringt 2).

In den anschlieBenden §§ 17, 18 stellen wir die partielle Differentialgleichung (aller-
dings in Parameterform) auf, welcher jeder differentiierbare Teil des Randes von B{™
geniigen muf. Die Elimination dieses Parameters ist im allgemeinen schwierig. Das
Problem, die genauen Bereiche B{™ aufzufinden, ist damit auf die Aufgabe zuriickgefiihrt,
diese partielle Differentialgleichung (17. 2) mit oder ohne Elimination des Parameters
zu integrieren und dann fiir die erhaltenen Bereiche die im Hauptsatz 10 genannten
Haupteigenschaften der Iterationsfestigkeit hinterher nochmals zu iiberpriifen.

Von hier aus wird im vierten Kapitel wieder der Schritt zuriick ins Infinitesimale
gemacht und zwar an derselben Stelle, an der ihn auch Lowner macht, nur werden noch
wesentlich allgemeinere infinitesimale Iterationen dabei verwendet, welche aus mehr-
fachen Radialschlitzabbildungen entstehen. Die Integration der zu diesen mehrfachen
Gabelschlitzabbildungen gehérigen Differentialgleichungen, die eine Verallgemeinerung
der Lownerschen Differentialgleichung darstellt, verlauft parallel mit der bekannten
Integration bei Lowner, wie auch mit gewissen Entwicklungen der Kapitel IT und III.
Das Wesentliche ist, daB man bei dieser und &hnlich gebauten anderen Differential-
gleichungen (vgl. § 32), welche auf infinitesimalen Iterationen beruhen, jeweils fiir die
Losungen die Schlichtheit auf Grund allgemeiner Approximationssitze beweisen kann,
sobald nur die in den Anfangsbedingungen auftretende Funktion selbst schlicht ist.

Das fiinfte Kapitel liefert den genauen reellen Variabilititsbereich G, d. h. den
Durchschnitt des Bereiches B> mit §8, = 38; = 0; G® ergibt sich, indem man in der
Ebene der Koordinaten Rp,, RB; die reellen Iterationen unter Zuhilfenahme des reellen
Bereichs G fiir die sternformigen Funktionen betrachtet, aus einer Differentialgleichung
(27. 2). Wir erhalten hier das Ergebnis:

Fiir jede im Einheitskreis regulire und schlichte Funktion f(z) =2z + byz® + - -«
gilt die scharfe Abschdtzung

1 = R, = 20 (Rpy) — 1.
Darin ist By = — —gﬁ, Bs = b2 — b; und auferdem ® (x) durch die Gleichungen
xz

®@) = 3@

(2¢(z) — 1) und z = @e'—*

erklart.

Aus diesem Ergebnis folgt, daB die Berandung von B keine algebraische Fliche
sein kann 3), weiterhin leitet sich eine Ungleichung von Fekete und Szegdé nunmehr véllig
elementar und miihelos aus dieser genauen Abschitzung her. Sodann bringen wir noch

eine Abschitzung des Bereiches B® von innen heraus, zeigen jedoch, daB diese noch
nicht den genauen Bereich ergibt. Und schlieBlich stellen wir die genauen Schranken-
funktionen auf, welche zum Rand von & gehoren. Es lassen sich hier zweifellos in vieler
Hinsicht diese Gedanken weiterfiihren. Doch sei dies anderen Arbeiten vorbehalten.

%) Genaueres sieche Nr. 15.
3) Vgl. die FuBnote 21). o
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I. Der Approximationssatz.

1. Der Hauptsatz der Approximation. Wir wollen zunichst eine besonders einfache
.schlichte Abbildung des Einheitskreises betrachten, namlich die, welche das Innere des
Einheitskreises auf ein Teilgebiet schlicht abbildet, das aus diesem dadurch entsteht,
daB wir von dem Punkte % der Peripherie aus lings des Radiusvektors ein Stiick weit
nach innen aufschneiden. Ein solches Gebiet heifle ein elementares Schlitzgebiet. Und
die Funktion f(z), welche dieses auf den Einheitskreis der z-Ebene normiert abbildet,
nennen wir eine elementare beschrinkte Schlitzabbildung. Dabei heifile hier und auch
spéter eine Funktion normiert, wenn fiir sie f(0) = 0, f'(0) reell und positiv ist. In eine
solche Funktion gehen also zwei reelle Parameter ¢, ¢ ein mit

7(0) =et, n=¢* (0=t 0= 9 <2n).
Die Familie dieser Funktionen feon mit beliebigen reellen Werten ¢, (0 < ¢, 0 < 4 < 2n)
sei zur Abkiirzung %, genannt.

Fir & = 0 erhalten wir die Abbildungsfunktion f, , aus der Gleichung

w__ .,
(T+wp " (L+2)
Allgemein ist f, . = 7f, ,(7z), d.h. w =f, = geniigt der Gleichung

mit ¢ = e

(1. 1)

w . z it ot b
TR R (s

Nun bilden wir die Iterierten von diesen. Sind fy, ..., [, irgendwelche Funktionen
aus der Familie §§,, so moge die Gesamtheit aller solcher durch Iteration zusammen-
gesetzten elementaren beschrinkten Schlitzabbildungen f,(f,(...(f,(2))...) die Familie
& heiBen. Wir werden diese Funktionen auch kurz n-te Elementariterierte bezeichnen.
Der Hauptinhalt unseres ersten Satzes besagt nun, daB diese Funktionen schon aus-
reichen, um jede beschrinkte schlichte Abbildung zu approximieren. Wir beweisen

Satz 1 (Approximationssatz). Fiir jede (normierte) beschrinkte und den Ein-
heitskreis schlicht abbildende Funktion f(z) gibt es eine Folge von Funktionen ¢,
aus ,, welche in jedem Kreis |z| < g, 0 < <1, o beliebig — wir wollen dafiir kurz
sagen: im Innern des Einheitskreises — gleichmifBig gegen die vorgelegte Funktion f(z)
konyvergiert.

Beweis. Alle Funktionen seien im folgenden normiert. Die Funktionen g, = f(g,2)

mit g, =1 — _r%,—’ n=2,..., bilden den Einkeitskreis auf Gebiete ab, welche durchweg

reguliar analytisch berandet sind und mit ihren Randpunkten in |z | <1 liegen, und
konvergieren im Innern gleichmiBig gegen f(z). Daher geniigt es fiir das weitere, das
Gebiet G regulir analytisch berandet und G#) in |z| <1 vorauszusetzen. Denn haben wir
g, (z) durch die Folge Foi(2)y B =1,2,..., approximiert, so konnen wir hieraus eine
geeignete Diagonalfolge finden, welche auch f(z) approximiert. Jede solche Abbildung
aber kann, wie dies Lowner ¢) schon gezeigt hat, durch eine Folge von beschrinkten
Schlitzabbildungen approximiert werden, dergestalt, daB man von einem Punkt P der
Peripherie des Einheitskreises der w-Ebene bis zu einem Randpunkt P* des Gebietes
einen sonst den Rand des Gebietes vermeidenden Jordan-Kurvenschnitt (in |z ]| < 1)
filhrt und dann lings des Randes zu diesem Punkte P* zuriickschneidet. Ist P, eine

) @ bedeute das abgeschlossene Gebiet G.
4) L. V. (8), S.106.
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Punktfolge auf.dem Rande des Gebietes mit P, — P* und zwar so, daB die Punkte P,
beim Aufschneiden des Schlitzes monoton aufeinander folgen, 50 nehmen wir aus dem
Einheitskreis den Schlitz §, von P bis P, heraus; das entstehende Restgebiet G, werde
durch v, (z) normiert auf den Einheitskreis abgebildet. Dann konvergieren aber die
v, (2) nach einem allgemein bekannten Satz von Carathéodory im Innern des Einheits-
kreises gleichm#Big gegen f(z) (und offenbar kann der Schlitz §, dabei als eine beliebig
oft differentiierbare Kurve angenommen werden).

2. Nun koénnen wir aber unseren Beweis rasch zu Ende fiihren, wenn wir folgen-
den Hauptsatz von Lowner ®) zu Hilfe nehmen:

Satz 2 (Lowner). Zu jeder beschrinkten (normierten) Schlitzabbildung

fz) =e(z+--)
lapt sich eine stetige Funktion x(t) mit 0 <t <t, und |%| =1 so finden, daB mit
ithrer Hilfe die Funktion als Integral f(z) = f(z,t,) der Differentialgleichung
o/ (2, 1) 1+ (1)1 (5 1)

(2.1) TR AN w17y
mit der Anfangsbedingung f(z,0) = z durch Integration gewonnen werden kann.

Haben wir nidmlich fiir unsere Funktion f(z), welche den Einheitskreis auf ein
beschrianktes Schlitzgebiet (der oben beschriebenen Art) abbildet, die nach dem Satz
von Lowner existierende stetige Funktion x(t) gefunden, so wihlen wir nun zum Zwecke
der weiteren Approximation eine Treppenfunktion, welche stiickweise konstant ist:

#™(t) = %M (= konst.) fir %étg@j#, A=0,...,n—1,

und zwar so, daB
[ — a®(t)]| <e¢, fir alle 0 =t<t (& —0).

Dann ist aber die Funktion f™(z,1,) =e *(z + - +-), die wir als Losung von (2.1)
(mit der Anfangsbedingung ™ (z, 0) = z) erhalten, wenn wir die Funktion #(t) durch
%™ (t) ersetzen, genau von der Form einer n-ten Elementariterierten aus der Familie §;,,
da fiir jede Funktion aus §§; die Gleichung (2. 1) bei konstantem x(t) besteht und auch
bei der Zusammensetzung der Funktionen die Differentialgleichung (2. 1) erhalten bleibt.
Da aber die Koeffizienten der Entwicklung von f(z) = e=%(z 4 byz% 4 - . -), wie man
bei Lowner ¢) nachliest, durch fortgesetzte Integration aus x(t) schrittweise gewonnen
werden konnen, und, wie man dabei sieht, stetige Funkiionale von »(t) sind, so kénnen
wir fiir jedes m und &* > 0 ein n, = ny(m, ¢*) so finden, dafl

(2.2) [b, — bP| < &* ist fir alle n =ng u < m.

Die Funktionen f™(z,1,) = e ™ (z + 3”22 4 -..) bilden aber im Einheitskreis
eine normale Folge, und es existiert daher zumindest eine im Innern des Einheitskreises
gleichmiBig konvergente Teilfolge £ (z, t,), welche dann wegen (2.2) gegen die Funktion
f(z, t,) konvergiert.

Damit haben wir den Beweis fiir Hauptsatz 1 zu Ende gefiihrt. Es erscheint wiin-
schenswert, Hauptsatz 1 direkt zu beweisen, ohne auf das Ergebnis von Lowner Bezug
zu nehmen. Doch sei im Rahmen dieser Arbeit nicht darauf eingegangen.

8. Iterationsfestigkeit. Um beliebige (nicht notwendig beschrinkte) schlichte
Abbildungen (welche wir wieder normiert annehmen) zu approximieren, erinnern wir

5 L.V. 8), S.117.
¢) L. V. (8), S.118.



66 Peschl, Zur Theorie der schlichien Funktionen.

uns, daB es offenbar wiederum geniigt, analytisch berandete und daher beschrinkte
Gebiete zu approximieren und solche durch eine geeignete Ahnlichkeitstransformation
w* = pw in das Innere des Einheitskreises zu bringen; so haben wir den Satz:

Satz 3. Fiir jede den Einheitskreis schlicht abbildende Funktion f(z) gibt es eine
Folge von Elementariterierten ®™ = 9(”)g(”)(z) mit g™(z) = f,(- .. f(2)) aus der friiher
gekennzeichneten Familie ,,, welche im Innern des Einheitskreises gleichmdfig gegen die
Funktion f(z) konvergieren.

Wollen wir also eine Eigenschaft als allen im Einheitskreis schlichten Funktionen
zukommend erweisen, so reicht dazu nach diesem Satze z. B. hin, zu beweisen:

1. Sie kommt der identischen Abbildung w =z zu. . :

2. Wenn die Eigenschaft einer Funktion F(z) zukommt, dann auch a) der Funktion
¢ F (z) mit beliebigem ¢ > 0, sowie b) der mit einer beliebigen elementaren Schlitz-
abbildung Iterierten F(f, ,(z)) (und zwar geniigt es hier, fiir beliebig kleine Werte
von ¢ den Beweis zu fiihren).

3. Wenn die Eigenschaft allen Funktionen einer im Innern gleichmiBig konvergenten
Folge zukommt, dann auch der Grenzfunktion. (Diese dritte Eigenschaft ist bei
allen - Koeffizientenabschidtzungen trivialerweise von selbst erfiillt.)

Um diesen Satz fiir Koeffizientenabschétzungen auszuwerten, gilt es also vor allem,
Abschétzungen und Ungleichungen zu finden, die die Eigenschaft 2 b) besitzen, die wir
kurz Iterationsfestigkeit nennen wollen.

Als Beispiel hierfiir beweisen wir die fiir jede schlichte Funktion

f(2) =2+ ay2® + agz® + - -
seit langem bekannten Ungleichungen:
lagl =2, Jag—daf|=17).

Dazu geniigt es lediglich, da sie fiir die Abbildung w = z sicher gelten und auch
die Eigenschaft 2 a) erfiillen?), ihre Iterationsfestigkeit zu zeigen.

Wir setzen:

f(o,g)(z) =0z + 5922 + 5328+ --1), a =et.
Dabei ist

s3 =2n(1 —w), s3—s5 = %1 — o2, n = e,

und somit erhalten wir

_ F()‘(‘,’t)(z)) = o(z 4+ A2+ A3z8 4 -+ )
mit den Koeffizienten

Ay =585 + ag00, Ay =5+ 20508, + aza?,
Af — Ay = (s§ — s3) + o?(af — as).
Nehmen wir also nun etwa fiir die Funktion F(z) die Ungleichungen
lagl =2, |af —as| =1
als richtig an, so erhalten wir fiir die Koeffizienten der Iterierten:
[Ag] =|29(1 — &) + @] < 2(1 — &) + |ag| ¢ < 2(1 — &) + 2 = 2,
|43 — Ay] = |1 — o®) + 0¥(a} — ;)| S 1 — o3 o2 =1,

womit alles gezeigt ist.

7) Vgl. L. V. (2), (26), 8), (13) u. a.

%) — in nicht normierter Form ist in den Ungleichungen a, durch % zu ersetzen —
1
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Umgekehrt braucht aber eine fiir jede schlichte Funktion giiltige Abschdtzung
noch keineswegs iterationsfest zu sein. Beispielsweise ist die Ungleichung |a;| < 3 nicht
iterationsfest, d. h. es gibt Funktionen F(z) mit |a3| <3, fiir die die Iteration
F(f5,(2)) =o(z + Ay2® + -+ ) einen Koeffizienten Ay mit |A4,| > 3 liefert. (Die
Funktion F(z) ist dann nicht mehr schlicht.)

Wir werden im folgenden sehen, wie sich unser Satz weiter fruchtbar verwenden
1aBt, um neue Abschitzungen zu erhalten.

II. Das Koeffizientenproblem im allgemeinen.

4. Die Koeffizientenbereiche und die Grundeigenschaft der Iterationskurven. Jeder
in |z| < 1 reguliren Funktion F(z) =z + @22 + - - - ordnen wir im Koeffizientenraum
as, @, . . . einen Punkt zu, dessen Koordinatenfolge (a, ..., @s,...) ist. Und ebenso
wird damit in jedem endlichen Teilraum %#**~2 der Punkt mit den Koordinaten (ag, . . ., @)
der Funktion zugeordnet. Wie sieht nun der genaue Bereich im Koeffizientenraume aus,
der alle und nur solche Punkte in seinem Innern oder auf dem Rande 8) enthilt, welche
einer schlichten Funktion F(z) =z + a42% 4 . - - zugeordnet sind? Genauer: Wir suchen
fiir jedes n = 2 einen (abgeschlossenen) Bereich B! im Raum der Koordinaten (as, . . ., @)
von der Eigenschaft, daB8 erstens fiir jede schlichte Funktion die Koeffizienten a,, . . ., a,

im Bereich 8" liegen und daB es zweitens zu jedem System von (s, . . ., @) aus dem

Bereich B eine Folge @1, @nys, ... derart gibt, daB die Funktion z +,§; @,z im
Einheitskreis regular und schlicht ist. Dann wollen wir also %8{" den genauen n-ten Va-
riabilititsbereich der schlichten Funktion nennen.

Betrachten wir nun die Iteration im Koeffizientenraum etwas genauer. Halten
wir die Zahl 5 = e*® (@ reell) zuniichst einmal fest, wihrend ¢ beliebig positive Werte
durchlaufe. Den iterierten Funktionen

Fy = Ffy,(0) =2+ A4 + - (x =)
entspricht dann bei variablem Parameter ¢t im Koeffizientenraum die Kurve 8)
6,(P) = (45(2), Asft), .. .).
Ihr einer Endpunkt ist P = (ay, a3, . . .), ihr anderer (¢ — o0):
Q= (29,394 4n3 .., ny"1,...), n =e€b
Zunichst stellen wir fest, daB jeder n-te Variabilititsbereich der schlichten Funk-

tionen auch wirklich iterationsfest ist. In der Tat gibt es zu jedem Punkt (a{?,.. ., a)
des Bereichs 8™ eine in |z| < 1 regulire und schlichte Funktion:

) =2+ 2 V7.
Dann ist aber auch die durch Iteration gewonnene Funktion schlicht, und dann liegen
also auch die Koeffizienten AL(2), ..., 4%)(t), t > 0, wieder in diesem Bereich. D.h.

also, fiir diese besonderen Bereiche ist die oben formulierte Eigenschaft 2b), wie auch
1), 2 a) und 3), notwendig erfiillt.

8) Wenn wir im folgenden gelegentlich von einer stetigen Kurve oder von Randpunkten eines Bereiches im
Raum der unendlich vielen Veriinderlichen a,, a,, . . . der Kiirze halber sprechen, so meinen wir damit immer nur
fiir jedes endliche (= 2) die betreffende Projektion dieser Kurve oder dieses Randpunktes in den Teilraum
(a3, - « -, Gy), nur daB dann die Betrachtung fiir jedes n = 2 gilt.



68 Peschl, Zur Theorie der schlichten Funktionen,

b. Umgekehrt konnen wir schlieBen:

Satz 4. Hat ein Bereich im Koeffizientenraum (a,, ..., a,), der den Nullpunkt
enthilt (siche Eigenschaft 1)), die Eigenschaft, daf die von jedem Randpunkt P ausgehende
Kurve €,(P) fiir jedes %, |n| = 1, wenigstens ein Stiick weit nirgends ins Aupere dringt,

so enthdlt er den genauen Koeffizientenbereich B™ der schlichten Funktionen.

DaB man dabei nur noch von-den Randpunkten dieses Bereiches und in diesen
nur noch von einem beliebig kleinen Anfangsstiick der Iterationskurven zu reden braucht,
ist bereits ein wichtiger Schluf. Dies zeigt sich so. Ein solcher Bereich enthilt dann
nidmlich die von jedem inneren oder Randpunkt P ausgehende zugehorige Kurve €, (P)
in ihrer ganzen Ausdehnung (und damit auch deren Endpunkt Q = (27, 372, 4%3,...)
fiir jedes |9} =1, d.h. auch die Kurve (2%, 3%, ...), 0 =< & < 2x). Nehmen wir
némlich an, daB die Kurve §,(P) irgendwo in das AuBere des Bereiches dringe, so kénnen
wir eine Stelle P’ auf ihr finden mit kleinstméglichem Parameterwert ¢/, wo sie fiir
beliebig benachbarte Werte ins AuBere dringt. Nun aber ist die diesem Punkt P’ zu-
geordnete Kurve €,(P') mit demselben u genau das restliche Stiick der Kurve €,(P), die
dem Punkte P zugeordnet war, nur mit der Parameterinderung v =t — ¢’, denn es ist:

(5 1) F(f(o,y)(f(o'g)(z))) =F(f(0_¢'+1)(z)) .

Diese Kurve dringt aber nach Voraussetzung iiber die Randeigenschaft unseres
Bereiches in einer geniigend kleinen Umgebung von P’ sicher nicht ins AuBere, womit
wir einen Widerspruch haben.

6. Die Iterationsrichtungen und notwendige Kriterien. Betrachten wir den Tangenten-
vektor an die Kurve €,(P) im Ausgangspunkt P. Er ist: ((_8_ A2> , (—a— A 3) ) )
ot =0 \OI t=0
Diese Komponenten kénnen wir aber leicht berechnen, es ist (4, = 1):

3 (G40),_ 7 = (& @unon),_ = (F0 +F0F)

= F(z) -—F'(z)z1 /.

=0

1 — 2
Wir erhalten:
y—1
B, = (EA,) = —9)a, —2 3 xa, (a, =1).
ot t=0 %=1
Die Tangente ¥,(P) im Punkte P an die Kurve §,(P) hat dann die Parameterdarstellung
AY =a,+tB, =a,(1 — (v — 1) t) + (v — 1) tb,, y =2,
worin
2
by=— (0 =Daun+ (v =2)asn®+ -+ + 20372 + ")
ist.

(Es ist auch niitzlich, gelegentlich die folgende Kurve zu betrachten, welche den
Punkt (ay, ..., a;) mit (b, ..., bs) verbindet und im Punkte P = (a,,...,a,) dieselbe
Tangentenrichtung wie unsere Kurve €,(P) aufweist:

A =a,e ™ L p(1 — ™), 0<t< )

Als notwendiges Kriterium erhalten wir somit die Bedingung, daB in jedem Rand-
punkt unseres Koeffizientenbereiches jede Richtung des zweidimensionalen (Richtungs-)
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Kegels
f2(P) = (tB,,), t>0, 5= el
ins Innere weist oder hochstens die Randfliche tangiert?).

Y. Die beschrinkten schlichten Funktionen. Sei s(z) = o(z + a92® + +++) eine in
|z] < 1 reguldre Funktion, welche dort schlicht und beschrinkt (d. h. ihrem absoluten
Betrag nach kleiner als 1) ist, und es sei wiederum « reell positiv normiert, also 0 < & < 1.
Alle Punkte («, ay, . . ., @,), zu denen es eine in |z| < 1 regulire schlichte und beschrinkte
Funktion s(z) =«(z 4+ ag2® + -+ -+ apz® + -..) gibt, bilden eine gewisse Punkt-
‘menge By im Raum dieser Koordinaten. Ihre Teilmenge fiir « = const, 0 < & < 1,
ist abgeschlossen; wir wollen diese Teilmenge, im Raum der (a,, .. ., a,) gedeutet, mit
B% (x) bezeichnen. Das Koeffizientenproblem der schlichten beschrinkten Funktionen
besteht in der Bestimmung der 8%, n =2,3,....

Bezeichnen wir die Menge aller Haufungspunkte der 8% (x), n fest, fir « —0 — im

Raum der (ay, . . ., a,) gedeutet — mit B (0), so ist, wie man sofort erkennt,

BRO0)=B", n=2,....

Einen weiteren AufschluB iiber die Lage dieser B{; erhalten wir aus den folgenden

zwei Sitzen.

Satz 6. Zu jeder in |z| <1 reguliren schlichten beschrinkten Funktion
$(z) = a(z + ag2® 4 + - ) gibt es eine (eindeutig bestimmte) in |z2| <1 regulire schlichte
Funktion S(z) =z + Agz% 4 Azz® 4 -+ - so, daB fiir alle |z] <1 gilt:

(7. 1) S(s(2)) = «S(z).

Vorbemerkung. Diese Gleichung ist als Schridersche Funktionalgleichung bekannt.
Wir brauchen iibrigens in diesem Satze « nicht als normiert vorauszusetzen, es sei also
lediglich 0 < || = 1.

Beweis. Ist |a| =1, so ist s(z) = et?z, S(ei%z) = €%S(z), d.h. S(z) =32, und
der Satz trivialerweise richtig. Sei also 0 < |x| <1, dann wei man ), daB es genau
eine in einem gewissen Kreis |z| < g regulire Funktion S(z) =2z + A,z® + 4;52% + -
gibt, welche in |z| < ¢ der Schroderschen Funktionalgleichung s(z) = S~ '(aS (z))
geniigt. (Ihre Koeffizienten A4,, A, ...lassen sich iibrigens rekurrent aus dieser Gleichung
berechnen.) Bilden wir die in |z| < 1 reguliren und schlichten Funktionen:

$,(2) = % s(2), $.(2) = % $1(s(2)) = % s(s(2))y+ .« vy

si(z) = 7.1:-3,,_1 (s(2)), k=2...

so ist nach dem Schwarzschen Lemma |s(z)| < ¢ in [z| < ¢, und daher hat man die
in |z| < o giiltige Darstellung:

si(2) = “—1,‘5—‘ «*S(z)), k=1,2,.

Differenzieren wir nach z, so folgt:

si(2) = SV (6% 8(2)) - 8’ (2).
Hieraus erkennen wir, daB fir jedes z in |z| <p die Folge der Funktionen
si(z), k=1,2,3,..., gegen S’'(z) konvergiert und zwar gleichmiBig in |z]| < ¢’ fiir

%) Vgl. hierzu Nr. 11.
10) L. V. (17a).
Journal ftir Mathematik. Bd. 176, Heft 2, 10
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beliebiges o’ < o. Hieraus folgt, daB die s;(z) in |z| <o’ fiir jedes o’ <o gleichm#Big
gegen die Funktion §(z) konvergieren. Jede in |z| <1 konvergente Teilfolge der
(schlichten) Funktionen s;(z) konvergiert also in jedem Kreis |z| < r mit beliebigem
r < 1 gleichmiBig gegen ein und dieselbe in |z| << 1 regulire und schlichte Funktion S*(z),
welche in |z]| < ¢ mit §(z) tibereinstimmt.

Weil aber die si(2) =2+ +-- in |z] <1 eine normale Familie bilden, so folgt
hieraus: Die Folge siy(z) konvergiert in jedem abgeschlossenen Teilgebiet von |z| <1
gleichmiBig gegen eine in |z| <1 reguldre und schlichte Funktion S*(z), welche in
|z] < o mit §(z) ibereinstimmt und deswegen die Gleichung S*(s(z)) — aS*(z) =0
in |z| < o und damit auch in |z| < 1 erfiillt. Damit ist der Satz 5 bewiesen.

8. Wie wir schon sagten, lassen sich die Koeffizienten von S(z) der Reihe nach
berechnen. Man erhidlt durch Koeffizientenvergleichung aus der Gleichung (7. 1):

a . 20 a%
8.1 =120 b= ataTaua—a
1) A a, n a3a,06(2 + Hx) ado(1 + 5a?)
T T =) =) T U= (L =) (I = &)

usw., allgemein:
Ap = Ap(e, ay, . . ., an).
Damit haben wir den
Satz 6. Bezeichnen wir mit A™(x) den Bereich im Raum der (as, . . ., a,), der durch
die Bedingung
(Ag (e, ag), A&, ay, a3), « - -, An(&, gy - . ., an)) in B
definiert ist, so gilt

B (x) = AM(x) |.

Fir n =2 folgt hiernach aus |4,| =<2, daB |a,| =< 2(1 — &) ist fiir jede in
|z] <1 reguldre beschrinkte schlichte Funktion «(z + a,22 + - -.). Da die elementaren
Schlitzabbildungen hierin fiir jedes « das Gleichheitszeichen liefern, so gilt:

B(x) = A?(x), d. h. der genaue Bereich B ist |ay| < 2(1 — ), ein seit langem
bekanntes, von Pick und Lowner gefundenes Ergebnis. Es ist sehr unwahrscheinlich,
daB die Bereiche B{(x) und A™(x) fiir n> 2, z. B. fiir n = 3, noch iibereinstimmen,
doch bleibt dies vorldufig noch unentschieden.

II1. Zusammenhang mit dem Problem der Koeffizienten einer sternformigen Funktion.

9. Grundeigenschaft gewisser sternformig beschrinkter Funktionen. Die Eigenschaft
(5. 1) ist direkt zu ersehen aus der fiir jede elementare Schlitzabbildung w = fi,0(2)
bestehenden Beziehung:

9.1)

=et z — it
ﬂ+nm* AT 1=¢% dredl

Schreiben wir G, (z) = so ist also f, (2) =G, (¢7'G,(z)) und daher

1+ 2)2’
Toig(ho,0(@) =G (€T"G (G e 76 (2))) =G (€™ "6, (2)) =1, , . (2)-

Die Eigenschaft kommt also, wie man hieraus ersieht, auf jeden Fall solchen Funktionen
zu, welche in der Form

(9.2) gz) =G (¢7'G(2))
darstellbar sind, worin G (z) eine im Einheitskreis reguliare Funktion bedeutet.
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Beniitzen wir zur Iteration eine beliebige schlichte beschrinkte Funktion
s(z) =e (s -+ as® ++++), so wissen wir aus Satz 5, daB s(z) = S“(e"’S(z))
ist mit einer gewissen in |z| < 1 reguldren schlichten Funktion S(z). Soll aber die so
gewonnene Funktion S(z) fiir jedes t> 0 (es wiirde hier geniigen, zu sagen, fiir jedes
geniigend kletne t> 0) eine in |z| <1 regulidre beschrinkie (schlichte) Funktion
s(z) = S—l(e"tS(z)) liefern, so folgt, daB S(z) den Einheitskreis auf ein sternférmiges
Gebiet abbildet, daB also S(z) eine sternfirmige Funktion ist.

Die Funktion s(z) =S '(¢7'S(z)) =e ‘24 «-. ist dann fiir jedes t> O eine .
in |z] <1 (reguldre) sternférmige, beschrénkte und damit immer auch schlichte Funk-
tion 1),

10. Haupteigenschaft des n-ten Variabilititsbereiches der Koeffizienten einer schlichten
Funktion. Es sei S(2) = z -} s52% + - - - eine beliebige im Einheitskreis regulire stern-
formige Funktion. Mit ihrer Hilfe bilden wir fiir eine vorgegebene schlichte Funktion
F (z) =z + byz® + - . - die durch Iteration entstehende und wiederum normierte Funktion:

(10.1) F¥z) = ¢F(S(¢7'S(2))) =2 4 Byz®+ Byz® + -+ -.
Sie ist ebenfalls wieder schlicht und regulir im Einheitskreis. Schreiben wir:
A(z) = S'l(e“‘S(z)) =a(z 4 @+ ), a =€,
mit
ay =sy(1 — &),
(10.2) a; = s5(1 — &?) — 2s§o(1 — &),
ay = s54(1 — o3) — sy830(1 — &) (2 + 5x) — s3x(1 — &) (1 — 5x),

..............................

so erhalten wir z. B.:

B, = ay + by,
(10. 3) B; = a3 + 2byxay + bza?,
B, = a, + 2byoaz + byaj + 3bzata, + byod,
oder:
B, = s3(1 — &) + byox,
B; = s3(1 — a?) — 2s30(1 — &) 4 20by85(1 — &) + &?bs,
allgemein:

B, =@, (50 .. b8 08,)= @,(t; ()5 (5)); &« =et.

(Wir schreiben kurz: (b) = (bg, . . «, ba), () = (S, . - -, Sn)-)
Halten wir die Systeme (b) und (s) fest, so haben wir damit (bei variablem Para-

meter #, 0 <t < o) im n-ten Koeffizientenraum R** eine Kurve G, ((t), welche
den Punkt (b) (fiir ¢ = 0) mit dem Punkt (s) (fiir ¢ = o0, d. h. « = 0) verbindet. Letzteres
siecht man so ein. Es ist

ad;F*m = F¥(z) = F'(S7'(#8(2))) - 7 (8(2)) - 8" (),

11) Verlangt man, da §~1(a~*8(2)), |a| < 1, @ nichtreelle feste Zahl, fiir beliebig kleines ¢ > 0 wieder in
|2] < 1 regulir und beschrinkt ist, so ist S(2) eine spiralférmig abbildende Funktion (vgl. hierzu: L. V. (29), 8.12).
Doch seien diese hier nicht weiter betrachtet. Sie liefern auch fiir unsere spéteren Betrachtungen des Iterations-

prozesses im Endeffekt nichts Neues.
’ 10*
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und dies strebt fiir x -0 gegen 1.1 . S'(z); daher gilt:
F*2)=z+4+-..-->8(z) fir «-0.
11, Stellen wir noch den Tangentenvektor an die Kurve @) ()(t) im Punkte
= (b) auf. Er hat die Komponenten:

(@), = (@ e, (=2 m)
Es ist:

A1) (5B 2= |2 R s@M]_ B =1)

= [F(ST(e7'S)) — F'(§7'(e™'S)) ST (e7'S) 7S],
S(z)

= F(z) — F’'(z) 50"

% = 2z(1 + 220,2"1), so ist

® d © n—1
.2 ¥ (% B,,)t=0 » = Zz"(-— (=15, =2 3o, a',,+1_,) (b, = 1)
= 2%(— by — 20,) + 23(— 2b; — 4by0, — 20,)
‘l" 24(_ 3b4 - 6b362 - 4b20'3 - 20’4) + A

Setzen wir

Damit haben wir:

Satz 7. Fiir den genauen Variabilititsbereich B\ gilt: Mit jedem Punkt P in ihm
gehort auch die von thm ausgehende Kurve Cpy y(t) in threr Gesamtausdehnung dazu,
sofern der Punkt (s) = (sy, . . ., Sx) Sich im genauen n-ten Variabilititsbereich der Koeffi-
zienten der im Einheitskreis reguliren und sternférmigen Funktionen befindet. Der
Richtungsvektor (&, .. ., &,) mit

x—1
—(k—1) b — 2”51' b, Oui1—y

weist in keinem Randpunkt von 8" ins Aupere.

Dabei miissen wir noch néher erkliren, was es heifle, daB eine Richtung in einem
Randpunkt ins AuBere weist. Zwar sehen wir leicht aus der eben erwihnten Eigenschaft,
daB von jedem Punkt des abgeschlossenen Bereiches B\ ein Biindel von Kurven zu
gewissen Punkten im Inneren fiihrt, daB der Rand unseres Bereiches in der Umgebung
jedes Randpunktes aus einem (27 — 3)-dimensionalen Jordanschen Fliachenstiick besteht.
Da8 dieses aber in jedem Punkte (der nicht auf der Normkurve liegt) stetig differentiierbar
ist, wissen wir noch nicht. Daher wollen wir sagen, eine Halbgerade vom Randpunkt P
aus bestimme eine innere bzw. dufere Richtung fiir die Randfliche in P, wenn es eine
Richtungsumgebung fiir sie so gibt, daB die zugehorigen Halbgeraden von P aus in einer
gewissen Vollumgebung nur innere bzw. duBere Punkte enthalten. Eine Richtung, welche
zwar selbst nicht innere bzw. duBere Richtung fiir die Randfliche in P ist, jedoch noch
Héaufungsrichtung von solchen ist, nennen wir eine von innen bzw. auflen tangierende

Richtung.

Jeder Richtungsvektor (&,,...,&,) der obigen Form weist also in diesem Sinne
ins Innere oder tangiert hichstens von innen.

Dabei berechnen sich die ¢;, j=2,...,n, aus den s,, . ..,s,. Die & hingen dann
also nicht mehr linear von den s,, . . ., s; ab. Wir wollen durch eine Transformation des

Koordinatenraumes diese Richtungsvektoren der Iterationskurven in ihren Komponenten
linearisieren, d. h. einen solchen Koordinatenraum finden, in dem die betreffenden &,
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bilineare Funktionen der neuen Koordinaten des Anfangs- und des Endpunktes der
Iterationskurven sind. Der neue Raum R wird uns fiir unser Problem eine gewisse Sym-
metrie liefern, welche fiir die weiteren Untersuchungen von Wert sein diirfte. Die Formel
(11. 1) wird uns dabei einen Fingerzeig geben.

Bevor wir uns der weiteren Untersuchung der iterationsfesten Bereiche widmen,
wollen wir kurz auf die sternformigen Funktionen eingehen.

12. Kennzeichnung der genauen Koeffizientenbereiche der im Einheitskreis reguldren
und sternformigen Funktionen. Fiir jede im Einheitskreis regulire sternformige Funktion

’

SE)=2+ 522+« .. gilt: R f—; > 01in |z] <1. Es erweist sich im folgenden besonders
zweckmiBig, fir die nahere Untersuchung der Koeffizientenbereiche zu einem anderen
Koordinatenraum ® iiberzugehen. Wir wollen hinfort fiir irgendeine in |z| < 1 reguléire
Funktion f(z) =z + by2% + - - - mit f'(z) == 0 in |z| < 1, die Funktion

?](7 =z+ 275,‘:/3”2’

bilden und daraus jeweils den zugeordneten Punkt im Koordinatenraum &

(B) = (Bsy B3y - -+, Bn) fiir alle n

entnehmen. Die neuen Koordinaten stehen mit den alten in den Beziehungen:

b
ﬂ2 = - *22 ’
Bs = — bs + b%a
1
(12.1) By =+ D) (— 3by + Tbyby — 4b3),

s = - (— by + 10b3b, — 20b3b, + 603 + 869),

...........................................

Diese Beziehung ist im folgenden Sinn eindeutig umkehrbar: Erstens lassen sich aus
den B,, . .., B, . . . wieder eindeutig die b,, b;, . . . berechnen:

b =—2ﬁ ’
(12.2) by — 483 — B,

............

und zweitens ist fiir jede in |z| < 1 reguldre und dort nirgends verschwindende Funktion
D(z) =1+ 2(Byz + faz® + - - )
die Funktion
f1—0
W dz
F = ze® =z+bzzz+...,
wie man sofort erkennt, in |z| < 1 regulir, dort von nicht verschwindender Ableitung
und erfiillt die Beziehung
F
7 =0.z =23+ 2(fs2%+ «--).
Entsprechend haben wir also auch (es ist ja §' 4= 0 in |z] <1):

@
;=2 -+ 2ﬂ5270,z’,

(12. 3) oy , O3 =—S3+ s%, ... (analog zu (12. 1)).

i
|

oy “
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18

Nun ist aber bekannt 12), daB fiir die Funktion 255"

’

ja nach dem eben Erwihnten ebenfalls wie R %_z im Innern des Einheitskreises positiv

ist, im n-ten Koeffizientenraum "% der Punkt mit den Koordinaten (0, -+ O0)

+ 2 a,2-1, deren Realteil

im kleinsten konvexen Bereich By gelegen ist, der die Normkurve
(12. 4) o, =€, 03 =e¥, ... 0, =enDi®
enthilt.

Umgekehrt ist die Funktion S, = in |z] <1 sternférmig.

T 1

Fiir sie gilt
15 1 >
25z "3 T £1%
AuBerdem ist mit je p vorgegebenen Funktionen
SI(Z)=Z+'°’7 oo Z,(g;):z_{... .

welche in |z] <1 regulir und sternférmig sind, auch die Funktion S*(z) =z 4 ...
regular und sternformig, fiir welche die Beziehung besteht:

(12' 5) ¢(Z) = S*I 2)'] SI

mit beliebigen ;, fiir welche 12,, Ai=1, 2,20, firalle 1 <;j < p gilt. Denn erstens ist

®(z) =1+ p¥z2+-.-5401in |z]| <1, und daher erhalten wir der Reihe nach als
simtlich in |z| <1 regulire Funktionen
S*(z) -z 1

@) 1T BEat-

- =1 — ﬂ;‘z+ -
und mit ihr auch

S*!
( Siz(l)z 1)—:-=~ﬂ§+?z+- g

05 = f g Yo = [ (5 - 2) o= - [ 15

und schlieBlich

fl—o

dz
5>
S* = z¢0

Andererseits ist
S*
S*'z
Eine solche Funktion ist aber dann auch im Einheitskreis schlicht und sternformig.

Da sich aber nun13) fiir jeden Punkt P, im Innern und auf dem Rande von

8% n Punkte auf der Normkurve P¥ = (%, ¥, ...) und dazu gehérige Gewichte

5; .
R e ZMRS,>O in |z] <1.

1) L. V. (6).
1) L. V. (6), S.1L
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4; 20, Z2; =1, so angeben lassen, daB P, Schwerpunkt dieser auf die n Punkte ver-
teilten Massen ist, so erkennen wir, daB es zu jedem Punkt (y, . . ., 0,) im Innern oder

auf dem Rande von %8y’ eine Funktion S(z)=2z+ ... gibt, welche im Einheitskreis
reguldr, schlicht und sternformig ist und deren Entwicklung in z=0 so beginnt:

§(2) =2+ 552 + 5328 + - -+ mit § =Z+2§“vz",

Sl
d. h. aber, die konvexe Hiille 8% von (12.4) ist der genaue n-te Variabilitdtsbereich
fir die im Einheitskreis reguliren und sternfsrmigen Funktionen.
Es ist 8% durch die Ungleichungen gegeben:
log| <1 fir » =2,
(12.6) log —d3| =1 —[o*  fiir » =3,
|04 (1 — |03 [2) — 20405 + 0% + G303] < (1 — |0y2)® — |0y — o3 fir v =4,
allgemein (fir » = n) 14):
|1 a3+ oy,
T 1o on

...............

oder im urspriinglichen Koordinatenraum:
[8y] =2, |3s3 — 4sg| < 4 — |s5,]2, usw.
13. Sei nun By’ irgendein iterationsfester Bereich in R 2. Wir gehen zu
den Koordinaten des Raumes % iiber. In diesem schreibt sich die Iteration wie folgt:

F* — - n—1 F — - n—1 _‘S__ p— - n—1
m—1+2éan 1 Frz—l"‘zng;ﬂnz ’ S’z_1+2n;;a”z ’
Xy = By 4 0y(1 — &),
(13.1) X3 = B30 + o5(1 — o),
Xy = ao® — 28305031 — &) + Poo30(1 — &) 4 04(1 — &¥),

------------------------------

allgemein
X, =Xt (8), (@); a=et (B)=(Bar-+ By (9) =(0g...0,).
Im $** % verbindet die Kurve
(13.2) Co@(t) = (Xalt), - - 5 Xa(t))

den Punkt (8) (¢t = 0) mit (o) (! = o). Wie man sieht, ist sie eine Kurve von héchstens
n-ter Ordnung — man betrachte dazu den Parameter « — und im allgemeinen auch von
genau n-ter Ordnung, und liegt jeweils sicher in einem (27 — 4)-dimensionalen ebenen
Teilraum. Thre Ordnung kann sich allerdings auch erniedrigen. (Beispiel: n = 3,
(8) = (1,1), (¢) = (1, — 1).) Berechnen wir den Tangentenvektor der Kurve € 5(?)
im Punkte P = (B). Seine j-te Komponente ist

oP) = (§ %) _.

) L.V, (6), 8. 174
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. . F* F
Wir finden fiir O* = Fwn 0] =7

4 oxz =4 Flo) _(F _
(13.3) '(Tt‘d) (Z)—EZF,(qj)(p,_(F,) q)ldt¢ FI(pIg dt‘P .

Fir ¢(z) = S~ («S), « = ¢, ist aber

(13. 4) %’tz = —87(S) e_‘LS;, (‘fi——f)tﬂ = _SE”
(fl_f =¢' = S_ll(ocS)sz',
4 o = — (@) ar'S — 57V(aS) a8,
(13. 5) (& tp')t=o — _ SV(8)S S — V(S S
wegen der Beziehungen S7(S) =z, S~V(8)8’ =1, — V() 8" =%,7, folgt:

Daher erhalten wir:
- (d d FYS§S F(SY
as.7 2 (@ x0),_7 = (Gore) = (7 s +p(s)
oder
Z(% X”(t))t=o 2" = — [(Bs — 02) 22 + 2(Bs — 035)2® + 3(By — 04 + 2B50, — 204f,) 2*

+ 4(Bs — 05 + Paoy — Baog)Z® + - -
n—1
+ ((n - 1) (ﬂn - an) + 21,5’2' (2” —n— 1) ﬂvan+1—v)) LA R ']7
hieraus:
d n_l .
(13.8) o, = (?ft‘ Xn(t))t_‘]: — [(» — 1) (Bn — 0a) + 2£2 2y — n — 1) B,0n41].
14, Vorbereitung des Hauptsatzes 10. Hieraus erkennt man (wegen der Linearitit
des Ausdruckes w, in den o;), daB das Richtungsbiischel 8(8) = (w;(8)) der von dem
einen Punkt (8) ausgehenden Kurven €, (,(t), wenn (o) beliebig im Bereich B variiert,
das kleinste konvexe Richtungsbiischel ist, das den bereits frither erwiihnten zweidimen-
sionalen Richtungskegel ®2(P) umfaBt. Wir erhalten also als notwendiges Kriterium
fiir einen iterationsfesten Bereich, wenn wir uns der Erklirungen auf S.72 erinnern:
Satz 8. In jedem Randpunkt P = (B) eines iterationsfesten Bereiches weist keine
Richtung des (2n — 3)-dimensionalen Richtungskegels §*"~*(P), der das Richtungs-
vollbiischel B(P) berandet, ins Aupere des Bereiches.
Auf der anderen Seite haben wir das hinreichende Kriterium:
Satz 9. Es habe ein Bereich im R*"* die Eigenschaft, daB in jedem Randpunkt
P = (B) alle von ikm ausgehenden Kurven (13. 1) X,- = X,(t; (B), (0)), die auf dem Rande
des von (B) zu allen Punkten von B hinfiikrenden Kurvenbiischels liegen 15), nirgends in

18) d. h. also alle ,, 8™ von (8) umhiillenden** Iterationskurven.
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einer gewissen Umgebung ins AuBere dringen. Dann ist der Bereich iterationsfest und
enthdlt den Bereich B." der schlichten Funktionen.

In der Tat sind némlich dann insbesondere die Kurven QS,,( P), die von P ausge‘hen,
fiir jedes n = ei® in einer gewissen Umgebung ebenfalls im Innern oder hochstens
auf dem Rande gelegen, weil sie ja auch unter den Kurven €, () vorkommen und
all diese von den im Satz angegebenen umhiillt- werden. Damit ist aber auch dieses
hinreichende Kriterium bewiesen. :

Im ubrlgen sehen wir genau wie friiher au£ direktem Wege (obwohl wir hler
nicht mehr eigens notig haben, es direkt herzuleiten): auch keine Kurve €4 (0)(t)
dringt irgendwo in ihrem Gesamtoerlauf ins AuBere des Bereiches, wenn nur ihr An-
fangspunkt nicht im AuBeren liegt. Dies folgt wieder genau so aus der fiir die Funktion
8o, %) = S7'(e™*S(z)) bestehenden funktlonalen Beziehung:

(14 1) ) g(a), t,(g(a),t,(z)) = g(q)’t‘+[!(z) s

15. Der Hauptsatz 10. Nun mogen irgend zwei Bereiche im $*~* der Koordinaten
(Bgs -+ -, B,) vorgegeben sein, welche die eben in Satz 9 erwihnte Eigenschaft haben,
daB die von jedem Randpunkt ausgehende Kurve G4, () bei beliebig im Bereich 8%’
variierendem Endpunkt (o) in einer gewissen Umgebung wenigstens nirgends ins AuBere
dringt, dann kommt diese Eigenschaft auch dem Durchschnitisbereich der beiden Bereiche
zu. Wir konnen dies ebenso fiir beliebig endlich oder abzéhlbar unendlich viele Bereiche
aussprechen und erhalten so das Ergebnis:

Satz 10 (Haupteigenschaft des Bereiches B{"). Der genaue n-te Variabilitits-
bereich B der Koeffizienten der im Einheitskreis reguliren und schlichten Funktionen
ist der kleinste den Bereich B enthaltende Bereich mit der Randeigenschaft, daf kein
beliebig kleines Anfangskurvenstiick des jedem Randpunkt P zugeordneten Kurvenbiischels
Cs), (0)(2) mit beliebig variierendem Endpunkt (o) < B% ins Aupere dringt.

Ubrigens bleibt Satz 10 richtig, wenn wir nur das Kurvenbiischel ), () mit
beliebig auf der Normkurye variierendem Endpunkt (o) verwenden (d. h. in ihm ,,(o)< B
durch die Worte ,,(¢) auf der Normkurve‘‘ ersetzen).

Wir konnen sogar sagen:

Satz 11. Zu jedem Randpunkt P(B) von By gibt es sogar eine Kurve G, )?)
mit einem gewissen Endpunkt (o) in B und eine Randpunktfolge P, ~ P, so daf gewisse
jeweils in P, von innen tangierende Richtungsvektoren B, des Randes gegen die Tangente
der Kurve €, (5(t) in P konvergieren.

Wir bemerken, daB auch Satz 11 richtig bleibt, wenn wir an Stelle von ,,(¢) in B
die Forderung setzen: ,,(o) auf der Normkurve“ Der nachfolgende Beweis gilt hierfiir
namlich ganz genau so.

Beweis. Es geniigt, den Beweis fiir einen Randpunkt zu fiihren, der nicht auf der
Normkurve liegt, weil sich ja auch gegen die Punkte der Normkurve solche Randpunkte
héufen. Gibe es aber fiir einen Randpunkt P von B{”, der nicht auf der Normkurve
liegt, eine Vollumgebung U(P) von der Art, daB fiir keine Folge von Randpunkten P,
aus ihr, welche gegen einen Randpunkt Q aus U(P) konvergiert der Fall eintritt, da8
zu P, gehorende von innen tangierende Richtungen gegen einen Vektor 8¢ konvergieren,
der unserem dem Punkte Q zugeordneten Rlchtungsbundel angehort, dann konnten wir
unsere Randfliche, soweit sie in U liegt, so durch eine stetig differentiierbare Deformation

des ganzen Raumstiickes abandern, daB der neue begrenzte Bereich auch noch iterations-
Journal filr Mathematik. Bd, 176. Heft 2. 1
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fest und zugleich ein echter Teilbereich von B{™ ist, d. h. also 8{” wiire dann nicht der
kleinste derartige Bereich. (Es geniigt, hierbei die stetige Zuordnung des Richtungs-
biindels zu jedem Randpunkt zu beachten.) Daher gibt es in jeder Umgebung U von
P wenigstens eine solche Folge P, mit der obigen Eigenschaft, und damit haben wir
Satz 11 bewiesen.

16. Zusammenfassung. Wir haben also jedem im AuBeren von %BY gelegenen
Punkt (B8) einen (2rn — 3)-dimensionalen Richtungskegel zugeordnet, den wir daraus
erhalten, daB wir alle moglichen Kurven G4, (f) zu den Randpunkten von B hin-
ziehen und von diesen ihnen in P zukommenden Tangentenrichtungen wiederum ledig-
lich den berandenden Richtungskegel beniitzen.

Unser abgeschlossener genauer Variabilititsbereich B™ ist also von der Art, daB

1. 8% und insbesondere die Normkurve

(e, e20, ., ., en—1i%) 0 < 9 <2n
in ihm enthalten ist,

2. fiir jeden Randpunkt P eine Folge von Randpunkten P, -~ P und zugehérigen
in P von innen tangierenden Richtungsvektoren %, so existiert, daB a) die B, gegen
eine Richtung B aus dem zugeordneten Richtungskegel konvergieren und b) dabei die
Kurven €, (?) [(¢) beliebig in BY] in einer Umgebung nirgends ins AuBere dringen,

3. kein kleinerer Bereich mit den Eigenschaften 1 und 2 existiert.

Diese Kennzeichnung bedeutet fiir jeden stetig differentiierbaren Teil des Randes
pon B, daB er einer gewissen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung geniigt.

19, Die Differentialgleichung fiir einen beliebigen differentiierbaren Teil des Randes
von B". Die Aufstellung der Differentialgleichung, der jeder stetig differentiierbare
Teil der Berandungsfliche des genauen Variabilititsbereiches B{" gentigen mu8, ist ein
Eliminationsproblem.

Wir betrachten im folgenden auf der (2n — 3)-dimensionalen Berandungsfliche
des (2n — 2)-dimensionalen Bereiches B{® nur solche Flichenteile, d. h. (2n — 3)-
dimensionale Bereiche unserer Fliche, in denen eine eindeutige ((2» — 3)-dimensionale)
Tangentialhyperebene I(P) existiert und stetig ist, schlieBen also inshesondere Kanten-
punkte aus. Wir wissen, daB die Tangentialhyperebene $(P) in einem solchen Punkte P
wenigstens eine Kurve €, o)(¢) berithrt, worin (¢) auf der Normkurve (g, = ei¢—1)?)
gelegen ist, und alle Richtungen aus dieser einparametrigen Schar von Kurven ((¢) be-
liebig auf der Normkurve) ganz auf einer Seite 148t 19).

Wenn F (8,, B, - - - B, B,) =0 die Gleichung des Randes von %" sei, so setzen
wir speziell:

(17. 1) o = eik—1)0 — ﬂk_l; aFn . BF,,

l;(ﬂ) =—(j—1) B, + 2:;: (— 2v + j + 1)B, ei—r8  (j — 1) eli—io,

Unsere Randfliche geniigt dann in jedem Punkte des betrachteten Flachenteiles der
partiellen Differentialgleichung

DRy -+ oy D3 Tps + -+ 4,3 (B3 (B)) =0,

16) Um dies zu erschlieBen, hitten wir natiirlich die Uberlegungen, welche zu den Nachséitzen von Satz 10und 11
fithren, auch direkt an Nr. 7 anschlieBen kénnen.

=qj=1_)i';
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welche man aus den beiden folgenden Gleichungen durch Elimination von & erhilt:

2 (4(8)p; +24(P)g) =0,
(17.2) =

2: ((% 2 '9))p,~ + (d—d,; ’1;("))‘1,) =0, X4(d) aus (17.1).

18, Allerdings kann man diese Differentialgleichung um eine reelle Dimension
noch erniedrigen, wenn man bedenkt, daB unser Bereich 8{ und damit auch seine Rand-
fliche die folgende einparametrige Gruppe von Transformationen in sich gestattet:

Ty = €902, ..., T, = e—1)i0g,

So kénnen wir z. B. fir 8 uns darauf beschrinken, den Durchschnitt des Bereiches
mit B, = 0 zu bestimmen. Setzen wir hier zur Abkiirzung:

z=|fs|, y+iz =ﬂs%:, y, z reell,
so sei der Rand des Bereiches 8% in der Form
- f(w, y) -é 2 é f(x’ y)

gegeben. (Die Symmetrie in bezug auf z = 0 folgt daraus, daB mit f(z) = ‘gj b,z> auch

die Funktion 1200 b, 2z’ schlicht ist.) Dabei sei (x, ) im genauen Bereich der reellen Ko-

effizienten (B,, B;) einer beliebigen schlichten Funktion gelegen 1’). Dann miissen die
Vektoren 18)

n=(1002), n=(001Z), &n-02-22)

zusammen mit dem Vektor r, = (cos & — z, sin &, 2(cos 28 — y), 2(sin 24 — f))
ebenso wie zusammen mit dem Vektor gz = (— sin @, cos #, — 4 sin 24, 4 cos 24)
linear abhingig sein, d. h. also je eine verschwindende Determinante besitzen. Dies
ergibt die beiden Gleichungen:

2(y + ffy) sin & + xf, cos & — 22 sin 249 + 2zf, cos 29 + x(2f — 2yf” —uaf,) =0
2(y + ff,) cos & — af sin & — bz cos 29 — 4af, sin29 = 0;

hieraus ist ¢ zu eliminieren.

(18.1)

IV. Methode der infinitesimalen mehrfachen Schlitze.
19. Mehrfache Radialschlitze. Zunichst die Frage: Welche sternférmigen Abbil-
dungen gehéren zu einem Punkte (¢) auf dem Rande des Bereiches BP?

Zu jedem Randpunkt (o) auf B gibt es p (1 < p < n — 1) Punkte auf der Norm-
kurve mit den Parameterwerten #,, . . ., #, und dazugehérige positive Gewichte 4,, .. ., 4,
so, daB

V.4 y . .
Fi=1, o =Fnoom (=2 um)
ist. Wir wollen die verschiedenen Fille von p in der einen Formel zusammenfassen
n—1 .
o= Ar (1, =)

17) Siehe Nr. 28.

18) Wir schreiben die reellen Komponenten: (R8,, 38, R8s, IBs)- ”
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v —1
und lassen dabei 4 =0 zu, nZ' A =1. Die 4 und 7, sind eindeutig durch (¢) be-

stimmt 19).
Dann gilt fiir die zugehorige Abblldungsfunktlon f(2):

(19.1) ~,_.z2/1,1_nz.

Geht man zum Koeffizientenraum von r iiber, so sind darin die Bereiche [ 8] ebenfalls

/

konvex ), und unserem Randpunkt (o) entspricht dort ein gewisser Randpunkt (7)
von [B%’]. Daher gibt es auch 2(n — 1) 2!) Zahlen

(, =¢e%, u, =0, Zu, =1, v=1,..,n—1,
sodaf
fl _ 1 n—1 1__ C”z
(19.2) F=s e
ist. Hieraus erhilt man aber
_q_ﬁ;i__ &
(logz i Y pry
log—ﬁ— = —2Zu log (1 4 z2)
oder
(19. 3) e ®

I (14, z)z"v

worin im Nenner bei jedem Faktor derjenige Funktionszweig genommen sei, der fiir
z =0 den Wert 1 hat. _

Ganz entsprechend unseren friiheren Uberlegungen folgt, daB f(z) im Einheitskreis
reguldr, schlicht und sternformig ist. Aus der Entwicklung von f(z) in den Punkten
z = — [, folgert man, daB das Bildgebiet dadurch entsteht, daB man die Ebene lings p
radialer geradliniger Schlitze vom Unendlichen her aufschneidet. Je zwei benachbarte
Radialschlitze bilden untereinander die Winkel 24,7, ihre Endpunkte im Endlichen
liegen in

f (— 77 )= i i .
moa-—c¢q)"

_ 20 Infinitesimale gegabelte Schlitzabbildungen. Wir bilden aus der Funktion f(z)
(von 19.3) die beschrinkte sternférmige Abbildung:

(20. 1) ¢ =), t>0;
dann ist
de\ nl o4z
Gﬂwfff——z L gyt

) L.V. (6), §.11.
20) und zwar ist [8"] der kleinste konvexe Bereich, der die Normkurve (¢'%, ... ., "1 enthilt.
21) wiederum eindeutig bestimmte (siche FuBnote 1)), '
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und damit fiir eine beschrinkte schlichte normierte Abbildung w = F(z):

n—1 1
(20. 2) (d (F(z)) 0=—w211i32
v=1

Sei 3, ein Gabelschlitz, der von der Peripherie des Einheitskreises aus ins Innere
ragt und den Nullpunkt vermeidet, d. h. ein (abgesehen vom einen Endpunkt) in |z]| <1
gelegener zusammenhéngender endlicher topologischer (Kurven-)

Komplex (= Gesamtheit von endlich vielen Jordankurvenstiicken,
welche hochstens gewisse Endpunkte gemeinsam haben), der 1. ein
topologischer Baum ist (d. h. also, es soll nicht moglich sein, aus
gewissen von den Jordankurvenstiicken eine geschlossene Jordan-
kurve zu bilden) und 2. genau einen Punkt auf |z| =1, da-
gegen nicht den Nullpunkt enthalt. AuBlerdem mogen genau p
freie Endpunkte im Innern des Einheitskreises vorhanden sein.
Dann wollen wir 3, einen p-fachen Gabelschlitz nennen, p = 1. Fig. 1.
Nehmen wir aus dem Einheitskreis |w| <1 die gegabelten Schlitze R AR

heraus, welche miteinander punktfremd sind, abgesehen evtl. von ihren Endpunkten
auf |w| =1, und welche den Nullpunkt vermeiden, so heifle ein solches Gebiet ein be-
schrinktes p-faches Gabelschlitzgebiet, wenn p, + p, + -+ 4 p, = p ist.

21, Nach diesen Erklirungen koénnen wir nun aber in Hinblick auf (20.2) genau
die gleichen Uberlegungen anstellen, wie Léwner es in seiner Arbeit fiir die (gewohnlichen)
in unserem Sinne 1-fachen beschrinkten Schlitzgebiete tut. Weil die Beweisfiihrung voll-
kommen gleich lauft, begniigen wir uns mit dem Resultat. Wir erhalten auf diese Weise den

Satz 12, Fiir jedes beschrinkte p-fache Schlitzgebiet gibt es 2p stetige reellwertige

Funktionen 9,(t), A(t) =0, 0 <t <ty »=1,...,p, mit g” A(t) =1, sodaB die zuge-
hdrige normierte Abbildungsfunktion w = @(2) durch Integration der Differentialgleichung

P 1+ (7t
QL1 - <p(z, )= — ol 3 Ay Zz(;t;

und den Anfangsbedingungen @(z,0) =2z als Liésung @(z,t) = ¢(2) =ehH(z + -+ ")
gewonnen werden kann.

Wir haben damit eine Verallgemeinerung der Lownerschen Differentialgleichung 22)
erhalten. Umgekehrt gilt auch hier:

Satz 13. Jede Losung von (21. 1) liefert bei beliebigen stetigen oder hichstens endlich
oft unstetigen Funktionen 9,(t), A(t) =0, 0 =t < ¢, %p' A =1, eine tm Einheitskreis
regulire und schlichte beschrinkte Abbildung (0 < t,).

Dies schlieBt man nach demselben Verfahren, das wir schon einmal anwandten 23):
Erstens ist jede Losung von (21. 1), sofern die Funktionen 1, #, im Intervall 0 <t < ¢,
stiickweisé konstant sind (bei Aufteilung auf endlich viele, etwa ¢, Teilintervalle) eine

schlichte Abbildung von der Form ¢ (... ¢ q(z)) worin ¢,, ..., ¢, elementare p-fache
beschriinkte Schlitzabbildungen von der Form (19. 1) sind 2¢). Und zweitens 148t sich

mit 7, = €00

) V. (8), S.117. %) Slehe Nr.2.
) Denn fiir p=f"1("f) lst — Y et und
1 _ Yy 1 ” 1_"'" (W)
ey =2 176 f’(r_‘(u))' = o T T
¢ p 14179
nach (19.1), und hieraus (u = e~ f(2)): -——= — @ 2’ Spmryt
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wiederum jede Losung von (21.1) mit solchen ebengenannten approximieren, wobei
wir lediglich zu bedenken haben einerseits, daB (wie aus der koeffizientenweisen Inte-
gration der Differentialgleichung folgt) die Koeffizienten dabei konvergieren, und
andererseits, daB wir eine normale Folge (mit ¢’(0) = e—* = const. fiir alle Funktionen
der Folge) vor uns haben. Dann folgt bekanntlich aus der Schlichtheit der Funktionen
der Folge auch diejenige fiir die Grenzfunktion.

22. Integration der verallgemeinerten Differentialgleichung. Fiir die Integration
der Differentialgleichung geht man besser von einer anderen aus ). Wir bilden fiir unsere
Funktionen %) ¢(z, t), welche Losungen von (21.1) bei variablem ¢ (jedoch denselben
Funktionen 4, %) sind:

(22.1) 8z 1) = p(97(z 1), 1)) -
Es ist
0 0 Op—i(z, ¢t
a_f = u ‘P(‘P—l(z’ t), to) M Laiz’ ) y U= 1(z1),
und
aq’_l(za t) - a‘P—l(z’ t) . a‘P(”? t)
o 0z o’
somit
0 0 z,t) Op(u,t
é_f au (p((p*—l(z’ t)’ to) (p i . ) <P(at’ ) .
D. h. die durch (22.1) bestimmte Funktion g(z,¢) geniigt der Differentialgleichung:
1+ ’7 z
(22.2) atg(z, 1) =7 g(z, t) .z 2&1

mit der Anfangsbedingung g(z, t,) = 2, g(z, 0) = ¢(z, t,)- <p(z, t) wie auch die Funktionen
g(z,t) liefern eine beschrinkte ¢-fache Gabelschlitzabbildung, mit ¢ < p.
23. Wir fiihren die Funktionen

Fz) =%, 61 =%
(2) P (z,t) P

ein und erhalten:

? __1 (o) o ()
23. 1) S F( 1 - T+ ¢,(7(7p—)) .
Dabei ist fiir die Funktion f(z)
(23. 2) ff((z)) A(z) —z21,1+ Ll

Hingegen geniigt die Funktion G (z, t), wie man ebenso lelcht sofort aus (22. 2) folgert,
der bemerkenswerten Gleichung:

1+ n,

0 0
(23. 3) 50 1) =4(2) - 56z, 1) —G(s,1) - - A(z), A(z) = zZ' A p—
Von ihr wollen wir fiir die Integration unserer Differentialgleichung ausgehen. Es sei

G(z,1) = z(i + 2§y,z’—1>, A(z) = z(l +2 2Emcc,z’*‘), 2}. Nt

#5) Ahnlich wie in L. V. (8), §. 117,
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gesetzt. Dann erhalten wir, wenn wir die Koeffizienten in (23. 3) links und rechts ver-
gleichen:

d
m)’s=‘}’z_0‘z’

d
dat Y3 = 2(ys — o),

(23. 4) d
a Y4 = 3(Ys — ®g) + 2(xgys — *3%3),

........................................

d n—1
Et—‘y"= (n - 1) (yn - 06“)—|— 2‘22‘ (27’ —n— 1)yvan+l—y .

Wir verzichten darauf, die allgemeine Integration, die durch schrittweise Quadraturen
zu erreichen ist, auszufithren und hinzuschreiben und begniigen uns mit den ersten
Koeffizienten. Es folgt:

t
ya(t) = — e‘f eTxydr,
t
t
(23.5)  pa(t) = — 20* [ eFay do,
. ¢ t t
ya(t) = ¥ [— 3fedaydr — 2 [e2ny(7y) [ e Mag( 7)) dry d7y
t ty Ty

¢ t
+ 4 [emay(ny) [e2ag(7y) dtldtS] )
ty Ty

ﬁn = y,,(o) M
24. Wir vermerken noch folgenden

Satz 14. Ist in demselben Intervall 0 <t < t, eine Folge von Systemen von stetigen
oder stiickweise stetigen reellen Funktionen (mit hichstens endlich vielen Unstetigkeits-
stellen) gegeben:

800, W) =0; k=2...,n, 20 =1, v=1,..,
die im gesamten Intervall 0 < t < t, gleichmdPig gegen ein System von stetigen oder stiick-
weise stetigen Funktionen (mit hichstens endlich vielen Unstetigkeitsstellen)
De(t), A(2) k=2...,n)
konvergiert, so konvergiert wenigstens eine Teilfolge der Losungen @, (2, ) der zugehdrigen

Differentialgleichung gegen eine im Einheitskreis regulire und schlichte Funktion @(z,%,),
welche Losung der zu 94(t), A(t) gehorigen Differentialgleichung (21.1) ist.

Dies folgt aus den beiden bereits erwéhnten Tatsachen, daB

1. die Koeffizienten nacheinander durch Quadraturen erhéltlich sind und der
Reihe nach sémtlich konvergieren,

2. die Funktionen jeweils schlicht sind und eine Ableitung cp(',)(O) = ¢~ = const.
haben; daher ist die Folge normal und ihre Grenzfunktion wieder schlicht.

V. Der Bereich B,
95. Der reelle Variabilititsbereich. Wie wir schon einmal bemerkten, ist mit der
Funktion f(z) = Za,z auch die Funktion f*(z) =2,z im Einheitskreise schlicht
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[denn wire etwa 54,21 = 3a,2; fiir 2, % 2,, 2], [25] <1, so wiire auch Za,7 = Za,%;
entgegen der Voraussetzung]. Dies bedeutet fiir den Bereich B, daB mit jedem Punkt
(B - - - B,) auch der Punkt (B,, ..., B,) darinnen liegt; der Bereich B hat also eine

gewisse Symmetrie gegeniiber der (n — 1)-dimensionalen Achsenebene E"':
8ﬂ2=3ﬂ3="'= ﬂn’:O’

E" ' ist der reelle Koeffiziententeilraum. Den Durchschnitt unseres Bereiches %8{"
mit dieser Ebene E"* bezeichnen wir mit €™ und nennen ihn den n-ten reellen Variabili-
tatsbereich, er hat also — um dies klar zu stellen — die folgende ihn charakterisierende
Eigenschaft: Fiir jede im Einheitskreis reguldre und schlichte Funktion

f(z)=z+a2z3+ ...+anz"+an+lzﬂ+1+ N
mit den n reellen Koeffizienten 1, a,, . . ., a, ist der Punkt (a,, . . ., @,) im (abgeschlossenen)
Bereich " gelegen, und zu jedem Punkt aus ihm mit den (reellen) Koordinaten
(ag, . . ., a,) gibt es eine Folge von (nicht notwendig reellen) Zahlen a,,4, ... so, dal
die Funktion f(z) = z + ‘2203 a,z> im Einheitskreis regulir und schlicht ist.

26. Die Haupteigenschaft von G. Es gilt der
Satz 15. Liegt ein Punkt (B,, Ps) im Bereich B [im Raume R), so ist auch der
Punkt (RB,, RP,) ein Punkt von B [und damit von @';ﬁ“’],

Beweis. Es geniigt, den Satz fiir eine in B iiberall dicht liegende Punktmenge
(B2y Bs) zu beweisen. Aus dem Lownerschen Hauptsatz2®) folgt, daB diejenigen Punkte

(Bay Bs) in B iiberall dicht liegen, fiir welche es eine stetige Funktion #(z), |9| =1,
0 < 7 < o gibt derart, daB B, = [e~"ndz, f; = [ e~*n2dz gilt. Hieraus ergibt sich
0 0

fiir diese Punkte:

®

R, =6fe—1 3 (n + ) dr,

®

RBy = [ e - (n® + 7 dr.

0
Integrieren wir das Differentialgleichungssystem (21.1) mit dem neuen System von
Funktionen
h=1l=1%, Ny =g =1,
so ergibt sich nach Satz 13 eine schlichte Funktion
p(2) =e(z + agz® + - )
mit der Beziehung

% =2z + 2RPyz? + 2RPa28 + 28524 + ..., w.z. b.w.
Dies heiBt aber, wenn wir uns des Satzes 14 bedienen, fiir jeden Punkt (8, f)
aus G gibt es eine konvergente Folge von iterierten Funktionen ¢, aus £ mit nur

reellen ersten zwei Koeffizienten so, daB g¥ — g, B — s, d. h. wiederum, wenn wir

2%8) 1 V. (8).
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uns der Bedeutung dieser Iteration erinnern und den Durchschnittsbereich des Bereiches
B mit der zweidimensionalen Achsenebene 38, = 3f; = 0 mit € bezeichnen, es gilt
Satz 16. Notwendig und hinreichend dafiir, daB ein Gebiet & in 3B, = 35 =0

mit dem genauen dritten reellen Variabilititsbereich G identisch ist, ist die Eigenschaft,
daB von jedem Randpunkt von & aus die Kurve €@, o(t), die hier immer eine Parabel ist,

ein Stiick weit wenigstens nirgends ins Aufere dringt, wenn (o) behebtg n @(s) varitert,
und dap es das kleinste dieser Art ist 28).
7. Herleitung des Bereiches . Hieraus konnen wir nun leicht den genauen

Bereich G bestimmen. (Im folgenden sei ohne Einschriinkung der Allgemeinheit 8, > 0;
wir schreiben auch die Koordinaten z, y fiir g, o3 bzw. 8,, B,).

Wir haben in (B) fiir die von ihm ausgehenden Kurven €, (f) die Richtungs-
vektoren (&, &;):

& = (0s — Pa)y, & = 203 — Bs),
wobei (g, 03) beliebig auf dem Rand von G% variiere. G ist (nach 12. 6) durch die
Ungleichungen gegeben:

—1=z2<1, 22 —1=sy=s1.
Dann berechnet 2) man leicht die beiden extremalen Lagen der Richtungsvektoren
dieses Biischels:

g‘=("1’—8(”'l/;“‘—:_y~*—?)), Ly = (—-1—8x+l/ J+1)

firy=8(zx—1)+1

firy <8(x—1)+1.

Es zeigt sich leicht durch eine elementare Betrachtung des Richtungsfeldes und der
Randbedingungen des Problems, daB fiir die Integration nur das Vektorfeld g, in Frage
kommt.

Wir haben die Differentialgleichung

(27. 2) y = S(x — ]/x’ — y%ﬁ)

zu integrieren mit der Randbedingung y(1) = 1, sowiemit — 1 S y < 1fiir0 < « < 1 %).
Zu diesem Zweck fithren wir die neue Funktion

n(z) = L
m_l/xz_y_%‘_i

26) Nach friiherer SchluBweise muB in jedem Randpunkt P eines stetig differentiierbaren Randteiles von ¢,
der nicht Randpunkt von G ist, sogar eine Iterationsparabel die Randkurve berishren.
#7) Es geniigt wegen |f3] < 1 (3. Nr.8), | B3] < 1, nur noch Punkte mit 0 S ¢ <1, —1 <y <1 zu be-
trachten.
28) Siehe3”). (Diese Bedingung schlieBt das Vektorfeld g, aus.)
Journal filr Mathematik. Bd. 176. Heft 2. 12

(27. 3)
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Vidd ein (im AuBern von & ist 22 — ?1—%-——1 > O)
und erhalten aus (27. 2)
’ ()
Z) = —p—t—,
T = F— o)

Dies liefert aber 2 = yne—7. Um die Kon-
stante y zu bestimmen, beachten wir die Rand-
bedingung:
firz -1 gilt y -1, d.h.  >1.

Aus ibr folgt y =e. Damit kénnen wir nun die
von uns gewiinschte Kurve so schreiben: Es sei
) mit ¢(z) die im Intervall 0 < 2 < 1 eindeutig
erklirte Umkehrfunktion von

@ (27. 4) | T — gel—v |

7 mit ¢ =1 bezeichnet. Dann lautet die Glei-
chung der Integrationskurve, die unseren ge-

Fie. 2. suchten Bereich G berandet:
x
= ()
o V o ?/_-2L1
oder:
y+1_ 2 1) =
(27. 5) 2 = o) 2¢(z) — 1) = O(x).
Wir behaupten also: Der genaue Bereich G ist umschrieben durch:
(27. 6) [lz] <1, 20(x)—1=<y=1]

worin = |B,|, ¥ = B; und ®(x) durch (27.5) und (27. &) erklart ist.
Wir sehen unmittelbar, daB jede Iterationskurve (Parabel) 2?), von einem beliebigen
Punkt von der Kurve (27.5) ausgehend, nirgends ins AuBere des Bereiches (27. 6) dringt.

AuBerdem miissen wir uns noch iiberzeugen, da8 diese Kurve das kleinste G}’ umfassende
Gebiet berandet, das die Eigenschaft des Satzes 16 besitzt. Dies ist aber leicht einzusehen.
Wir brauchen uns nur das Richtungsfeld z, in den Punkten im Innern von (27. 6), aber

noch auBerhalb G’ anzusehen und konnen sagen, wiirde noch eine andere Randkurve
vom Punkte (0, — 1) zum Punkte (1, 4 1) in diesem Feld verlaufen, so finden wir leicht
in elementarer Betrachtung eine Stelle auf ihr, wo die ihr vorgeschriebene extremale
Iterationsrichtung des Feldes ins AuBere fithren wiirde.

28. Damit haben wir den

Satz 17. Fiir jede in |z| <1 regulire und schlichte Funktion

f(z) =2+ byz® + bg2® + -+«
gilt:

. b
12 RB = 20(RNP) — 1 mat ﬁ2=——72,ﬂ3=b§—b3,
worin O(z) fir —1 <z < 1\ durch (27. 4) und (27. 5) definiert ist.

) X(t) = 2t (l—e_‘) %9, Y(t) = e 4 (1——6—2‘) Yo; %oy Yo I @ﬁ. et =u.
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Zugleich ist diese Abschdtzung fiir Rps, RP; scharf ), d. h. zu jedem Paar reeller
Bas Bs, das diese Ungleichung erfiillt, gibt es wenigstens eine in |z| <1 regulire schlichte
Funktion
H(z) =2z — 2B,2® + (483 — Bs)2® +
Damit ist gleichzeitig gezeigt, daB die Berandungsfliche des genauen dritten Va-

riabilitatsbereiches B keine algebraische Fliche ist. Ihr Schnitt mit 8B, =88; =0
ist ndmlich zum einen Teil die transzendente Kurve

y—2d>(x)—1——1+ (2(p—-1) mit @el—? = g ),

29. Herleitung der Ungleichung von Fekete und Szegé. Aus dem Satz 17 konnen
wir unmittelbar eine Bestétigung eines Resultates von Fekete und Szegd 32) herleiten.
Wir fragen nach der bestmoglichen Abschitzung des Maximums des absoluten Betrages
des Koeffizienten b; einer in |z| <1 reguliren schlichten ungeraden Funktion
f(z) =z + byz® + bs2z° + - - -. Zu einer beliebigen solchen Funktion gibt es bekanntlich
immer eine im Einheitskreis regulire schlichte Funktion F(z) =2z + B,z® + - so,
daB die Beziehung f(z) = J/F(z?) besteht.

Es ist dabei b, :gz, by = (Ba

. 1 B2
Maximum von \ 5 (Ba — Z—)
Es ist aber

B

42) und die Frage lauft darauf hinaus, das

fiir beliebige schlichte Funktionen F(z) zu bestimmen.

Max | 2bs| = Max ER(Bs %)

und, wenn man wie oben, B, = — 28,, B; = 48} — B; setat,

B3
(B, — ) = N3P — fa) = ARG — 3(36:)° — RBs
= 3(Rp:)* — Rps
<322 — 20(x) + 1 = H(x),
mtz =RFund —1 <2< + 1.
Wir suchen von H(z) das Maximum fir 0 < z < 13%). Man findet

‘%H(x) — 22 (3 — 5(47))

und erkennt, daB H(z) fir ¢ =—4~, d.h. z, = %e‘* das Maximum annimmt. Es

folgt also |2b,| < H(x,) = 2¢ % + 1, und dies ist das Resultat von Fekete und Szego.
Gleichzeitig sehen wir, daB die Abschidtzung wirklich scharf ist. Denn sie wird wirklich

erreicht von g, =-§ 3, By = 20(zy) — 1 =%(—) e % — 1, und diese Koeffizienten ent-

. . €]
sprechen einem Punkte am Rande unseres genauen reellen Bereiches §; ’,

30) und damit auch fiir reelle by, bs.
31) Eine dem widersprechende Bemerkung in L. V. (1), die sich iibrigens in der dort zitierten Literatur L. V. (4)
nicht findet, ist damit hinfillig.
32) Siehe L. V. (14).
33) Eg ist ja ®(z) = d(— 2).
12*
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30. Abschitzung des Bereiches B von innen her. Wie steht es mit dem genauen
Bereich des dritten Koeffizienten f3? Wir wollen ihn durch Iteration auszuschopfen
suchen. Sei g, reell ), RP; =y, JBs = 2. Zunichst konnen wir in jeder Ebene
1—}1/ =ctgd, 3B, =0, die unseren Bereich B im Gebiet 2(22 — 1) < %Bg—; <0
schneidet, bei den Iterationen in dieser Ebene selbst bleiben und erhalten dann genau

dasselbe zu integrierende Richtungsfeld wie oben, nur alles mit der Transformation:
a* =z y*—1=(y—1)cosd (z = (1 — y)tgd).

Wir bekommen nach denselben Uberlegungen wie vorhin hier als Grenzbereich der
Koeffizienten, bei allen moglichen Iterationen, solange wir bei der Iteration in der Ebene

_1—;—?/ = ctg & bleiben, den Bereich

y—1
cos J

2P(z) — 1) < <0, |9 <%,

und ‘haben damit auf jeden Fall folgenden Bereich %, gefunden:

(30. 1) By: |y +iz— O(z)| <1 — O(2)
und fiir ihn bewiesen:

B, < B,

Wir konnten fiir diesen Bereich %8B, sogar zeigen, da man bei beliebigen Iterationen
mit reellen B, und o, 3%) nirgends aus dem Bereich B, herauskommt. (Wir wollen jedoch
diesen Beweis hier nicht erbringen.) Trotzdem zeigt sich, daB %, nicht der genaue Bereich
ist, sondern daB der Bereich B> iiber 9B, hinausragt.

31. Dies wollen wir kurz zeigen:

Der volle vierdimensionale Bereich %;3%) hat in Parameterdarstellung die Be-
grenzungsflache:

. _ [& = 2o
& t {y + iz = (yo + i) e**
mit yo + izg = O (x) — (1 — O (%)) e=2% und 0 < 2o =<1, 0 < 8,6 < 2.

Die Berandung von 8% schreibt sich:

F*: r* = {5 =§'oea . .
1+ = (g + 1) e**
mit ny+ il =6—(1—&)e® und 06, <1, 08, 1 < 2.
Es sei fir das folgende z wieder reell, d. h. 4 =0, jedoch & beliebig.
Wir spannen die Tangentialvektorenmannigfaltigkeit an § durch die drei Vektoren

0 . 0 g
B=gp = (L L+ M), g =22=(0, (1 — 0)2ic¥),

ot . . .
= = (1Z 2t 12
Ls 09 #=0 ( (2] (?/o + 0))
3) Dies ist keine Einschrinkung der Allgemeinheit.
38) in der Bezeichnung von Nr.28.
3¢) den man aus %, erhilt durch die Gruppe:

T= 2,6, y+iz= (Yo + i%)*®, 0= 8<2n.
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auf. Fiigen wir noch den vierten Vektor g, = (§ — x, 2(n + i{) — 2(y + iz)) der
Anfangsrichtung der Iterationskurve hinzu, so ist der Wert der Determinante
D = (ty, Ly Lsy L) [worin also fiir g; = (us, 1) die betreffende Spalte

ERu;
)
R,

Jvi
lautet] z. B. fir 6 = =4=0
D = — bap(1 — ®)[(Ey — 70) &' + (20 — 1) — (282 _ 1)] 2 0
und sicher fiir gewisse z,, &, positiv.

Wiire unser Bereich der genaue Variabilitdtsbereich, so miiite die Iterationsrichtung
immer ins Innere zeigen oder hochstens die Randflache tangieren. D. h. aber, es miifite
fir alle (z, y), (£, ) unsere Determinante D = 0 sein, solange %, L; linear unab-
hiingig sind ¥?) und daher ihren Schraubensinn nicht &ndern konnen.

Es ist

%D:Acode{—BsinZd-}-C

mit
= — o[ (&g cOS A — 3,) D' + 20 — 285 cos 24],
B = — 2sgin A[2x,&; cos A — &,],
C=—2[2(DP — 1)+ bcos?A(l — &) — 2(1 — &) + D' (&, c08 1 — )]

Dann miiBte aber auch noch

A = Mi
osal<nzui -0

sein. Es ist A = C — /A? + B2 Es miiBte also A% + B? < C? sein. Setzen wir
® = (§g c08 2 — %) O’ + (20 — 1) — 285 cos? A + 1,

D=0

80 ist
A = — xg(w — 2; (cos? 1 — 1)),
C = — zy(w + 2(&2 — 2)8in? 1),
C? — (A% 4 B?) = 4 sin? A[— 20x) — 4al(1 — &) sin? A — & (® — 2x,&, cos 1)?].
Nun kann man aber bei fest gegebenem 2, &= 0 den Wert von &, cos 2 so wéhlen, daB
o = 0 wird, dazu ist nur nétig,
Egcos A =z — aJ— @
zu nehmen. :
Dabei werden aber die zwei iibrigen Terme in der Klammer nicht =0, d. h. es
gibt gewisse Werte (z, y, 2), (§, #, {) so, daB ¢ — (A% + B?) < 0 wird.
Bezeichnen wir mit B, den Bereich | 85| < 1, Rf; = 20 (RP,) — 1, so haben wir
damit gezeigt:
Bi<BP< B, und B} + BE.

37) eine leichte Rechnung zeigt, daB dies fiir @y 3= 0, =1, 5, == 1 der Fall ist.
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32. Die Schrankenfunktionen zu 2. Wir wollen noch die Schrankenfunktionen
aufstellen, d. h. solche im Einheitskreis schlichte und reguldre Funktionen suchen, fiir

welche die Koeffizienten B, 8, reell und auf dem Rande von & gelegen sind.

(1) Fir den einen Teil des Randes — 1 < 8, =<1, f; = + 1, gibt es elementare
Schrankenfunktionen. Setzen wir die Abbildungen

v e W= 0SAS2

zusammen, so erhalten wir die im Einheitskreis regulire und schlichte Funktion

=1@) =30 zl)z+zz=z~—2(1—l)z2+(4(1—-).)2——1)z3+
mit
by 2
Ba=— 2 =1—14 B=b—b =1

(2) Fir den anderen Teil des Randes (den wir nur fir 0 < 8, zu betrachten
brauchen):

ﬂs=2¢(ﬁ2)—1’ Oéﬂaélv
stellen wir folgende Uberlegung an. Wir suchen eine stetig eingliedrige Schar von im
Einheitskreis regulé‘\ren Funktionen f(z,7)=2z+4 +--, 7 =0 reell, welche fiir v =0
sich auf f(z, 0) = (e + PE

zweifache Radialschlitz-Iteration erhalten kann. Sei f(z, 7) =2z + - .- eine Funktion
aus der Schar, so wollen wir aus ihr eine neue herleiten:

+77,

reduzieren, und welche man auseinander durch infinitesimale
2

F(z, 7, 1) = H(S7(e™'S)) mit -—2).;1 AZ =1,420, || =1.
=1

Wir berechnen:
14 n,

F(Z, 7, t)lg o—f(z’ "") —f(zv t) 2'17 {1 —

Denken wir uns die Funktionen unserer Schar nacheinander durch infinitesimale Itera-
tionen dieser Art auseinander entstehen, so werden wir zunéchst rein heuristisch zu
folgender Differentialgleichung gefiihrt:

+’72

(321) a f(Z,t)—f(Z, T)_a f(za l’) 2)'71

Da fiir eine beliebige im Einheitskreis schlichte reguldre Funktion f(z) =2z 4 « .-
die Funktionen f(z, v) = €' f(S™(¢™"S)) mit konstanten 2, n; eine Losung der Differen-
tialgleichung (32. 1) sind, so zeigt man leicht, daB jede Losung von (32. 1), worin 4;, #;
beliebige stetige Funktionen von 7, 0 < 7 < 7,, sind und f(z,0) =z + - - - eine schlichte
regulidre Funktion ist, fiir jedes v, 0 < 7 < 7,, sich durch eine Folge von n-fachen
Iterierten der Form

2 1 )z
EETIR (s sa(a) ), s(e) = STHES), gy = 205 * Zg_.,z
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beliebig genau approximieren 148t 3). Wendet man noch bekannte Sétze iiber Schlicht-
heit und normale Funktionenfolgen an, so ergibt sich der

Satz 18. Sind fir 0 < v < v, die in (32. 1) auftretenden Funktionen A;, n; als
beliebige stetige Funktionen von v (ZA, =1, 2, =20, |n,| =1) vorgegeben und ist
f(z) =z + - - - eine beliebige im Einheitskrets reguldre schlichte Funktion, so ist jede Lisung
der Differentialgleichung fiir 0 =< v < 14, mit f(3,0) = f(z), eine im Einheitskreis regulire
schlichte Funktion %).

Wir wihlen fiir unsere Zwecke f(z,0) = (—1—_3—;)—2; R

(32.2) h=12d=% mn="7=rn(r)=e%.
Wir erhalten fiir die Koeffizienten der Losung f(z, 7) = é:’) b,(7) z die Werte

bo(z) =0, by(7) =1 fiir alle 0 < v < 1,
ferner, wenn wir die Ableitungen nach v mit Punkten bezeichnen:

by = — by — 2 cos 9,
by = — 2by — &by cos & — 2 cos 29,

By = — 2 = — Py + cos 9,
Bs = (b2 — by) = — 28; + 2 cos 28
und durch Integration (mit den Anfangsbedingungen B,(0) = f5(0) = 1):

e"By(7) — 1 = [ev cos & dr,
0

e f3(1r) — 1 =2 [ e2* cos 2dd.
0

Wir setzen speziell:

(32. 3) I cos & =e". \

(Dies wird durch die Betrachtung der exztremalen Richtung der infinitesimalen Iteration
nahe gelegt. Schreiben wir nimlich

%=z+2§cos (r — 1)z,
F

Fg,1) =¢f(S7S), 7 =2+2 2Bz,

f S 2 o
}—,=z+2§ﬂ,z,

so erhalten wir im AnschluB an die Betrachtungen in Nr. 27 fiir die extremale Iterations-
richtung fiir einen Punkt am Rande des Bereiches (¢ = 0), wenn wir cos # = o setzen:

s+ 1
o =f — Igg_lgsg‘i und (%Bz)ho:—]/ﬁg*ﬁ_-ﬁ—t—’

) Vergleiche den Beweis in Nr. 2.
) Natiirlich 148t sich dieser Satz wortlich fiir beliebig p-fache Radialschlitz-Iterationen aussprechen und
beweisen (mit denselben Formeln, in denen nur j =1, .., p liuft). Doch haben wir an dieser Stelle kein Interesse

daran.
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und hieraus unter Benutzung der Gleichung f; = 2 (B,) — 1 sowie der zu postulierenden

Relation dp = (% B,) dt:
=0

do _____df  _ —dt, o =et)
a l/,gz_éi‘_:*'_i
2 2

Ba =L+ 7) e, Ba = - T
ﬁa = 2(1 + 21:) 6—21 —_— 1., ps = - 8te—2t.
Man berechnet ferner:

Mit (32. 3) wird nun

dﬂ __ﬂ._. T —ﬁj___!'__ T —_— ﬂ+T— T
e I B et

Also ist die Differentialgleichung (27. 2) erfiillt und weil diese (bei positiv genommener
Wourzel) fiir die Anfangsbedingungen g, = f; = 1 nur eine Losung hat, so ist:

fa =20(B,) — 1.

Wir haben damit, wenn wir noch in (32. 1) die speziellen Werte (32. 2) und cos ¢ =e—"
einsetzen, sowie den neuen Parameter

cg=cosd=¢" O<o=1,
einfithren, das Ergebnis: Die fiir jedes o, 0 < ¢ <1, eindeutig bestimmte Losung
f(z,0) =2z + by2? + ... der partiellen Differentialgleichung:

' z2(1 — 2% _
@24 | g g yat /=0
mit der Anfangsbedingung f(z, 1) = zﬁ—z—)—z (¢ = 1), ist erstens eine im Einheitskreis
regulére und schlichte Funktion, und zweitens gelten fiir sie die Gleichungen:
b
— 2 =h=(—1go)o (@ =),

b3 —by=p;=2(1—21go)o® —1 =20(8,) — 1,
d. h. sie ist fiir jedes o Schrankenfunktion fiir den unter (2) betrachteten Teil des Randes
von G2,
33. Integration von (32.4). Die Differentialgleichung (32. 4) 1aBt sich durch Qua-
draturen losen; man hat als Gleichungssystem fiir die Charakteristiken (e¥=H gesetzt):

do
(33.1) dFH=—
(33. 2) z(z‘*—--i)%—;I =0o(1 — 20z + 2%);

letztere liefert eine lineare Differentialgleichung fiir » = —i—:

2(2—1) %'+ A4+ 2) % —22 =0, ' =—.
Hieraus erhalten wir

1 — 22
(logv =) e + 2 log z = const.
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Aus (33.1) folgt
o+ e = const.
Aus diesen beiden unabhéngigen Integralen setzen wir unsere Losung zusammen:
(33. 3) oF — p(v) =0.
o =1 liefert die Bedingung
z

(33. &) [ = “P(Zzel_:i’)y

d. h. fir die Umkehrfunktion y—! = ¢ ist, wenn wir ={ setzen:

Z
(1 +2)2
@) =z2.e ¢ =§5§[1—4c+2cz—(1—25>V1—4c]e o

Damit ist auch y(v) bekannt, wir erhalten schlieBlich aus (33. 3) die Schrankenfunktion
O<o=1):

1—2*

F(z, o) ———%w(z%"_z) =2z—2(1—1g0¢)oz® + (2(1 —21g o+ 2(Ig6)2) 0+ 1)z3 + .. ..

(Fﬁr (Bsy Ba) = (0, — 1) geniigt es, T—lz——za =z—284... zu betrachten.)
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