C‘ U q NIEDERSACHSISCHE STAATS- UND
-~ L UNIVERSITATSBIBLIOTHEK GOTTINGEN

Werk

Titel: Journal fir die reine und angewandte Mathematik

Verlag: de Gruyter

Jahr: 1937

Kollektion: Mathematica

Digitalisiert: Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Werk Id: PPN243919689_0176

PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN243919689_0176

LOG Id: LOG_0013
LOG Titel: Zur Differentialgeometrie k-dimensionaler Gebilde im Rn.
LOG Typ: article

Ubergeordnetes Werk

Werk Id: PPN243919689
PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN243919689

Terms and Conditions

The Goettingen State and University Library provides access to digitized documents strictly for noncommercial educational,
research and private purposes and makes no warranty with regard to their use for other purposes. Some of our collections
are protected by copyright. Publication and/or broadcast in any form (including electronic) requires prior written permission
from the Goettingen State- and University Library.

Each copy of any part of this document must contain there Terms and Conditions. With the usage of the library's online
system to access or download a digitized document you accept the Terms and Conditions.

Reproductions of material on the web site may not be made for or donated to other repositories, nor may be further
reproduced without written permission from the Goettingen State- and University Library.

For reproduction requests and permissions, please contact us. If citing materials, please give proper attribution of the
source.

Contact

Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Georg-August-Universitat Gottingen

Platz der Gottinger Sieben 1

37073 Géttingen

Germany

Email: gdz@sub.uni-goettingen.de


mailto:gdz@sub.uni-goettingen.de

Zur Diﬁ'erentialgeometrie
k-dimensionaler Gebilde im R,.

Von Otto Haupt in Erlangen.

Einleitung.

Eine der ersten Fragen in der, von einer Ordnungsdefinition aus orientierten, Struk-
turtheorie reeller Gebilde ist die nach den ordnungshomogenen Bestandteilen. Bei den
Kurven darf diese Frage fiir eine Anzahl der in Betracht kommenden Fille als im wesent-
lichen erledigt gelten!). Fiir Gebilde hoherer Dimension ist dagegen in dieser Richtung
bis jetzt noch wenig bekannt. Die folgenden Zeilen wollen einen ersten Beitrag zu diesen
letzteren Problemen liefern 2).

In einer vorangehenden Arbeit 3) war fiir den Fall der Kurven und (n — 1)-dimen-
sionalen Hyperflichen im (projektiven) R, folgende Frage behandelt worden: ~Welche
Einschrinkungen beziiglich der lokalen Ordnung zieht die Voraussetzung hinreichend oft-
maliger Differenzierbarkeit nach sich? Es zeigte sich, da — jeweils bis auf eine nirgends
dichte Punktmenge — die Ordnung eines jeden Punktes bei Kurven gleich n, bei (Hyper-)
Flichen, abgesehen von einer Klasse wohl definierter Ausnahmeflichen, mindestens
gleich 2 und hochstens gleich » ist. M. a. W.: Die ordnungshomogenen Teilbogen sind
von der Ordnung n, die ordnungshomogenen Hyperflichenstiicke von hochstens der
Ordnung n. Diese Tatsache, daB ndmlich — mindestens unter gewissen Differenzier-
barkeitsbedingungen — die bei ordnungshomogenen Gebilden moglichen Ordnungen
sehr wenig zahlreich sind, ergab eine erste Rechtfertigung des Begriffes ,,ordnungs-
homogen*, jedenfalls fiir Kurven und (Hyper-)Flichen.

Schon seinerzeit wurde darauf hingewiesen, da die soeben erwihnte Frage als
Spezialfall in der folgenden enthalten sei: Gegeben sei im R, mit »n =2 ein ,,k-dimensio-
nales Flichenstiick' F;, (ein eindeutiges stetiges Bild eines k-dimensionalen Wiirfels) mit
1 <k <n — 1. Wir definieren die (hier stets beschriinkte) Ordnung von F; als maximale
Maichtigkeit des Durchschnittes des Fj mit den linearen, (n — k)-dimensionalen Mannig-
faltigkeiten L,_; (jeder Punkt des Durchschnittes braucht fiir unsere Zwecke nur einfach
gezéhlt zu werden); dabei darf aber von einer gewissen (spiter (vgl. Nr.1, 21) noch zu
definierenden) tm Raume aller L,_; nirgends dichten (abgeschlossenen) Menge von L,_;

1) Vgl. O. Haupt, Strukturprobleme bei reellen Gebilden, Sitz.-Ber. d. bayer. Akad. d. Wiss., math,-naturw,
Abt., 1935, S. 1831f.

3) Vgl eine Voranzeige der in vorliegender Arbeit erhaltenen Ergebnisse, Sitz.-Ber. d. phys.-med. Soz. Erlangen
65 (1934), S. 95/96.

3) 0. Haupt, Zur Differentialgeometrie der Kurven und Flichen, Crelles Journal-169 (1933), S.177i. —
Zu Seite 185, Zeile 1 bis 4 von unten ist zu erginzen: Hat man allgemein eine ,,geradlinige* Hyperfliche
2, =p,(t o byg) + Ul nlyg) v=1,...,m, (welche die Darstellung z, = f(z,,.. ., %,_1) gestattet),
so folgt unter den entsprechenden Differenzierbarkeitsbedingungen wieder &, = 0.

13*
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abgesehen werden. Die Vernachlissigung solcher Ausnahmemengen bei der Ordnurgs-
definition liegt durchaus in der Natur der Sache. In der Tat wird man schon im Falle
der ebenen Kurven letzten Endes zu derartigen MaBnahmen veranlaBt: falls ndmlich
die Ordnung als maximale Schnittpunktzahl definiert wird, also zunédchst diejenigen
Geraden, welche Stiitzpunkte oder geradlinige Teilbogen tragen, ausgeschlossen bzw.
erst hinterher durch geeignete Festsetzungen einbezogen werden. Gefragt wird: Welche
Ordnungen konnen bei ordnungshomogenen F; auftreten, sobald nur iiber die F; gewisse
(spater genau anzugebende) Differenzierbarkeitsvoraussetzungen gemacht werden ?

Diese Frage wird nachstehend beantwortet. Zun#chst (§ 1) werden wir Beispiele
von F; angeben, welche ordnungshomogen sind von einer Ordnung m und wobei m
irgendeiner der ganzen Zahlen (n — k + 1), (n — k + 2),..., (k(n — k) + 1) gleich
sein darf (2 = n,1 =k =n — 1). Diese Beispiele sind sogar algebraisch; genauer gesagt
sind die Koordinaten z, der Punkte dieser F; darstellbar als Polynome in z,, . . ., z; als
Parameter: die F) besitzt, wie wir sagen wollen, nur Punkte von rationalem Charakter.
Die oben angegebene maximale Ordnung (k(n — k) + 1) zeigt volle Symmetrie in %
und (» — k), bleibt also bei ,,Dualisierung®‘ unveréindert. Im § 3 ergibt sich dann, daB
unter gewissen Differenzierbarkeitsannahmen die in § 1 an Beispielen gefundenen Hochst-
ordnungen (k(n — k) 4+ 1) der ordnungshomogenen Elemente auch gemau sind, d. h.
im allgemeinen nicht iiberschritten werden. ,,Im allgemeinen* besagt: abgesehen von
gewissen F;, welche einem in § 3 angegebenen (von n und k abhingigen) Systeme par-
tieller Differentialgleichungen geniigen miissen. Aus dem Vorstehenden folgt iibrigens
unmittelbar, daB unsere Differenzierbarkeitsforderung das Auftreten ordnungshomogener
Gebilde von unendlicher Ordnung im allgemeinen ausschlieft. Die eben erwihnten Differen-
tialgleichungen bzw. die ihnen geniigenden k-dimensionalen Ausnahme-Flidchenstiicke
haben als die Verallgemeinerung der geradlinigen F, im R; zu gelten; sie werden (be-
ziiglich ihrer Ordnung) hier noch nicht naher untersucht, da dies fiir die gegenwirtigen
Zwecke erst in zweiter Linie von Interesse ist. )

Man sieht, wie fiir £ =1 und &k =n — 1 die frither gewonnenen Ergebnisse sich
einordnen. Die in vorliegender Arbeit angegebenen (algebraischen) Beispiele sind aber
auch fiir ¥ =n — 1 von uns frither noch nicht angefiihrt worden; insbesondere erhalten
wir jetzt auch Beispiele von (n — 1)-dimensionalen Hyperflichenstiicken im R,, welche
von der Ordnung » sind; dabei kann die ganze Zahl » beliebig zwischen 2 und n gewihlt
werden (2 < v <n).

Wir bemerken noch: Fiir k = 1, n = 2 wei man, daB die vorstehend erwihnten,
auf ordnungshomogene Gebilde beziiglichen Ergebnisse fiir jede Kurve endlicher Ordnung
(also auch ohne jede Differenzierbarkeitsbedingung) gelten. Es liegt die Vermutung
nahe, dal dies fiir beliebiges n und k ebenfalls zutrifft.

SchlieBlich bringt der § 2 Beispiele fiir Ordnungen, die in einzelnen Punkten
auftreten konnen. Im Falle ¥ = 1 weiB man nun, daB die Ordnungenn,n + 1,...,2n — 1
die einzigen sind, welchen Punkte rationalen Charakters auf einer algebraischen Kurve
entsprechen konnen und (bei geeigneter Wahl der Kurve) auch wirklich entsprechen;
es sind das genau die Ordnungen, auf die wir auch im folgenden (§ 2) fiir £ =1 stoBen
werden und die mit dem von uns benutzten Beispieltypus nicht iiberschritten werden
konnen. Es darf daher vermutet werden, daB auch fiir beliebiges ¥ (mit 2 <k <n — 1)
die von uns erreichten Ordnungen (n —k +1),...,(2(k(n — k) + 1) — 1) die ein-
zigen sind, welche bei Punkten von rationalem Charakter auf algebraischen F; auftreten
konnen. Weiter weil man im Falle k = 1, daB bei Zulassung von Punkten nicht-rationa-
len Charakters hochstens die Ordnung 2n erreicht werden kann. Angesichts unserer
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Ergebnisse konnte man dementsprechend vermuten, daB auch fiir beliebiges k bei Zu-
lassung von Punkten nicht-rationalen Charakters die Ordnung eines Punktes auf al-
gebraischen F; nicht groBler sein kann als 2 (k(n — k) 4 1).

Die fiir den Fall £ = 1 genannten Ergebnisse gelten iibrigens nicht nur fiir algebrai-
sche Kurven, sondern allgemeiner fir elementare, d. h. fir Kurven des R,, welche dar-
stellbar sind als Summen endlich vieler ordnungshomogener Bogen von endlicher (d. h.
n-ter) Ordnung ¢). Vielleicht gilt Entsprechendes auch im R, fir 2 < k.

Die soeben skizzierten Gedankenginge fiihren noch zu einer weiteren, hier aber
nicht weiter zu verfolgenden, Frage, die unter hinreichend starken Differenzierbarkeits-
annahmen am einfachsten Falle n = 3, &k = 2 erlautert sei. Von den beiden in diesem
Falle auftretenden Arten ordnungshomogener Fldchenstiicke (von den geradlinigen
Flachenstiicken sehen wir der Einfachheit wegen ab) sind die von zweiter Ordnung
identisch mit den konvexen, besitzen also iiberall eine elliptische Indikatrix; hingegen
besitzen die ordnungshomogenen Flichenstiicke dritter Ordnung iiberall eine hyper-
bolische Indikatrix ). Wenn man also schon weil, daB unser Flichenstiick (im R,)
ordnungshomogen ist, so gibt der Trigheitsindex der Indikatrix die genaue Ordnung
des Fliachenstiickes. Es wird nun zu untersuchen sein, wie sich diese Bemerkung auf den
Fall beliebiger n und k& verallgemeinern 148t.

Beziiglich der Einordnung der in vorliegender Arbeit behandelten Fragen in die allge-
meine Strukturtheorie reeller Gebilde kann auf friihere Ausfithrungen') verwiesen werden.

§ 1. Existenz k-dimensionaler algebraischer ordnungshomogener Gebilde im R, der
Ordnungen (7 — k& + 1) bis (k(n — k) + 1).

Wir konstruieren also zundchst Beispiele von algebraischen, k-dimensionalen,
ordnungshomogenen Gebilden. Und zwar behandeln wir in Nr. 1,1—1, 5 gewisse Sonder-
falle, welche auch an und fiir sich von Interesse sind und bei welchen der Gedankengang
der Konstruktion besonders deutlich wird. Eine geringe Abéinderung der Konstruktion
fihrt dann (Nr. 1, 6) zu Beispielen allgemeinerer Art.

Es seien z,, ..., z, kartesische Koordinaten im R,, wobei n = 3. Ferner sei k
eine natiirliche Zahl mit 2 <k <n — 1; im Falle k = 1 ist, wie schon frither 3) gezeigt,
nur die Ordnung n =1-.(n — 1) + 1 méglich, weshalb fir ¥ =1 die Konstruktion
von Beispielen ordnungshomogener Gebilde iiberfliissig wird (denn jedes eindimensionale
Gebilde enthilt ordnungshomogene Teile).

1,1. Vorerst sei 2k < n, also k < n — k. Wir betrachten dann eine k-dimensionale
(algebraische) Mannigfaltigkeit F;, welche definiert ist durch:
Tipr = & + 22@ + -« + aFx
Tpyo = X3 + Tp

. .
(F) o = X + @
k+1
Lek+1 = Xy
P
Zn = .’l?;‘

%) Vgl. F. Denk, Uber elementare Punkte héherer Ordnung auf Kurven im R, Sitz.-Ber. d. phys.-med. Soz.
Erlangen 67 (1935), S. 11f.

8) Man vgl. fiir den Fall der konvexen Flichenstiicke (n = 3, k = 2) die wichtige Arbeit der Herren H. Buse-
mann und W. Feller, Kriimmungseigenschaften konvexer Flichen, Acta math. 66 (1935), S. 1{f. Dort werden keinérlei
Differenzierbarkeitsannahmen gemacht.
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Dabei sollen m, 7,,..., 7 natiirliche Zahlen (einschlieBlich der Null) sein, welche —
unbeschadet weiterer Einschrinkungen — folgenden Bedingungen geniigen:

1) n—k+1=m, 0=+ (n—k) <m, x=2 ...,k

Die durch (F) definierte Mannigfaltigkeit ist k-dimensional sogar in dem Sinne,
daB die Umgebung eines jeden ihrer Punkte (bis auf hochstens eine auf F, nirgends
dichte Ausnahmemenge) ein topologisches Bild des k-dimensionalen Wiirfels ist. In
der Tat ist die Funktionaldeterminante der k ersten Gleichungen (F) gleich

map ™ 4 raal m e+ al e — 22T — - — el
also nicht identisch Null; denn wegen 2 < k <n — k und wegen (1) gilt:
m—i>u+m—k —1>n+k—1>0.

Die Funktionalmatrix von (F) hat also nicht identisch einen Rang kleiner als &; und die
Menge der Punkte, in welchen der Rang kleiner ist als k, liegt nirgends dicht auf F.

Zur Bestimmung der Ordnung von Fj in ihren einzelnen Punkten beschrénken
wir uns auf die Betrachtung derjenigen linearen (n — k)-dimensionalen Mannigfaltig-
keiten L,_; des R,, deren Gleichungen sich in die Gestalt setzen lassen:

(L) T = Lj (L1, By« « ) Ta3 Lok, + -+ 5 L)

= 8jo + @y &1+ + + + + Gk + G 2kr1Torsr + + 00+ Cjna, i=1..,k
Dabei soll also ||@ji, - . ., @jt, @j 2k+1, - - - Gjn|| den Rang k& besitzen.

Diese Beschrinkung rechtfertigt sich wie folgt: Es sei L' eine beliebige (n — k)-
dimensionale lineare Mannigfaltigkeit des R,, definiert durch ein System S linearer
Gleichungen in den z,, ..., , vom Range k. Ist dann S keinem System der Form (L)
linear #quivalent ¢), so erhilt man doch durch eine beliebig kleine Anderung der Ko-
effizienten von S ein System, welches einem System der Form (L) linear &quivalent ist.
Die den (L) (und den ihnen 4quivalenten) zugeordneten L,  liegen also dicht in der auf
geeignete Weise als Umgebungsraum erklédrten ?) Menge aller linearen (n — k)-dimen-
sionalen Mannigfaltigkeiten L, . Uberdies kann ein Gleichungssystem der Form (L)
durch hinreichend kleine Anderung der Koeffizienten nur in ein zu einem (L) linear
dquivalentes System iibergefiihrt werden. Die L, der Form (L) bilden daher sogar
eine im Umgebungsraume aller L,_; offene Menge (welche iiberdies im besagten Raume
dicht liegt). Entsprechend der in der Einleitung in Aussicht genommenen Ordnungs-
definition werden wir daher zunichst von den zu (L) nicht linear-aquivalenten L,
absehen und — vorbehaltlich einer weiteren Modifikation (Nr.1,21) — als Ordnung
on F, die maximale Machtigkeit der Durchschnitte von F; mit einer in der Gestalt (L)
darstellbaren linearen L, ; bezeichnen.

1,2. Wir behaupten nun:

Fir n—k+1<m=k(m—k)+1 und bei geeignet gewdihlten 1,,..., 7, ist
die Ordnung der durch (F) definierten F, in jedem Punkte genau gleich m.

Dabei ist zunichst noch k < n — k angenommen (k = 2); fir k =n — k vgl.
Nr. 1, 3.

8) Zwei Systeme S, $®) von linearen Gleichungen BNz, ..., 2,)=0 (j=1,2; v=1,...,n,) heiBen
linear iquivalent, wenn die entsprechenden Systeme E{X(z,, . . ., z,) und E(g,, . . ., @) von linearen Funktionen
eine gemeinsame Linearbasis besitzen.

7) Etwa durch Deutung des Systems aller Koefﬁzlenten (in dem die L, darstellenden Gleichungsssyteme)
als ,,Koordinate* der L, ,
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1,21. Beweis. Durch die letzten n — 2k Gleichungen von (F) sind die .,
je als lineare Funktionen von z%+e¢ bestimmt; dabei ist 1 < o < n — 2k. Setzt man
dies in (L) ein, so ergibt sich

_ k n—2k

(L) Tpyj = :‘,;Ef,,x,, +qé; @jok+oXite + @y, i=1..,k

Setzt man in (L) fir s, ..., 2 die rechten Seiten der noch nicht benutzten
Gleichungen von (F) (mit Ausnahme der ersten) ein, so folgt aus den k — 1 letzten
Gleichungen (L):

i _ _ n—2k ko
(L*) 1 — @j1 Ty — Gjo — (Qéi a; 2H9x’1‘+°) =”§2 (@j — 1) T
J=2,...,k; also k= 2.
Dabei ist noch d;, = 0 fiir j &= » und d;, =1 fiir j = ». Nun ist (L*) ein System aus
k—1 in den z,, ..., z; linearen Gleichungen; seine Matrix ist durch
@y -« v Bigs Corsry - o Ginll, 1=2...,k,
eindeutig bestimmt.
Diejenigen (L), fiir welche die (L*) eindeutig nach z,, .. ., ; auflosbar sind, liefern

eine im Raume der L,_; dichte offene Menge. Wir werden uns fiir die Ordrnungsdefinition
auf die Betrachtung dieser L, beschrinken. Wir konnen dann statt (L*) schreiben:

n—k
(L*) o =Q§0 bnoxg, X =2, o .,k.
Die (k—1)(n — k + 1) Koeffizienten b,, (¥ =2,...,k; 0=0,...,n —k) in (L)
sind dabei vermittelst (L*) durch die (k — 1) (r — k& + 1) Koeffizienten
@joy « « o5 Bjky  Bjgkt1s - - - Bjn,y =2 ...,k
eindeutig bestimmt. Umgekehrt sind durch Vorgabe der b,(x = 2,...,k;0=0,...,n—k)
diese ajo, ..., aj, eindeutig bestimmt, sobald nur die Determinante
bee - - - b
| Ml = :
big © + - b
von Null verschieden ist.
Diese letzte Behauptung ergibt sich aus dem Zusammenhang zwischen den b,

und @;,. Um diesen zu finden, setzen wir fiir die ,, ..., z; in (L*) die rechten Seiten
von (L,) ein und ordnen nach Potenzen von z;,. Dann ergibt sich:

n—k _ _ n—2k _ n—k 0 ko
> IIIf —_ 600010 e 691a;1 + 6.,,» —_2 69 k+o@j2k+o| = P X1 ’E(a,,‘ — 6;,,)bm ’
=0 o=1 e=0 x=2

i =2,.. .k

Die Vergleichung der Koeffizienten rechts und links zeigt fir ¢ =0 und ¢ =1,
daB @, und @, durch die b, ba und die ibrigen @;, eindeutig bestimmt werden
(x=2,...,k; j=2,..., k). Fir diese iibrigen @, also fir z=2,...,k;2k+1,...,n,
ergibt sich ebenso:

n—=2k

k k _ )
8o + (,‘é; bneain) = S bl + 2 Sortoliziray  @=2..on—kij=2 ...k

Die quadratische Matrix der Koeffizienten der aj, (¢ =2,..., k; 2k +1,...,n) ist
sQmit
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b bys b 0O ... 0
b23 b33 "'ka 0 e 0

M =|by by - by 0

b2 k+1b3 k+1 * * bk k+1 1

- OO

b2 ﬂ—kbs n—k ¢ * ° blq n—l 0 Y 1
und die Determinante von M ist
bee + + » bye

(4

|M| =

b2k e b.kk
1,22. In der vorstehenden Betrachtung (Nr.1,21) war die erste Gleichung des

Systems (L) gar nicht herangezogen worden. Setzt man auf der rechten Seite dieser
Gleichung fiir x,, . . ., z; ihre Ausdriicke aus (L) ein, so ergibt sich:
n—k

1
(L) Zr+1 ‘—"qéf) biy1oi, .

wobei
k n—=2k

(Bk+1) bk-}-lo = 6@021-10 '+' 691611 +né;buozilu +a£ 6@ k+02il2k+a, Q=O, 1, seey n—k.

Man kann nun mit Hilfe des Systems (Byi1) bei beliebig vorgegebenen
bip 0 =2,..,k+1; 0=0,1,..., n—k) die a, (»x =0,1,...,k; 2k+1,...,n)
bestimmen und zwar eindeutig, sobald nur, wie vorausgesetzt, | M| = 0.

In der Tat ist ja in (B;.;) die Koeffizientenmatrix beziiglich der a,, .. ., a;;
@1 9511, - - - G1, genau gleich M. Und nach Bestimmung dieser @, ... sind dann @,
und @,, ersichtlich auch eindeutig bestimmt.

Durch unsere b,, wird also eineindeutig eine in der Gestalt (L) darstellbare L,_;
bestimmt, sobald nur | M| == 0 ist. Dies Letztere wird im folgenden stets vorausgesetzt.

1, 23. Nunmehr kénnen wir aus der noch nicht benutzten ersten Gleichung von (F)

die z,, . . ., z;4, mit Hilfe von (L,) und (L)) eliminieren. Wir erhalten so eine algebrai-
sche Gleichung in z, allein, ndmlich:

m . n—1 . n—k n—=k o
xr + x12(£0 bzexf> -I“ LR + xlk (éo bk@ﬁf) _QA:-I;, bk.+1 gxl == 0.

Dies ist aber eine Gleichung vom Grade m in z,. Da sie nicht mehr als m reelle
Nullstellen besitzt, so kann die F; hochstens von der Ordnung m sein.

Um zu beweisen, daB die vorgelegte F; bei passender Wahl der 7,, . . ., 7; in jedem
ihrer Punkte P, von der Ordnung m ist, haben wir festzustellen: Fiir geeignet gewihlte
bj, besitzt die obige Gleichung m-ten Grades genau m reelle verschiedene Nullstellen,
welchen m verschiedene, in beliebig vorgeschriebener Nédhe von P, gelegene Punkte
des Durchschnittes einer L,_; von der Form (L) mit der F) entsprechen. Zu dem Zwecke
gehen wir folgendermaBen vor: Es sei Py = (z; =&, . . ., , = £,) der gegebene Punkt.
Soll P, auf der F; liegen, so miissen &1, . .., & vermoge (F) durch &, . . ., & bestimmt
sein. AuBlerdem sollen L, ; von der Gestalt (L) durch zu P, beliebig benachbarte und



Haupt, Zur Differentialgeometrie k-dimensionaler Gebilde im R,,. 101

zugleich auf F; gelegene Punkte gehen. Um letzteres zu erreichen, verlangen wir von
den b;, zundchst, daBl

n—k
(A*) §;=qé;bn£‘{, i=2...,k.
(A*) ist gleichwertig mit
n—k
(A¥) bjo =§i—0:‘-r; bjoft, ] =2,...,k.

Durch Einsetzen der rechten Seiten von (A¥) in die obige Gleichung m-ten Grades

folgt:
k n—k n—k n—k
(Gw) () = a7 + 2 a¥{(Z, st) + (85— 2, )} — besso — (Zbusseat) = 0.

Wir werden jetzt zeigen: Man kann bei gegebenen n, m, k, sowie bei passender
Verfiigung iiber v,,..., 7, die in G,(x,) auftretenden bii10; b (j=2,..., k+ 1;
e =1,...,n — k) so wihlen, daB G,(z,) =0 genau m reelle verschiedene Nullstellen
x, besitzt, die in beliebig vorgeschriebener Nahe von &; liegen. Wegen (A*) und (A})
liegen dann auch die aus (L,) zu berechnenden ,,..., 2; in beliebiger Nihe der
&3 ... & Die aus (F) sich ergebenden .4,..., %, liegen dann ebenfalls beliebig
nahe bei &y, ..., &, und auBerdem liegt der so gefundene Punkt (z,,..., 2,) nicht
nur auf (F), sondern auch auf der mit den (geeignet gewihlten) b;, gebildeten und durch
sie definierten L,_;, falls eine solche existiert.

1,24, Bei der in Nr. 1, 23 skizzierten Konstruktion der Koeffizienten von G,(z,)
waren die byi10 und b, (j=2,...,k+1; o =1,...,n — k) zunidchst nur unter
Riicksicht darauf gewihlt worden, daB G,(z,) lauter reelle Nullstellen besitze. Bei
hinreichend kleiner Abénderung aller dieser b;; oder auch nur eines Teiles von ihnen
dndern sich dann die Nullstellen unserer Gleichung G,(2,) = 0 beliebig wenig, bleiben
also insbesondere alle getrennt, reell und in beliebiger Néhe des vorgeschriebenen Wertes &,.
Nun kann aber durch beliebig kleine Abénderung der by, ..., by stets |M| =0
gemacht werden. Und dann entsprechen den gewé#hlten Werten by, ..., b oz
auch eindeutig zugehﬁrige Werte E,o, ?1,'1, -djg, . eay aik; &; 2k+1y ¢ » oy 6fn, j = 1, o e ey k.
Daher gibt es alsdann ein System (L), welches genau die von uns vorgeschriebenen
Werte by, liefert, so daB die durch (L) dargestellte L,_; mit der F; genau m verschiedene,
zu P beliebig benachbarte Punkte gemeinsam hat. Die in Nr. 1, 2 aufgestellte Behauptung
ist somit vollstindig bewiesen, sobald nur solche b;. gefunden sind, fiir welche G, (z,)
lauter reelle, beliebig nahe bei &, gelegene Nullstellen besitzt.

1,25. Nun zur Wahl der 7, . . ., 7, und der bj,. Zunéchstseiz,+n—k =m — 1
gesetzt, also 7, = m — (n — k) — 1; wegen der iiber m gemachten Annahme ist 7, = 0.

n—k
Damit ist erreicht, daB in den zu z7 in G(z,) benachbart stehenden Gliedern Q:‘."i' oot ™

alle Potenzen von z, mit Exponenten von m — 1 bis m — n + k einschlie8lich und
zwar mit den beliebig wihlbaren Koeffizienten by, ¢ =1, . . ., n — k, auftreten. Weiter-
hin sind nur zwei Fille moglich:

Erster Fall: v3>n—k=1. Dann setzen wir 1, =73+n—k=m—n-+4+k—1,
also ry=m — 2(n—Fk)—1. Jetzt treten in G(x,) weiterhin die Potenzen 2", ..., 2™

auf und zwar mit Koeffizienten

n—k
(I byas + & —(Z b2el)s  bonis.ibu,

denen wir ebenfalls willkiirlich vorgeschriebene Werte erteilen konnen.
Journal fiir Mathematik, Bd. 176. Hett 2, 14
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Zweiter Fall: 0 < v, <n — k. Wir setzen alsdann 7; =1,, j =3,...,k, und
erhalten:
2+ (ban—t + Osnet + oo+ i) 8 + o+ B2noir—r, + -+ )2t
A (= beprnar + o )BT A (= Beprnia )2 4
+ (— beg10+-++) =0.

Infolgedessen kann man durch passende Wahl der b, .. ., by o den Koeffizienten

von 7%, ..., 217" willkiirlich vorgeschriebene Werte erteilen. Die Koeffizienten
—k R o . o o . .
von z}*, ;*"',... konnen bei passender Verfiigung iiber die noch freien

bit1e,0 =0,...,n — k, ebenfalls willkiirlich gewihlt werden. Damit ist im zweiten
Falle das Gewiinschte erreicht (vgl. Nr. 1, 24).

Im ersten Falle hat man das Verfahren ganz dhnlich wie oben fortzusetzen und zwar
ergibt sich wieder die Unterscheidung in zwei Fille, je nachdem namlich 7> n — k
oder 73 =< n — kist. Nach endlich vielen Schritten tritt dabei einmal der zweite Fall ein,
womit das Verfahren seinen AbschluB findet. Sémtliche Koeffizienten kinnen also jeweils
willkiirlich gewihlt werden. Die Konstruktion einer Gleichung m-ten Grades, in welcher
kein Glied fehlt, ist iibrigens nur dann moglich, wenn m < k(n — k) + 1.

Damit ist die Behauptung von Nr. 1,2 fiir 2k < n bewiesen.

1,3. Wir haben bisher die Annahme 2k'< rn zugrunde gelegt.

Der Fall 2k = n,d.h. n — k <k <n — 1 laBt sich ganz &hnlich erledigen. Der
Unterschied besteht lediglich darin, daBl wir F; definieren fiir £ <n — 1 durch

Tpy1 = 21 + L% + -0 o + Tk
2
(F’) Teye = T1 + T2

Ty = 2" + Tur,
hingegen fiir ¥ = n — 1 durch die erste dieser Gleichungen allein; und die L,_; definieren

durch
(L,) Ly =Z,,,(x17 ey xn—l')=au0+ﬁu1x1 + ."+Eun—kxn—k, % =n—~k+1,...,n.

Entsprechend wie fiir 2k < n zeigt man, daB durch (F’) eine (im friiher (Nr.1, 1) pra-
zisierten Sinne k-dimensionale) Mannigfaltigkeit F; definiert wird.

Aus den letzten n — k — 1 Gleichungen (F’) setzen wir sodann die rechter Hand
stehenden Ausdriicke fiir die n — &k — 1 < k — 1 Variablen z;,., ..., 2, in die letzten
n — k — 1 Gleichungen (L’) ein und erhalten 8)

Tpro = B3 + o = Wpp20 + Cry21%1 + * + + + Cpyonet Tk
Tpys = 3 + T3 = Wi + G182 + * + * + Cry3n—i Lotk

Ty = ¢ 4 Bpp = @po+ Gui T+ 0o+ Qyp—i Tai -
Dies sind n —k— 1 in x,,..., #,— lineare Gleichungen. Wie vorhin beschrinken
wir uns auf die Betrachtung solcher (L'), fiir welche die letztgenannten Gleichungen ein-
deutig nach z,, ..., ,_; auflésbar sind. Also
n—k
(L) & =eé‘; bjoxt, I=2..,n—k.
Dabei sind, wie man leicht nachrechnet, die b, (j =2,...,n —k;0=0,...,n — k)
den ay,; . eineindeutig zugeordnet, falls ||bjz. .. b; nzl| den Rang n — k — 1 besitzt.

8) Falls n = k - 1, also k = n— 1 ist, besitzt (L) von vornherein die den (Lq) entsprechende Gestalt (vgl.
weiter unten).
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Setgen wir die durch (L} ) gegebenen Ausdriicke fiir die z; in die noch nicht benutzten
2k — n 4+ 1 ersten Gleichungen (L’) ein, so erhalten wir

n—k

n—k
Ty = ’,:‘-72 [22%] Q=z‘0 bjex’f) + (/%) + Ayy Ty

”— n—k

_ n—k _ n—k k _
= (ax(l + ’é; a,q'bjo) + (aA + jé; Gxibj1 ) 1 + 0572 1,52 a.ibjo )21,
x=n—k+1,..,k+1.

Setzt man
n—k
z, = 2 bx?,
e=0
so folgt:
Falls M =||bj2...bjs—i| den Rang n — k — 1 besitzt, sind die a,; bei festem x

n—k

mit n—k+1=<%x=<k+1 durch Angabe der Werte der b, = ’é; a.jbj, fir

0 =2,...,n —k eindeutig bestimmt (und umgekehrt). Alsdann ist auch a,; und a,.
n—k n—k

eindeutig bestimmt durch Vorgabe von b,y = a0 + 722 @xjbjo und von by =a,; + 2; a,ibj1,

< =

und umgekehrt. Wie erhalten also schlieBlich wieder

(Ly) 2y = :go"waf, =2 .. k+1,
wobei die b, den a,. in (L’) ein-eindeutig entsprechen, falls | M| == 0.

Nun haben wir noch die bis jetzt nicht benutzte erste Gleichung (F’), namlich
Z,,, =& + &}y + + - -, heranzuziehen und in sie aus (Lj) die Darstellungen der
Zgy « .+« Zx+1 durch Polynome in z, einzusetzen. Wir gelangen dann wieder zu einer
Gleichung G(z,) = 0 vom Grade m in z,; und haben damit den Anschlu an die Betrach-
tungen des Falles n < 2k erreicht.

1, 4. Wir haben somit den

Satz. Es gibt im R, algebraische k-dimensionale Gebilde Fy, deren simtliche im End-
lichen gelegenen Punkte eine und dieselbe vorgeschriebene Ordnung m beziiglich einer wohl-
definierten iiberall dichten offenen Menge von linearen (n — k)-dimensionalen Mannig-
faltigkeiten besitzen: d.h. Fy ist (im Endlichen) ordnungshomogen von der Ordnung m.
Und zwar kann als m jede der ganzen Zahlen n — k + 1, n —k +2,.. ., k(n — k) 4+ 1
gewdhit werden.

1,5. Wir bemerken noch:

Jede lineare Mannigfaltigkeit des R,, welche in einer der von uns betrachteten, durch
(F) oder (F') dargestellten F; enthalten ist, mup im Durchschnitte einer Hyperebene
%, = konst. mit F; enthalten sein. Und jeder solche Durchschnitt ist selbst eine zu F; ge-
hirige lineare Mannigfaltigkeit von der Dimension k — 1.

Beweis. Jede lineare Mannigfaltigkeit L; 148t sich darstellen in der Form

d
x, = Ay +:‘=21‘ A, y=1,...,n.

Dabei ist d gleich der Dimension von L, die Matrix der A,. hat den Rang d und die 4,
sind unabhingige Verinderliche. Setzen wir dies in (F) ein, so erhalten wir im Falle
k<n—12zB.aus 2,2 =2} + x, daB A;; =+ =A, =0, d. h. daB z; = konst.
Auch im Falle ¥ = » — 1 kann man entsprechend schlieBen. Fiir #, = konst. ergibt aber

(F) eine lineare (kK — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit, w. z. z. w.
14*
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Anmerkung. Fir n =3, k =2 liefert unser Beispiel ein ordnungshomogenes,
geradliniges Flichenstiick 3. Ordnung.

Die von uns zur Ordnungsbestimmung zugelassenen L,_; (vgl. Nr. 1, 21) von der
Form (L) bzw. (L’) enthalten natiirlich keine der kritischen Hyperebenen z, = konst.

1,6. Die von uns bisher konstruierten F, waren insofern noch von ziemlich spe-
zieller Natur, als die Gleichungen (F) in allen x,, . . ., 2; simtlich linear sind.

Durch eine geringe Abéinderung unserer Konstruktion erhalten wir indes (fiir £ = 2)
auch Systeme (F), deren erste Gleichung in mindestens einer der 2,, . . ., ; nickt linear ist.
Damit hat man (jedenfalls fir K =n — 1 und m = n — k + 2) die Moglichkeit zur
Konstruktion ordnungshomogener F;, welche keinen linearen Unterraum von mindestens
(k — 1)-ter Dimension enthalten.

Zur Bildung der gewiinschten Systeme (F) @ndern wir gegeniiber (F) in Nr.1,1
bzw. (F’) in Nr. 1, 3 nur die erste Gleichung ab und setzen fiir k <n — 1:

Tep1 = o + al'af + a2l + oo 4 albat 4 dyal + - + Dz
Trre = 2§ + Ty
(F) '

2, =a7" baw. z, = 2V " + 2,4,

je nachdem 2k < n oder 2k = n. Im Falle ¥ =n — 1 wird nur die erste Gleichung bei-
behalten. Wie in Nr. 1, 5 bestiitigt man, sowohl fiir k <n — 1 als fir k =n — 1, daB
in F) etwa enthaltene lineare Mannigfaltigkeiten hochstens in #, = konst. (z,, ..., 2,
beliebig) enthalten sind. Die Aufgabe besteht nun in der Festlegung der ratiirlichen Zahlen
Gy + + oy Ok} PBay - - -5 P SOWie der reellen Konstanten c,, . . ., ¢; dy, . . ., di in Abhdngigkeit
von m derart, daB die Bestimmung der Ordnung der durch (F) definierten F; auf eine
Gleichung m-ten Grades mit lauter reellen Nullstellen fiihrt. Hierbei konnen die Uber-
legungen der Nr. 1, 1—1, 22 bzw. 1, 3 unverédndert iibernommen werden, weil bei ihnen
die erste Gleichung von (F) bzw. von (F’) iiberhaupt nicht herangezogen wurde. Aus-
genommen ist nur der Nachweis, daB die Punkte, in welchen die (F) bzw. (F’) entsprechende
Funktionalmatrix einen Rang kleiner als k besitzt, nirgends dicht liegen; dieser Nachweis
148t sich aber wie in Nr.1, 1 fithren. Wir erhalten also (entsprechend der Nr. 1, 23) die
Gleichung

k n—k % k n—k 2 k—n
Gnl@) = & + Zonal (Z bett) + 2 Z buett) — (2 brrrest) = 0.
Dabei ist noch (vgl. (A¥))
n—k
b,,o=5,,—aél'bw£‘f, *=2,...,k.

1,7. Diew,p, undc,d, sind jetzt so zu wahlen, daB 27" Glied héchsten Grades

in Gu(2,) wird, ferner daB den m iibrigen Koeffizienten von G,,(z,) durch passende Wahl
der bay, .« oy bk n—iy Dkr10, - - oy bey1nz Willkiirlich vorgeschriebene Werte erteilt werden
konnen; dabei sollen nicht gleichzeitig alle o gleich Eins und alle d gleich Null sein.
Dazu dient folgende Bemerkung:

I. In der Entwicklung von -

(eé,be""’ «, wo ¢ > 0 ganzzahlig,

nach Potenzen von x kinnen -im Falle eines ungeraden Exponenten q den Koeffizienten
von ', ... x9—Vr+1 beliebig vorgegebene Werte erteilt werden, indem man nur
bsy byosy « . ., by passend wdihlt.
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In der Tat ist
Zf’b a0 q= bix™ 4 ¢! bl 2—————“ by b2t
— (/] r (q—i)! r r—1 tfl"'to! r 0 ’
dabei ist im allgemeinen Glied iiber alle ganzzahligen 7, ..., 7, zu summieren, welche
folgenden Bedingungen geniigen:
,=20, v+ 4+ +1,=¢9, Oerg+1lery4+--v+r.v,=rq— A2,
und mithin

Q:‘-Z)(r— 0) 7o = 4.

Fir 1< A2=r—1 muB daher (wegen 7, =0) jedenfalls 7z, =0 sein, wenn
0o=r—A—1. Und aus 7,30 folgt: 7,_; =1, 7, =¢q — 1, alle iibrigen
7,=0. Im Koeffizienten von z7¢—*, dargestellt als Polynom in den b,, b,_4, . . ., b,, treten
also fiir A = 1 nur b,, . . ., b,_; auf und zwar b,_; nur in dem Gliede G—————_qi)! N b2 b,y
also insbesondere nur in der ersten Potenz; fiir A = 0 haben wir als Koeffizienten b?.
Da g nach Voraussetzung ungerade ist, hat die Gleichung y? = A fiir jedes A (genau)
eine reelle Losung, so daB b! jeden vorgeschriebenen Wert annehmen kann. Nach Fest-
legung von b, 5= 0, also des Koeffizienten von 27¢, kann dann (durch Auflésung einer
linearen Gleichung) b,_; eindeutig so bestimmt werden, daB der Koeffizient von zre—t
einen beliebig vorgeschriebenen Wert annimmt, usw. Daraus folgt die Behauptung.

Ferner bemerken wir:

II. In der Entwicklung von

T r 2 r 2
xr(qé; b, w0> + (ego b, a:‘?) — (oé;) Co x°)
nach Potenzen von % kann durch passende Wahl der b,, . . ., by, ¢,, . . ., ¢; den Koeffizienten

von 2%, ., ., xr+1 jeder beliebig vorgeschriebene Wert erteilt werden.

In der Tat: Der Koeffizient von ™ ist b, + b} — ¢2. Ist daher b der vorgeschrie-
bene Wert, so kann man durch hinreichend groBe Wahl von b, > 0 erreichen, da
b, + b — bf > 0 ist; alsdann gibt es genau ein ¢, > 0 mit b, + b2 — b = d. h.

mit b, + b2 — ¢} = b, wie behauptet. Der Koeffizient von 2* ' ist nun gleich
1+ 2b) b1 — 2¢, 6,1 usw. (vgl. I). Daraus ergibt sich ohne weiteres die Be-
hauptung.

1,8. Auf Grund der in Nr.1,7 gemachten Bemerkungen kann jetzt die Fest-
legung der «,, B,, c,, d, dhnlich erfolgen wie frither die der 7z, (vgl. Nr. 1, 25). Es wird
geniigen, dies fiir den Fall k> 2 und fiir m = 2 (n — k) 4+ 1 zu skizzieren. (Dabei soll
m<k((n—k)+ 1 sein.)

Wir dividieren m durch n — k, lassen aber auch , Reste* gleich n — k zu,
setzen also:

m=c(n—k+p+1
wo ¢ und B ganzzahligmit 0 < g <=n —k — 1, also2_$_a§k—n—ﬁ7c.
1,81, Es sei zundichst ¢ =1 (mod 2).
Wir setzen
Ba=P, as=0, c;=1; Bs=PB+ (n—k), 65=0—2, cg=1; fy=p, x4=0—2, c,=1; usw.;

bis wir zu ¢ —2u =1, also zu four1 =B+ (n — k), oeuts =1, couy1 =1 gelangt sind.
Wegen ¢ <k ist auch 24 + 1 < k.
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1,811. Im Falle 0 =2u + 1 <k ist 3 < k und wir setzen:
Coppz =+ =0 =05 dopy1 =doyrs=-++ = — dp=1; alle iibrigen d, = 0.
Es ergibt sich:

Gu(zy) = xl + J’fﬂxz + xH(n—k) - + .+ $f+(n—k)-’l32p+1 -+ x:u“ doee e — $12c — P41,
dabei denken wir uns fir =, . .., %, %4, die zugehorigen Polynome in z; gemiB (L*),
(A¥) bzw. (L;) usw. schon eingesetzt. Durch passende Wahl der by, ..., beu, mit

#=1,...,n —k, lassen sich jetzt den Koeffizienten von 27+, .  of+*"=P pe.
liebige Werte erteilen (geméB Nr.1,7; I). Bei der Bestimmung der iibrigen Koef-
fizienten behandeln wir die Fille g >O und B = 0 getrennt.

Falls g >[0, wihlen wir die byui2 «, - . ., br_s , beliebig (x =1,...,n — k, soweit
nicht schon 2u 4 2 =1Fk), ebenso die b;n—,..., b;gt1. Durch passende Wahl der

bourtn—ts -« - bzuy11 konnen wir dann den Koeffizienten von zft"—  gh+(—=0+

willkiirlich vorgeschriebene Werte erteilen, wie die Betrachtung von #{* ™ u,, ; + 28,41
lehrt. Die Betrachtung der noch iibrigen Glieder des gleichen Ausdruckes zeigt, daf
durch passende Wahl der b4, . . ., by (vgl. Nr.1,7; 1, fiir ¢ =2, r =n — k) auch den

Koeffizienten von xp“" o x'l'—k“ willkiirliche Werte erteilt werden konnen. SchlieB-

lich kann man_durch passende Verfiigung iiber die noch vollig freien by n—iy -« - D410

den Koeffizienten von 217", ..., 2° willkirlich vorgeschriebene Werte erteilen, womit

alles Gewiinschte geleistet ist.
Falls g = 0, besteht die Anderung nur darin, daB wir jetzt den Koeffizienten von

220 27 willkiirliche Werte dadurch erteilen, daB wir die bauyqnek, - « - Douit 1
zusammen mit den by n—z, ..., by geméB Nr.1,7; IT geeignet bestimmen.

1,812. Im Falle 0 =2u + 1 =k mufl g =0 sein (wegen m<k(n—k)+1
und & g 3 (wegen k = 2)). Es tritt dann jedenfalls x, in der ersten Gleichung (F) in
mindestens der dritten Potenz auf. Wir setzen alle d, = 0 und verfahren im iibrigen
wie in Nr.1, 811.

1,82. Nunmehr sei ¢ =0 (mod 2).
Wegen ¢ = 2 (vgl. die Voraussetzung in Nr.1, 8) konnen wir setzen:
Ba=B+ (n—k), ap=0—1, ca=1; p3=04, ay=0—1, ecg=1;
Bs=P+ (n—k), axg=0—3; ¢;=1; usw,
bis wir zu ¢ — 2y + 1 =1, also By, = + (n — k), &2, =1, ¢, = 1 gelangt sind.
Im Falle 2v = 0 = k ist wieder § =0 und wir erhalten:
Gu(®) = a + &7 + oo+ 27w — 241 = 0.
Die Koeffizienten von G, (z,), als Polynom in x, betrachtet, sind ersichtlich be-
liebiger Werte fahig (Nr. 1, 7; I).
Im Falle 2v = ¢ < k setzen wir:
G(®) = af + 2 "™ oo 4 2Oy, 4 & 4 2l = 2k — B =0,
Im iibrigen verlaufen die Schliisse entsprechend wie oben.

§ 2. Existenz k-dimensionaler algebraischer Gebilde im R, mit Punkten bis zur Ordnung
2(%(n — k) + 1) einschlieBlich.

Durch eine leichte, sogleich anzugebende Abénderung der in Nr. 1, 1—1, 4 benutzten

Beispiele gelangt man zu algebraischen k-dimensionalen Mannigfaltigkeiten F; mit

einzelnen Punkten von hoherer Ordnung als k(n — k) + 1. Dabei sind die betrachteten
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Punkte wieder von rationalem Charakter (insofern nimlich fiir die F; wieder eine Dar-
stellung (F) gilt, in welcher n — k der Koordinaten Polynome in den iibrigen sind).

Der Gedankengang ist folgender: Zunichst konnen wir die in Nr. 1, 23 angegebenen
Bedingungen (A,) weglassen; denn wir brauchen ja nur fiir die Umgebung eines einzigen
(passend gewéhlten) Punktes die F; als von der gewiinschten Ordnung nachzuweisen.
Durch den Wegfall von (A,) werden nun k — 1 neue Koeffizienten frei verfiigbar.
Daher ist die Existenz von Punkten hiherer als my-ter Ordnung bereits wahrscheinlich
(mg = k(rn — k) + 1). Um nun Punkte moglichst hoher Ordnung zu bekommen, miissen
wir auf eine Gleichung G(z,) =0 von moglichst hohem Grade und mit lauter reellen
Nullstellen ausgehen. Der giinstigste Fall ist dabei derjenige, in welchem G(z,) ein
Polynom méglichst hohen Grades m in y = 2% mit lauter positiven verschiedenen Null-
stellen y ist. Dann erhalten wir nidmlich im ganzen 2m verschiedene reelle Nullstellen
2, von G(z,).

Den eben gemachten Andeutungen entsprechend, setzen wir zunichst im Falle
2k <n:

m 7 Tk ok
Tpp1 = & + 2% + o + 2k
Lo = 47"+ Ty

(F)
Tox = XF + X
g,
Topp1 = T ¥F1
Ty = TR,

Wie in § 1 stellen wir wieder durch Elimination die Gleichung G(z,) = 0 her; diese
lautet jetzt:

zy' + x?(bzo + by zy + bzzx:’ + et b2n-—kx;"—k) + .
+ 2¥(bro + b1 2y + b2 2T + ¢ - o + bpp—r2("F)
=ber10 + Drs1 1%y + begr 220 + - o0+ ey pp2EL

Wir haben zwei Fille zu unterscheiden.

Erster Fall: m ist eine gerade ganze Zahl, m = 2t, mit

kn — k) + 2 =m < 2k(n — k).

Wir setzen alsdann b3 =0, j=2,...,k, k+1; fernero, =0, 1+ 2, x=2,...,n —k
mit ¢; = 0, so daB ¢, = 2(% — 1). Darnach bestimmen wir 7, wie folgt:

Ist m>2(n —k), so setzen wir o, + 7o =2(n —k — 1)+ 79 =m — 2,
also 7, =2(t —n + k) > 0. ‘

Ist m < 2(n — k), so werden wir 7, sowie alle by, gleich Null setzen, deren zu-
gehoriges o, = m ist. Ferner setzen wir alle iibrigen b;, gleich Null (j =3,...,kk+1;
0=0,2,...,n—k). Die noch iibrig bleibenden Glieder by und b;.2", 7 =2,3...,
zusammen mit 2» liefern uns dann ein Polynom P(y) in y = 2} vom Grade ¢, dessen
hochstes Glied den Koeffizienten 1 hat, wihrend den Koeffizienten aller iibrigen Glieder
beliebige Werte erteilt werden konnen, also insbesondere solche, daB P(y) lauter positive
beliebig nahe an Null gelegene, verschiedene Nullstellen besitzt.

Somit haben wir im Falle m < 2(n — k) bereits die gewiinschte Gleichung. Wir
erhalten so einen Punkt der gewiinschten Ordnung, némlich (vgl. (F) und (A,)):

(51=0,&=bao, ..., & =Dbro;  &r41=0, Ekra =bso, - . o, bnx = bo, bnip1 =+ =& =0).
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Im Falle m > 2(n — k) haben wir das Verfahren weiter fortzusetzen, ndmlich 73 zu
bestimmen. Dabei verfahren wir ganz entsprechend wie fiir v,, Wir machen némlich
den Ansatz: v, — 2 = 73+ 2(n — k — 1), wobei dann wieder 73 = 0 usw. zu nehmen
ist fiir 7, < 2(n — k). Das Verfahren bricht spatestens mit der Wahl von 7; ab. Soll
in diesem Falle die Konstruktion eines Polynoms in 2} = y mit dem Koeffizienten 1
fiir das hochste Glied moglich sein, dessen séimtlichen iibrigen Koeffizienten beliebige
Werte erteilt werden konnen, so muB ersichtlich 7, = 2(rn — k) sein, also

m=2n—k)+2(k—1)(n—Fk)=2k(n — k).
Zweiter Fall: m ist eine ungerade ganze Zahl, m = 2t — 1, mit
En—k)+2=<m=<2k(n—k)+ 1.

Um auch jetzt Gleichungen mit lauter reellen beliebig benachbarten Nullstellen zu kon-
struieren, bemerken wir zunichst: Ist

P(¥)y=a*4aa® 2+ ...+ a2+ a

ein Polynom mit lauter reellen, absolut beliebig kleinen Nullstellen (a, & 0), so gilt das
Gleiche von
Qz)=2¥1 +a 2% 1 oo d a92% +ax 4+ b,

wenn nur b hinreichend klein ist. Demgemif8 setzen wir ¢, = o}, 4 1, legen der Be-
trachtung m’ = m — 1 statt m zugrunde und wihlen die o, genau so wie im ersten
Falle. Ferner setzen wir, wie vorhin, 7, =m’' — 2 — ¢, bzw. 7, =0, je nachdem
m'>2(n —k) oder m' <2(n —k). Im letzteren Falle nehmen wir ferner by, =0
fiir alle o, fiir welche o, = m’ = 2t, sowie auch b,, = 0. Ferner setzen wir dann noch
diejenigen b,, gleich Null, fiir welche j=3,...,k+1; 0=0,1,...,n —k, mit Aus-
nahme von bgii1o. Ersichtlich gelangen wir so zu einem Polynom Q(z) von der oben
angegebenen Form, dessen sdmtliche Koeffizienten frei wihlbar sind, womit das Ge-
wiinschte erreicht ist.

Im Falle m’ > 2(n — k) fithren wir die Rechnung entsprechend weiter, indem wir
wieder by, = 0 setzen und zur Bestimmung von 7, die gleichen Uberlegungen und Fall-
unterscheidungen vornehmen wie bei der Bestimmung von z,. Man sieht, wie das Ver-
fahren fortzusetzen ist und daB dabei m’'+ 1 =m < 2k(n — k) + 1 sein muB, falls
man schlieBlich zu einem Polynom Q(x) gelangen will, iiber dessen simtliche Koeffizienten
sich frei verfiigen 148t.

Der Fall 2k = n erledigt sich entsprechend, wenn man die in § 1 angegebene Be-
handlung sinngem#8 abédndert.

Zusammenfassend erhalten wir also den

Satz. Es gibt k-dimensionale algebraische Gebilde Fy, im R,, welche Punkte der Ordnung
7 besitzen, wo m irgendeine ganze Zahl aus der Rethe n — k+1,...,2k(n — k) + 1
sein kann. Diese Punkte konnen iiberdies so gewdhlt werden, dap sie von rationalem Charakter
(im oben definierten Sinne) sind.

Ferner gilt:

Falls die Fi Punkte von nicht-rationalem Charakter enthalten darf, kann man sogar
zu Punkten der Ordnung 2k(n — k) 4+ 2 = 2[k(n — k) + 1] gelangen.

Beweis. Es werde Fj, wie in § 1 durch (F) definiert mit dem Zusatze z, = ¢2, so da8
also in der Umgebung der Hyperebene z, = O reelle Punkte nur mit x, > 0 auftreten
konnen. Man konstruiert nun G(z,) mit m = k(rn — k) 4 1 wie in § 1, indem man als
zu betrachtenden Punkt Py = (&,, .. ., §,) den Punkt (&, = 0; &, . . ., £,) wihlt, wo die
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&y, . . ., & beliebig seien. Alsdann setzt man x;, = ® und bestimmt die simtlich will-
kiirlichen Koeffizienten so, daB lauter reelle, beliebig nahe bei ¢t = 0 gelegene Nullstellen ¢
existieren; deren Anzahl ist dann 2[k(n — k) 4 1].

§ 3. (R(n—k) + 1) als obere Schranke der Ordnung differenzierbarer,
ordnungshomogener k-dimensionaler Gebilde im R,.

Zunichst set wieder 2k < n. Wir betrachten dann im euklidischen R, ein k-dimen-
sionales Gebilde F;. Wir denken uns jetzt F; dargestellt als abgeschlossene Hiille einer
Summe von k-dimensionalen ordnungshomogenen Gebilden H,, deren offene Kerne
paarweise fremd sind ?). Uber F; machen wir folgende

Voraussetzung 1. F, werde definiert durch »n — k& Gleichungen

(D) D (2, .00y 20) =0, t=k+1,...n
Der Definitionsbereich sei ein n-dimensionaler Wiirfel, etwa |z,| <1, » =1,..., n.
Ferner seien die O, so oft stetig differenzierbar, als es im folgenden fiir sie und die aus
ihnen gewonnenen Funktionen gebraucht wird, und es sei die Funktionalmatrix H Z:’

vom Range n — k.

Voraussetzung 1I. Der Durchschnitt einer Umgebung des auf H, betrachteten
Punktes mit einer passenden, die jeweils in Frage kommenden L, ; enthaltenden,
L, 41 soll ein Bogen sein (vgl. die ausfiihrlichere Fassung weiter unten).

Wir wollen zeigen, da8 jedes solche ordnungshomogene Gebilde hochstens von der
Ordnung m = k(n — k) + 1 sein kann beziiglich einer nachher festzulegenden Menge
von L,_;, welche im Raume aller L, _; offen und iiberall dicht ist. Es geniigt, die Um-
gebung U eines inneren Punktes P eines solchen H,, also die Umgebung etwa von
(2, ..., & 2, ..., 2Y), zu untersuchen. Wir konnen daher ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit annehmen, daBl (gegebenenfalls bei passender Umnumerierung der z,)
H, in U darstellbar sei in der Form

(F) Tire = Yol®yy -y Te), e=1..,n—k,
sowie daB die y; in U so oft differenzierbar sind, als wir es notig haben. Das alles
folgt aus der Voraussetzung I.

Abgesehen von einer (im Raume aller Z,_;) nirgends dichten Menge konnen wir
jede L,_; in der Gestalt schreiben

k n
(L) Tr+j = Qo +1é; Qjr T +”=22k:+1d,‘,,.'17,, y ] = 1, ey k.
Durch die letzten n — 2k Gleichungen (F) sind die 2., (r=1,..., n — 2k)
als Funktionen von z;, . . ., z; bekannt. Diese setzen wir in die Gleichungen (L) ein und

erhalten unter Heranziehung der noch iibrigen & ersten Gleichungen (F):

k

o OVt (B T = (@) =1k

_ P
(L)  2ey5=ajo 'l‘té; ajr T +

Die (L) sind & Gleichungen in den z,, ..., z; als Unbekannten. Soll #; ordnungs-

homogen von mindestens der Ordnung m sein, so muf (L) bei passender Wahl der
k+kok+ k(n — 2k) = k(n — k) + k willkiirlichen Koeffizienten a;; mindestens m
verschiedene Losungs-k-tupel (z, . . ., ;) besitzen, die in beliebiger Néhe eines beliebig
vorgegebenen Punktes P* = (z¥, ..., z¥*) von U liegen. Durch Auswahl erhalten wir

%) Diese Darstellung ist immer mﬁgﬁch. Vgl. 0. Haupt, Uber die Struktur reeller Kurven, Crelles Journal

164 (1931), S. 50ff., Einleitung.
Journal filr Mathematik, Bd. 176. Heft 2. 15
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eine konvergente 1°) Folge (L,) solcher L, ; mit dem Limes

— k -
(L*) Tk+j = a;':' +Té;(l;'ku.’l}, +“=2 a;zxﬂ ’ /= 1’ MR} k.

2k+41

Ubrigens miissen die Gleichungen (L*) fiir z, = x}*, » =1, ..., n, erfiillt sein.

Wir stellen zunéchst eine nrotwendige Bedingung dafiir auf, daB ein vorgegebener
Punkt P* mindestens die Ordnung m besitzt.

Dabei benutzen wir die Voraussetzung 11, die in ausfiihrlicherer Fassung so lautet:
Fiir alle Punkte (ay, . .., &») einer im Raume aller k(n — k + 1)-tupel (a;.) dichten
offenen Menge sollen & — 1 der Gleichungen (L) nach & —1 der Unbekannten, etwa
nach z,, ..., %, eindeutig auflésbar sein in der Umgebung von P*, und zwar sollen die
go erhaltenen

(L) z, = @, (x,)
eindeutige Funktionen von x, mit entsprechend hohen gleichméflig beschrénkten stetigen
Diﬁerentialquotienten sein in einer festen Umgebung von (z¥, ..., z¥). Demgemil
sei nun 2, = @, (2,5 a,4,...,4,), A= .., k. Setzen wir das in die noch nicht ver-
wendete Glelchung von (L) ein, so erhalten wir eine Gleichung in z, allein: G(z,) = 0.
Angenommen, es besitze G(=,) fiir fast alle (L,) mindestens m verschiedene (reelle)
Nullstellen, welche fiir fast alle » in beliebiger Nihe von z¥ liegen. Dann hat die p-te
Ableitung von G(z,) in eben dieser Nihe mindestens m — g verschiedene Nullstellen,
e =1,...,m — 1. Wegen der vorausgesetzten Existenz und gleichmé#Bigen Beschrinkt-
heit der Differentialquotienten der ¢, erhalten wir fiir eine passende Auswahlfolge aus
(L,) und fiir » > folgende Gleichungen, in welchen iiberall z, = «¥, v=1,.. .k,
zu setzen ist und wobei @@ den Limes eines Mittelwertes der o-ten Ableitung von ¢
fiir ¥ - oo bedeutet:

ah + afizt + Za,,x, + L k+1a,,, Yui(x¥, . ., x,‘!.‘)] — y(aF, ..., 2¥) =0,
" dy . dy,
* el | LS
(S) + Za" (P.' [;4=2/c+1aj”< dxl ):l dxl 0’
2 v 2y
a* ¢ + [ a* ___L‘__] 7 =0,
2 AR P A - Rl 7

Jj=1,.. .,k o=2,...,m—1;
dabei ist
d

d;Pl 8wl+;8x ¥, U

Das sind km algebraische Gleichungen, nidmlich gleich Null gesetzte Polynome in
den k(n — k+ 1) Unbekannten ¢f und den (K — 1) (m — 1) Unbekannten ¢{*,
o=1,...,m—1; vr=2,...,k In den Gleichungen (S) sind iibrigens auch die-
jenigen enthalten, zufolge deren (L*) fiir z, = x* erfiillt ist. Wie die Beispiele des § 1
zeigen, sind unsere Gleichungen im allgemeinen gewifl miteinander vertriglich, wenn
km<(k—1)(m—1)+k(n —k-+1), wenn also m <k(n — k) + 1. Wird diese
maximale Ordnung (k(rn — k) + 1) iiberschritten, so sind die (S) sicher nur dann ver-

10) Eine Folge (L(")) von L ,,__k, welche in der Gestalt (L) darstellbar sind, heiBt konvergent, wenn die ent-

sprechenden Koeffizienten in der Darstellung (L) konvergieren. Der Limes wird durch (L) geliefert, wenn darin
fiir die Koeffizienten die entsprechenden Koeffizientenlimites eingesetzt werden.
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triglich, wenn ein den homogenisierten (S) zugehériges Resultantensystem (R) Null wird;
dieses ist ein System von algebraischen Bedingungsgleichungen fir die (partiellen) Ab-
leitungen der v, im betrachteten Punkt P* und stellt eine rotwendige Bedingung dafiir
dar, daB der betrachtete Punkt von hoherer als (k(n — k) + 1)-ter Ordnung ist. Diese
Bedingung ist aber durchaus nicht als hinreichend erwiesen; es ist ja in ihr noch nicht
einmal beriicksichtigt, da8 die Losungen ¢!?, af, soweit sie iiberhaupt fiir uns in Frage
kommen, reell sein miissen.

Der Fall 2k = n fithrt zum gleichen Ergebnis, wenn man die Voraussetzung II
durch eine dem System (L’) (vgl. Nr.1, 3) angepaBte Voraussetzung I1’ ersetzt. Soll
nun das betrachtete Gebilde ordnungshomogen von hoherer Ordnung als (k(n — k) + 1)
sein, so muB (R) identisch in x,, . . ., 2; befriedigt sein, d. h. unser Gebilde mul einem
gewissen System (R*) partieller Differentialgleichungen Geniige leisten ). Ob unter den
durch (R*) gekennzeichneten F; sich wirklich ordnungshomogene von hioherer Ordnung
als (k(n — k) + 1) befinden, ist durch unsere Uberlegungen nicht entschieden. Be-
zeichnen wir daher die durch (R*) gekennzeichneten Fy als Ausnahme-F;, so haben wir
den

Satz. Eine Fy, welche sich im Kleinen in der Gestalt (F) darstellen lifpt, und welche
im Kleinen den Voraussetzungen 1 und II bzw. 1 und 11’ geniigt, ist darstellbar als ab-
geschlossene Hiille einer Summe von ordnungshomogenen Fy, deren jede hichstens die Ordnung
(k(n — k) + 1) besitzt, und von Ausnahme-Fy.

11) Fiir n = 3, k = 2 ergibt sich die partielle Differentialgleichung der geradlinigen Flichen (vgl. a. a. 0. 2)).
In diesem Falle sind also die Bedingungsgleichungen keineswegs identisch, d. h. fiir jede Fliche, erfiillt.

Eingegangen 7. Juli 1936,
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