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Diskret bewertete perfekte Koérper
mit unvollkommenem Restklassenkorper.

Von Oswald Teichmiiller in Gottingen.

. H. Hasse und F. K. Schmidt haben zuerst allgemeine Sitze iiber die Mannigfaltig-
keit der verschiedenen Typen diskret bewerteter perfekter Korper aufgestellt 1). Sie
fanden als wichtigstes Bestimmungsstiick dieser Korper den Restklassenkiorper. Auf
Grund des neuen Formalismus, den E. Witt veroffentlicht 2) und dessen Zusammen-
hang mit der gewohnlichen p-adischen Addition er auch selbst bemerkte, gelang es mir,
die Ergebnisse von Hasse und F. K. Schmidt nicht nur auf iibersichtlicherem Wege zu
beweisen, sondern auch die Struktur von dort als vorhanden nachgewiesenen Koérpern
durch explizite Formeln festzulegen. Eine Skizze dieser Untersuchungen veroffentlichte
ich bereits 2); eine ausfiihrlichere Darstellung an dieser Stelle sollte folgen.

Inzwischen hat aber Witt selbst die Hauptergebnisse (nidmlich die Strukturunter-
suchung der diskret bewerteten perfekten Korper mit vollkommenem Restklassenkorper
von Primzahlcharakteristik) in seine eben zitierte Arbeit ohne wesentliche Abénderung
aufgenommen. Deshalb kann ich mich darauf beschrinken, hier den Fall eines unvoll-
kommenen Restklassenkorpers auf jenen schon erledigten Fall zuriickzufiihren.

Der Vollstindigkeit wegen werden gelegentlich auch wohlbekannte Hilfssitze be-
wiesen.

) Ein diskret bewerteter Kirper ist ein Korper K, in dem jedem Element « eine Zahl w(x)
folgendermaflen zugeordnet ist:

w(x + B) = Min (w(x), w(p));
w(xf) = w(x) + w(p).
Wir diirfen, ohne interessante Fille zu verlieren, annehmen, daB K ein Element » mit
w(w) =1
enthalt; jedes solche z heiit Primelement. Die Menge I aller « € K mit w(a) = 0 ist ein
Integritatsbereich, dessen Quotientenkorper K ist; I heit der Bewertungsring. Die
Ideale von I sind: '

w(0) = oo, w(x) ganzrational fiir &« 5= 0;
(1 [

I= (1)’ (), (”2)7 cen (O)'

1) H, Hasse und F. K. Schmidt, Die Struktur diskret bewerteter Korper, dieses Journal 170 (1934).
~ ?) E. Witt, Zyklische Korper und Algebren der Charakteristik p vom Grad p”. Struktur diskret bewerteter
perfekter Korper mit vollkommenem Restklassenkorper der Charakteristik p, dieser Band, S. 126.
3) 0. Teichmiiller, Uber die Struktur diskret bewerteter perfekter Korper, Gott. Nachrichten N. F. 1 (1936).
Journal tiir Mathematik. Bd. 176. Heft 8. 19
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o= f (mod n") ist gleichbedeutend mit w(x — B) = n. Der Restklassenring I/(n"™)
heifle R,, die Elemente von %R, sind also als Restklassen spezielle Teilmengen von I.
Fiir m < n ist jede Restklasse aus R, in einer Restklasse aus R, enthalten, und es gilt
R/ (7™) = R
Besonders wichtig ist R;; dieser Restklassenring ist sogar ein Korper &:
=R, =1/(n).
® heiBt der Restklassenkirper von K. All diese Bezeichnungen werden in der ganzen
Arbeit angewandt. .

K heilBt perfekt, wenn es zu jeder Folge a, aus K, fiir die lim w(x, — on) = oo gilt,
ein & € K mit lim w(«, — «) = oo gibt; dies « heilt dann lim x,. Wir formen diese Be-
dingung um.

Hilfssatz 1. K ist dann und nur dann perfekt, wenn I perfekt ist.

Beweis. K sei perfekt, «, sei eine Folge aus I mit lim w(«, — «,) = 0. Dann
gibt es ein &« ¢ K mit lim w(x, — &) = . Nach (1) gilt

w(o) = Min (w(x — &n), w(on));
aber w(«y,) ist = 0 und w(x — ay,) strebt gegen oo, darum w(x) = 0, « ¢ 1.

Nun sei I perfekt, «, sei eine Folge aus K mit lim w(o, — o) = 00. Ist w(og —ax) =0

fir n > N, so ist

. w(xp) = Min (0, w(xy)) fir n > N.
Daher gibt es ein M mit

w(o,) = — M fiir alle n.

My, ist dann eine Folge in / mit

w(Mo, — aMey) = M + w(x, — o) > ©,
also gibt es ein # € I mit lim w(a¥«x, — B) = oo; setzt man « = frn—M, 80 strebt

w(oy — &) = w(@Mo, — ) — M - .

Unter einer Restklassenschachtelung verstehen wir eine Folge von Restklassen

T, € Ry, 1€ Ry, .., fiir die
r1>r2>r3>. ..
gilt.

Hilfssatz 2. Dann und nur dann ist I (also K) perfekt, wenn jede Restklassen-
schachtelung sich auf ein Element von I zusammenzieht, also einen nichtleeren Durchschnitt hat.

Beweis. I sei perfekt, r, >t,>- - - sei eine Restklassenschachtelung. «, sei irgendein
Element von r,. Firm < n gilt dann «,, € 1, und auch «, € 1, <y, also «,, = «, (mod ™)
oder w(oy — o) = m. Daher strebt w(oy — o) > 00; es gibt einen lim &, = x € I. Zu
jedem n gibt es ein N = n mit w(ay — &) = n; aus oy € ty= 1, und & = ay (mod n")
folgt « €r,. TUnser « liegt also in allen t,.

o ist das einzige Element von I mit dieser Eigenschaft; denn liegen « und g in allen
1,, so gilt fiir alle n

o« = f (mod n*)
oder w(x — B) =n, wloe— p)= o, «=24.

Nun werde vorausgesetzt, jede Restklassenschachtelung ziehe sich auf ein Element
von I zusammen, und &, sei eine Folge in 7 mit lim w(x, — &,) = oo. Dann gilt fiir jedes &
zuletzt w(x, — o) = k, zuletzt sind also alle x,, kongruent mod =*, die letzten «, liegen
in einer einzigen Restklasse 1, mod #*. Diese 1; bilden offenbar eine Restklassenschachte-
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lung, sie mogen sich auf « zusammenziehen. Dann liegt « fiir jedes k mit den letzten ,
in derselben Restklasse 1, (mod ~*), zuletzt ist w(xy, — &) = k. Das heiBt aber
lim w(x, — &) = .

Von jetzt an ist K immer perfekt.

Unter einem Reprdasentantensystem (genauer: Reprisentantensystem von I mod (=)
versteht man eine Teilmenge von I, die mit jeder Restklasse aus R, = & genau ein
Element, den ,,Reprdsentanten‘* dieser Restklasse, gemein hat. Bekannt ist

Hilfssatz 3. Ist m, eine Folge mit w(n,) = n (z. B. n, = ") und R ein Reprdsen-
tantensystem in K, so lift sich jedes Element von K eindeutig in der Form

0
”=w(nn)anﬂn (an € R)

darstellen. Insbesondere lassen sich die Elemente von I eindeutig in der Form

o0 =

« =”§0ann” (an € R)

darstellen.
Wir werden spéter gelegentlich einen Oberkérper K endlichen Grades n von K zu
betrachten haben. Die ,,Bewertung‘‘ w(x) von K 148t sich auf eine und nur eine Weise

zu einer Bewertung w(A) fortsetzen, die den Elementen A von K Zahlen so zuordnet,
daB (1) gilt. Nur sind die Werte w(A) nicht mehr notwendig ganze Zahlen, sondern es

konnen Briiche auftreten, die aber jedenfalls Vielfache von —r%— sind. Ist w(IT) = %

der kleinste positive Wert von w, so ist e eine natiirliche Zahl, die Verzweigungsordnung
von K/K. Man kann w(A) durch das stets ganzzahlige ew(A) ersetzen und alle vorigen
Schliisse durchfithren. Der Restklassenkorper & von K ist ein endlicher Oberkorper
von R, der Grad (®: &) heiBt Restklassengrad. Es gilt

Hilfssaiz 4. Der Grad von K iiber K ist das Produkt aus Restklassengrad und Ver-
zweigungsordnung.

Wir interessieren uns hier fiir den Fall, dafl der Restklassenkorper & des diskret
bewerteten Korpers K die Primzahlcharakteristik p hat. K hat dann entweder auch die
Charakteristik p (charakteristikgleicher Fall) oder die Charakteristik O (charakteristik-
ungleicher Fall). Im letzteren Fall liegt p selbst, als Element von I angesehen, in (7)
und hat daher eine positive Ordnungszahl

w(p) =s = 1;
ist s = 1, d. h. ist p ein Primelement, so heilt K unverzweigt.

® heiBt bekanntlich vollkommen, wenn man in & aus jedem Element von & die p-te
Waurzel ziehen kann. Die Bestimmung der Struktur von K bei vollkommenem & ist bei
Witt a. a. O. verdffentlicht. Ich gebe nur die fiir uns wichtigen Hauptergebnisse an.

Hilfssatz 5. K enthilt ein ausgezeichnetes Reprisentantensystem R, das multiplikative
Reprisentantensystem, das durch jede einzelne der folgenden Eigenschaften eindeutig be-
stimmt ist:

1) Liegt «_ in der Restklasse a?"(a € ), so strebt o" fiir n —~ o gegen den Reprdisen-
tanten a von a in R.

2) Ist az der Reprdsentant von a?~" in R, so gilt akry = ag.

3) Sind a,b, ¢ die Reprisentanten von a,b,¢ in R und gilt ab = ¢, dann gilt

auch ab = c.
19*
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Hat K die Charakteristik p, so ist R ein Unterkérper von K, und K ist der Potenz-
reihenkorper mit dem Konstantenkérper R: K = R{n}.

Hat K die Charakteristik 0 und ist K unverzweigt, so kann man nach Hilfssatz 3
die Elemente von [ in ,,p-adische Reihen‘

oc=”£)anp", a, € R,
nach dem multiplikativen Reprisentantensystem R entwickeln. Wir setzen

n
a =z2,¢R
und schreiben auch

t=ah
die pr-te Wurzel ist zwar nicht notwendig eindeutig, aber in R gibt es nur eine p"-te Wurzel
aus einem Reprisentanten z,, weil sich die p"-te Wurzel im Restklassenkorper ein-
deutig ziehen 14B8t. Wir haben also eine Darstellung

(2) o =n§')x£_"p" (7, € R).

Wenn man nun mehrere solche p-adische Reihen addiert, subtrahiert oder multipliziert
und das Ergebnis wieder in eine p-adische Reihe (2) entwickelt, so hingen die Rest-
klassen g, (mod p) der Koeffizienten z, des Ergebnisses ganzrational von den Rest-
klassen der Koeffizienten der urspriinglichen Reihen ab. Wir notieren den Fall, daB die
algebraische Summe mehrerer Repréisentanten aus R gebildet wird:

Hilfssatz 6. Ist K unverzweigt und & vollkommen und R das multiplikative Re-
prdasentantensystem in K, so kann man die algebraische Summe mehrerer Reprdsentanten
in eine p-adische Rethe entwickeln:

a+a'+‘--—b—-b'—~--=”§;0np” (a,b,ce R),

und die Restklassen " der ¢ driicken sich im Restklassenkorper & ganzrational durch die
Restklassen a,a’, . b b',... der a,... aus.

Ferner gilt

Hilfssatz 7. Ist K charakteristikungleich bewertet und R vollkommen, so enthdlt
K einen einzigen unverzweigten Unterkirper K', der hinsichtlich derselben Bewertung per-
fekt ist und denselben Restklassenkirper & wie K hat.

,Denselben Restklassenkorper*, das heifit natiirlich nicht nur, die Restklassen-
korper von K und K' seien isomorph. Der Ausdruck ist vielmehr so zu verstehen: jedes
Element des Restklassenkérpers & von K’ liegt in einer und nur einer Restklasse aus
®, und jede Restklasse aus ® enthilt auch hochstens eine Restklasse aus ®’. Man iden-
tifiziert die Restklassen aus ' mit den sie enthaltenden Restklassen aus ® und macht
so in eindeutig bestimmter Weise &' zu einem Unterkérper von & Dieser Unterkérper
&’ von & soll im vorliegenden Fall mit § zusammenfallen.

Bevor wir in die eigentliche Strukturuntersuchung eintreten, noch ein Hilfssatz
iiber das Rechnen mod p:

Hilfssatz 8. Der Restklassenkiorper 8 habe die Charakteristitk p. Fiir Elemente
a, b aus I folgt aus a =05 (mod z), daf a? = b (mod n*+7).
Beweis. Ist b = a + atc, s0 ist

=@+ (F) e twet 4 (P ) atrer + ey
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Hierin sind die Binomialkoeffizienten durch p, also erst recht durch z teilbar (wegen
p =0 (mod x)), die mittleren Glieder sind also durch a"+! teilbar, wahrend das letzte
sogar durch =P* teilbar ist. Es bleibt

~ a® =1b" (mod 2**).
Man mache Induktion nach r.

Durch die Hilfsséitze 5 bis 7 wird die Struktur der diskret bewerteten perfekten
Kérper mit vollkommenem Restklassenkorper beschrieben. Wir nehmen nun an, K
sel ein diskret bewerteter perfekter Korper mit dem unvollkommenen Restklassenkirper &
der Charakteristik p.

In einer anderen Arbeit4) skizzierte ich einen Beweis fiir

Hilfssatz 9. R hat eine p-Basis WM, d. h. eine Teilmenge M mit folgenden Eigen-
schaften: 4

a) Sind ay,...,a, r verschiedene Elemente von M, so hat

P P )
f (Vah L] VE"-
iiber ® den Grad p.
b) R7(M) = &
Wir wihlen ein fiir alle Mal eine feste p-Basis M von & aus. Zwei Eigenschaften
der p-Basis sollen gleich festgestellt werden:
Hilfssatz 10. Sind m und n ganze Zahlen mit m < n, so gilt
an(mpm) — @pm )
Beweis. Aus §7(M) = & folgt
RE(M) = K@) (W) = (R@)” (M) = K7 (M) =
und genau so allgemein
£7() =
Hieraus folgt
") = @ (k> 0).
Man muB nur-beachten, daB bei Charakteristik p das Erheben eines Kérpers in die p-te
Potenz ein Isomorphismus ist.

Hilfssatz 11. Die Ausdriicke

(3) A = as -« - ar,
worinr = 0, ay, . . ., a, verschiedene Elemente von M, 0 < e; < p* — 1, bilden eine (lineare)
Basis von § iiber §*".

Beweis. Nach Hilfssatz 10 ist & = ®%"(I), jedes Element von ® liegt also in einem
Korper &"(ay, . . ., 0,) (a; € M). Weil aber jedes a; einer Gleichung p"-ten Grades iiber
/™" geniigt, sind alle Elemente von ®7"(q;) i.b. a. ®" linear von den

(4) A=ap---ar (0S¢ <pr—1)

abhingig. Es bleibt zu zeigen, daB je endlich viele Ausdriicke (3) i. b. a. ®" linear un-
abhangig sind; das tun wir, indem wir zeigen, daB die Ausdriicke (4) stets i.b. a. "

4 0. Teichmﬁuer, p-Algebren, Deutsche Mathematik 1 (1936).
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linear unabhingig sind, nidmlich indem wir
(®"(ag, . . -, 0,): R) = p"

beweisen.
Selbstverstindlich ist (R (ay, ..., 0,): ®) < p", wir haben die umgekehrte Un-
gleichung zu beweisen. — Fiir » =1, ..., n wird sich der Grad

y—1

(% (aF): 8" (aF 7))
nicht vergroBern, wenn man mit & erweitert:
(Qpn(agv) , @pn(agv—l)) g (@pv: ﬁpv(agv—-l)) _ p,.
nach der Eigenschaft a) der p-Basis . Durch Multiplikation iiber » folgt die Behauptung.
Nun greifen wir aus jeder Restklasse a ¢ I einen Vertreter a beliebig heraus; diese

a bilden eine Menge M. Die Auswahl von M ist wie die einer p-Basis It von § recht will-

kiirlich, wir halten aber in der ganzen folgenden Untersuchung an dem einmal gewihlten
M fest.

Hilfssaiz 12. w(a) = 0 fiir a ¢ M.

Bewers. a liegt als Element einer Restklasse mod # in 7, also w(a) = 0. Wire
w(a) > 0, so wire a = 0 (mod =), die Restklasse a von a wiire 0. Die Restklasse 0 kann
aber in einer p-Basis von & (wegen a)) nicht vorkommen.

Hilfssatz 13. K sei ein Oberkorper endlichen Grades von K von der Form
K = K(ag, - - ., a3y) mit afy = ai,
wo die a; r verschiedene Elemente von M sind. Dann hat K iiber K den Grad p’, und wenn

man die Bewertung w von K auf K iibertrigt, wird der Restklassengrad p' und die Ver-

zweigungsordnung 1. Das auf K fortgesetzte w nimmt also auch in K von selbst (ohne vor-
herige Multiplikation mit einer Zahl e) ganzzahlige Werte an.

Beweis. Selbstverstindlich ist (K: K) < p. Nach Hilfssatz 4 ist also alles be-

wiesen, wenn gezeigt ist, daB der Restklassengrad von K iiber K mindestens p* ist.
Nach Hilfssatz 12 ist

wlam) = — w(e) = 0.

Im Restklassenkorper & von K sei ag die Restklasse von a5 mod 7. Dann ist afy = a;,
& enthalt also den Korper

p_ p__)
Q(aﬂ'l’ LY} 0,-1‘]) = R(Vﬂl, ey Vaf .
Dieser hat aber nach der Eigenschaft a) der p-Basis den Grad p* iiber R.

Wir sehen gleichzeitig, daB der Restklassenkorper & von K genau § G’/a—l, . ’],/&;) ist.

AuBerdem folgt, daB K durch die definierenden Relationen afy = a; schon ein-
deutig festgelegt ist.

Wir bilden jetzt das Kompositum K aller der Korper K des Hilfssatzes 13. K ent-
steht also aus K durch Adjunktion je eines ag mit af; = a fiir alle a ¢ M. Die Elemente
von K sind endliche Summen Loy, .. i, ai‘ﬂ .. -a:"rl (» € K) und als solche Elemente
von jeweils passenden Korpern K, hierdurch ist das Rechnen in K beschrieben. w 1Bt
sich in jedes K, also auch in K als ganzzahlige diskrete Bewertung mit den Eigenschaften
(1) fortsetzen. Aber wenn I unendlich sein sollte, ist K nicht perfekt.
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Wir schlieBen K ab: Der kleinste perfekte Oberkorper von K heiBe Kz. Der Rest-
klassenkorper von Ky heile 8. Jede Restklasse aus R enthilt ein Element eines

K, 1aBt sich also auch als (auf K| fortgesetzte) Restklasse aus & deuten und liegt als

p—
solche in einem .@(Val, - Va,) darum ist nach b)

@f1=@(l/ﬁ)=l/§-

P P __
Weil M eine p-Basis von § ist, ist /M eine p-Basis von §;; = /. Die Menge aller
ag|, die ja der Menge M aller a durch o}, = a eineindeutig zugeordnet ist, heiBe My;.

p e
Dann kann man My als Repriisentantensystem fiir die Restklassen aus My = )M
auffassen. Die Uberlegungen und Konstruktionen, die wir eben mit K und M ausgefithrt
haben, konnen wir also auch mit Ky; und My, ausfiihren. Wir erhalten so einen Korper

K3, der aus Ky durch Adjunktion von je einer Lésung az der Gleichung a% = ay
fiir jedes a;; und nachfolgendes Abschlieen entsteht und auf den sich die Bewertung

P
w ganzzahlig fortsetzt und der den Restklassenkorper ®5; = J/® hat. In ihm sei Mj
die Menge der ag) (a€ M) usw.
Wir haben schlieBlich eine Folge ineinandergeschachtelter perfekter Kirper
K<KT|<K7|<" '<K;ﬂ<' .

die durch ein und dieselbe Funktion w diskret und ganzzahlig bewertet sind, so daf ein Prim-
element v von K zugleich in allen K—| Primelement ist. Jedem a € M ist eine Folge agj € K5
mit ap = ag) zugeordnet, fiir ]edes n sei Mg die Menge der ag, a€ M. Der Rest-

Klassenkirper von K ist &= Vﬁ

Nun bilden wir die Vereinigungsmenge L der Korperfolge Kz Auch L ist offenbar
ein Korper: Je zwei Elemente von L sind in irgendeinem K;; enthalten, in diesem be-
rechnet man Summe, Produkt usw. L ist auch durch w diskret bewertet. Jetzt schlieBen
wir noch L ab: der kleinste perfekte Oberkérper von L heiBe L, sein Restklassenkorper

L. Es ist ohne weiteres zu sehen, da £ die Vereinigung der Restklassenkorper &7 = f/ﬁ
von K, ist. & entsteht also aus & durch Adjunktion simtlicher Restklassen ag; mit
02 = a fir alle n und alle a ¢ M.

Hilfssatz 14. & ist der kleinste vollkommene Oberkirper von .

Beweis. Jeder vollkommene Oberkérper von § muB offenbar € enthalten; wir
miissen zeigen, daB £ vollkommen ist. Jedes Element von @ liegt in einem ®;, nach
Hilfssatz 10 (R (0¥ ") = 8 ") liegt seine p-te Wurzel in Rz, also gleich-
falls in Q.

Wir werden jetzt unsere Kenntnisse iiber die Struktur des diskret bewerteten
perfekten Korpers L mit dem vollkommenen Restklassenkorper @ der Charakteristik p
anwenden und daraus Folgerungen in bezug auf K ziehen.

Zuerst habe K die Charakteristik p. Dann hat auch L die Charakteristik p. Das
multiplikative Reprisentantensystem R fiir die Restklassen aus  in L ist in diesem



148 Tetchmiller, Diskret bewertete perfekte Korper mit unvollkommenem Reestklassnkirper.

Falle ein Korper. T sei das Teilsystem derjenigen Reprédsentanten aus R, welche die
Restklassen aus & vertreten.
Hilfssatz 15. T ist ein Korper.
Beweis. Summen, Differenzen, Produkte und Quotienten von T-Elementen liegen
im Koérper R und ihre Restklassen mod m liegen in Q.
Hilfssatz 16. T C K.
pn

Beweis. a sei ein Element von ®. Dann liegt Va in)/® =8 p enthalt also ein
Element « aus K_. Weil K., aus K durch Adjunktion gewisser p*-ter Wurzeln und
nachfolgendes AbschlieBen entstanden ist, kann man die p”-te Potenz eines jeden Elements
von &, auch a2”, durch Elemente von K approximieren; weil K perfekt ist, folgt a2” € K.
Nach Hllfssatz 5 strebt aber o2" fiir n —~ oo gegen den R- Reprasentanten der Restklasse
a, auch dieser liegt also in K

Wir haben also innerhalb des Ausgangskorpers K ein Reprasentantensystem T
gefunden, das ein Korper ist. Nach Hilfssatz 3 lassen sich die Elemente von K eindeutig
in die Form

(5) o = Xa,m" (a€T)
bringen. Wenn man zwei derartige Reihen nach den gewohnlichen Potenzreihenrechen-
regeln addiert oder multipliziert, erhélt man immer wieder eine Potenzreihe der gleichen
Form (5). Mit dieser Feststellung ist die Struktur von K genau beschrieben:

K st der (in iiblicher Weise bewertete) Potenzrethenkorper iiber einem zu & isomorphen
Teilkorper T.

Als EntwicklungsgroBe kann man ein beliebiges Prlmelement n« nehmen.

" Wir kommen jetzt zum charakteristikungleichen Fall und untersuchen erst un-
verzweigte Korper. K sei also ein diskret bewerteter perfekter Korper der Charakteristik
0 mit dem unvollkommenen Restklassenkorper § der Charakteristik p, und p sei ein
Primelement von K.

er werden fiir alle n=20,1,2,... den Restklassenring

§Rn+1 = I/(p"*1),
wo I der Bewertungsrmg von K ist, als Unterring des entsprechenden Restklassenringes,
den man fiir L bilden kann, beschreiben. Wir geben also diejenigen Restklassen aus
J/(p"*t1) an, die ein Element aus / enthalten und die darum, wenn man in nun schon
gelaufiger Weise I/(p+1) als Unterring von J/(p»+1) auffaBt, Elemente von R,;, werden;
J bezeichnet natiirlich den Bewertungsring von L.
Wir bemerken vorweg: aus o = f (mod p) folgt nach Hilfssatz 8

_ o = 7 (mod p" Y,
also
P =p " (mod p"t).
Eine Restklasse « mod p legt also eindeutig eine Restklasse p’o*"™ mod p*+!

fest. Das gilt fir v=0,1,...,n
Hilfssatz 17. B sei (vgl. (3)) die Menge aller Ausdriicke

6) - A=aq}...dar,
worin a,, . . ., a, verschiedene Elemente von M und die e; = 0 sind.
Dann besteht Ryyy genau aus allen Restklassen .

(7) zAlO t0+p2A ”_1+ +pEA“ ,"—’+ +p”2Atn zn(mOdP“+l)’

€1 01
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wo die A;, aus B und die x;, € J Vertreter von Restklassen aus & (z. B. die multiplika-
tiven Reprdsentanten dieser Restklassen mod p) sind.

Beweis. Wie schon oben bemerkt wurde, macht es nichts aus, wenn man die z;,
durch Elemente von I, die ihnen mod p kongruent sind, ersetzt. Dann stellt aber (7)
ein Element von I dar. Wir miissen noch zeigen, daB jedes Element von / einem Aus-
druck (7) mod p*+! kongruent ist.

Nach Hilfssatz 11 ist jedes Element o von I einer Summe 2 A, o2¥, mod p kon-

gruent, indem die Ausdriicke (6) mod p eine Basis von ® iiber .Q" enthalten. Die z;,

sollen Elemente von I sein. Aber
o — ‘2 At Ox?':)

(8) p= 7
liegt wieder in /, wir diirfen annehmen, B habe schon eine Darstellung

9) p= ZA”“ + . —l—p—12A 7 SR +p”’12A z, . (mod p©).

v iy Lni,n

Denn dieser Ausdruck geht aus (7) hervor, wenn man n durch n — 1 ersetzt. Nun setzt
man (9) in (8) ein und erhilt (7).

Damit haben wir R,., als Unterring von J/(p*+!) ausgedriickt. In die Beschrei-
bung (7) ging (auBer L) nur der Restklassenkorper & von K und die Menge M ein. M kann
aber in L durch die p-Basis It von & charakterisiert werden:

Hilfssatz 18. Die a € M sind in L die multiplikativen Reprdisentanten ihrer Rest-
klassen a € M.

Bewers. Wie schon bei der Konstruktion von L bemerkt wurde, gibt es zu jedem
a € M eine Folge a_ mlt a2 oD = % liegt also in der Restklasse a?™", und es gilt

lim a—l = a. Nach Hllfssatz 5 folgt die Behauptung.

Die R,1 sind also in J/(p*+1) durch & und durch M eindeutig bestimmt.

Aber K ist durch die Gesamtheit der R, eindeutig als Unterkérper von L be-
stimmt. Denn K ist der Quotientenkérper von I, I ist aber, weil K perfekt ist, nach
Hilfssatz 2 genau die Menge derjenigen « € J, die fiir jedes n in einer Restklasse aus
Rp+1 liegen.

Hieraus folgt: K ist durch & bis auf Isomorphie eindeutig bestimmd.

Denn ist auch K* ein diskret bewerteter perfekter unverzweigter Korper der
Charakteristik 0 mit dem Restklassenkorper &* = ®, so sei It* diejenige p-Basis von §*,
die I bei dem gegebenen Isomorphismus §* = @ entspricht, und M* in K* ein Re-
prasentantensystem fiir diese Restklassen. Wir konstruieren L* wie vorher L; wegen
L* == Q besteht ein zugehoriger Isomorphismus L* =L, denn das Rechnen in L ist
durch das Rechnen in & bestimmt. Dieser Isomorphismus laft ®* und & sowie IM*
und M, mithin auch R¥; und R, sowie K* und K einander entsprechen.

Wir haben auch eine Methode kennengelernt, um den unverzweigten Korper K
zum Restklassenkorper & zu konstruieren: Man bildet den kleinsten vollkommenen
Oberkorper & von &, konstruiert dazu den diskret bewerteten perfekten unverzweigten
Kérper L mit dem Restklassenkorper &, setzt fiir M die Menge der multiplikativen Re-
prisentanten einer p-Basis It von &, bildet die Mengen R, ., nach der Formel (7), setzt /
gleich der Menge aller «, die fiir jedes n in einer Restklasse aus R, ., mod p»+! liegen und
bildet K als Quotientenkérper von I. Wir werden bald noch genauer auf diese Kon-
struktion eingehen und werden beweisen, daB sie tatséchlich zu jedem & einen diskret be-
werteten perfekten unverzweigten Korper K der Charakteristik 0 mit dem vorgegebenen

Restklassenkorper & der Charakteristik p liefert.
Journal fiir Mathematik. Bd. 176. Heft 3, 20
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Nehmen wir das einmal als richtig an. Dann kénnen wir Hilfssatz 7 zum Teil auf
unvollkommene Restklassenkérper iibertragen:

In jedem diskret bewerteten perfekten Kirper K der Charakteristik O mit dem unvoll-
kommenen Restklassenkorper & der Charakteristik p gibt es einen diskret bewerteten per-
fekten unverzweigten Teilkorper K' mit demselben Restklassenkorper K.

Wir bilden némlich einfach zu K den Kérper L, in diesem gibt es nach Hilfssatz 7
einen unverzweigten Unterkorper L’ mit dem Restklassenkérper €. Wir wollten an-
nehmen, es gebe zum Restklassenkorper & schon einen diskret bewerteten perfekten un-
verzweigten Korper K'. Wir betten dann, von derselben p-Basis % ausgehend wie bei
der Konstruktion von L, K’ in einen diskret bewerteten perfekten Korper mit dem Rest-
klassenkorper € ein; dieser muB zu L’ (analytisch) isomorph sein, wir diirfen K also gleich
als Unterkorper von L’ annehmen. Innerhalb L fallen dann natiirlich die Restklassen
mod = von K und von K’ zusammen, und die Menge M der multiplikativen Représen-
tanten der p-Basis M von § liegt schon in K’. Wir haben zu zeigen, daB K’ ein Unter-
korper von K ist.

Dazu stellen wir eine Erweiterung von Hilfssatz 17 auf. Es geniigt ndmlich zu zeigen,
daB jedes Element « von K’ mit w(x) = 0 stets mod p*n einem K-Element kongruent ist.

Wir wenden Hilfssatz 11 an, in dem wir aber n durch ns ersetzen (s = w(p)). Dann
erhalten wir fiir « eine Darstellung

a=ZAioals (modp),

worin die A dieselbe Bedeutung wie in (6) haben und auch die = beliehige Reprisen-
tanten von R-Restklassen in K’ sind. Nun schreiben wir
o = Z4;,00%o 4 pB

und wenden auf g denselben SchluB an usw. Ahnlich wie in Hilfssatz 17 entsteht
a=ZA, B0+ pIA, @ T p S4BT pr B A, 5, (mod priY),
erst recht mod p"z. Die A liegen aber nicht nur in K’, sondern auch in K, und die z ver-
treten Restklassen mod = aus &, diirfen also durch Vertreter derselben Restklassen,
welche in K liegen, ersetzt werden. Denn éndert man 2z mod z ab, so dndert man p» z?""
hochstens mod p"n ab (nach Hilfssatz 8; vgl. die Bemerkung vor Hilfssatz 17). « ist
also fiir alle n kongruent einem K-Element mod p”=, eine Folge von Restklassen aus den
Restklassenringen R,,+1 = I/(p"n) zieht sich auf & zusammen, darum muB « in K liegen.
Jedes Element von K’ist aber der Quotient zweier x mit w(«) = 0, daher K'< K, w. z.b. w.

Jetzt wenden wir uns endgiiltig wieder den unverzweigten Korpern zu und beweisen,
dapB man wirklich nach der oben angegebenen Vorschrift zu jedem gegebenen unvollkommenen
Restklassenkirper ® einen diskret bewerteten perfekten unverzweigten Korper der Charak-
teristik 0 mit dem vorgegebenen Restklassenkorper finden kann.

® sei also ein unvollkommener Korper der Charakteristik p. I sei eine p-Basis
von ®, & sei der kleinste vollkommene Oberkorper von &. L sei der diskret bewertete
perfekte unverzweigte Korper mit dem Restklassenkorper €. R sei das multiplikative
Représentantensystem in L, M sei die Menge der R-Reprisentanten der Elemente von .
J sei der Bewertungsring von L. ‘

Fir alle n =0,1,2,... bilden wir als Teilmenge von J/(p**+!) die Menge R,
aller Restklassen

(10) 127 + A, 2" . +p"'§' +A, AT+t p"%‘ + 4, 2, (mod pr*1).

4,0 . n
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Die A haben dieselbe Bedeutung wie in (6):
A =IkIa;k, a, €M.

Die z sollen auch wie in (7) Vertreter von Restklassen aus f sein, auf die Auswahl dieser
Vertreter kommt es, wie schon vor Hilfssatz 17 bemerkt wurde, nicht weiter an, denn wir
betrachten (10) ja nur mod p»+!. Der einzige Unterschied zwischen (7) und (10) besteht
darin, daB in (10) auch abwechselnde Vorzeichen zugelassen sind, das vereinfacht die
nachfolgenden Uberlegungen.

Man sieht ohne weiteres: .

Hilfssatz 19. R..1 ist ein Ring, und zwar derjenige Unterring von J/(p*+1), der von
den Restklassen a (mod pr+!) und p*z?"~" (mod pr+1) erzeugt wird. a durchlduft hierin M,
v lduft von O bis n und x durchliuft ein Reprdsentantensystem der Restklassen aus f. -

Zum Beweis hat man sich nur klar zu machen, daB auch ein Produkt p*z#" = . p#yp"*
wieder in der Form (10) geschrieben werden kann: Fiir » + u < n ist

prar . pry T = e (ar
fir v 4+ p> n ist
pra?" " pry?" " = 0 (mod pn+1).

Noch trivialer ist

Hilfssatz 20. R, = Q.

Hilfssatz 21. Jede Restklasse aus Ryy1 enthdilt mindestens eine Restklasse aus R, .

Beweis. Nach Hilfssatz 19 braucht bloB bewiesen zu werden, daB jedes p*z?"™
mod p*+1 kongruent ist einem Ausdruck der Form (10), in dem n durch n 41 ersetzt ist.

Nach Hilfssatz 11 ist

=24,y (mod p),

worin A wie in (6) und die y Représentanten von ®-Restklassen sind. Wir erheben die
Kongruenz in die p"—-te Potenz und erhalten nach Hilfssatz 8
p T =p _L_!L_ll_! (Al?/;lv"'*‘l)‘l - (A, yt;"“)'v (mod pr+1) .
i1+.-.+ia=pn—v 1 (4
Hier liegt tatsdchlich auf der rechten Seite jeder Summand, mod p*+2 betrachtet, in
dem von den Restklassen a ¢ M und den Restklassen p*y*"~*' (y mod p Représen-
tant einer R®-Restklasse) mod p*+? erzeugten Ring R, ...

Nun kommt ein schwererer Hilfssatz, der ein eigentiimliches Licht auf den Mecha-
nismus der p-adischen Addition wirft. Er niitzt die Eigenschaft a) der p-Basis It aus,
wihrend in Hilfssatz 21 die Eigenschaft b) beniitzt wurde.

Hilfssatz 22. Jede durch p teilbare Restklasse aus R, ., entsteht durch Multiplikation
von p mit einer Restklasse aus R,.

Beweis. In (10) liegen offenbar alle Ausdriicke in p R, auBler %‘ + A; 2" (ich lasse
den Index O jetzt weg). Hierin konnen wir die

A, =da}t. .. ari (ae M)
offenbar auf
0=Zeispr—1
normieren, weil man die p"-te Potenz eines a mit in das 27" stecken kann. Nehmen wir
nun an, es sei
'2 4+ A,2"" =0 (mod p).
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Weil die normierten A nach Hilfssatz 11 mod p eine Basis von §°" iiber & bilden,
mufB fiir jedes einzelne A die iiber die zugehorigen z; erstreckte algebraische Summe
Afd‘ + 27" fiir sich =0 (mod p) sein. Wir zeigen, daB dann %‘ &+ 22" mod p"*1in pR, liegt.

Die z; waren urspriinglich beliebige Repréasentanten ihrer in & liegenden Rest-
klassen, wir ersetzen sie jetzt durch Reprisentanten aus dem multiplikativen Repri-
sentantensystem R (das ist erlaubt). Nach Hilfssatz 6 ist

(11) I rad'= Sap, 6eR,
wo die Restklassen 2" mod p der ¢ sich ganzrational aus den Restklassen g?" der 27"
berechnen lassen. Die g, lagen in &, die gfn demnach in §"; darum miissen auch die
¢ in & liegn, d.h. ¢, € 8" .

Nach Voraussetzung ist %‘ =+ 2?" = ¢, = 0 (mod p), also wegen ¢ € I}

co = 0.
Setzt man noch
¢, =y""", yE€R (»=1,...,n),

so sind die y, Vertreter von Restklassen aus &, und (11) geht iiber in

S at"=py" + - + py, (mod pr+).
Damit ist gezeigt, daB %,‘ + 42" mod p*+1 in einer mit p multiplizierten R -Restklasse liegt.

Diese Hilfssatze ermoglichen uns nun die Konstruktion des gesuchten Unter-
kérpers K von L.

Jede Restklassenschachtelung

Lo0> - L, €R,,

zieht sich nach Hilfssatz 2 auf ein Element von J zusammen, die Gesamtheit der so er-
haltenen Elemente heiBle /. Weil nach Hilfssatz 19 alle R, Ringe sind, ist offenbar auch 7
ein Ring. Ist a eine beliebige Restklasse aus ®, so liegt sie nach Hilfssatz 20 in R, nach
Hilfssatz 21 enthilt sie eine Restklasse aus R,, diese enthilt wieder eine Restklasse aus
R, usf.; diese Folge zieht sich auf ein Element von / zusammen. Jede Restklasse aus &
enthilt also ein Element aus /. Umgekehrt ist nach Hilfssatz 20 klar, daB jedes Element
aus / mod p in einer Restklasse aus & liegt. Wie in Hilfssatz 2 sieht man, da8 I perfekt ist.

K sei der Quotientenkérper von I. K ist als Unterkorper von L selbstverstindlich
ein diskret bewerteter Korper der Charakteristik 0, in dem p ein Primelement ist. Wir
werden gleich zeigen, daf jedes Element ¢ € K mit w(®) = 0 in I liegt. Nach Hilfssatz 1
ist dann K perfekt, und wie soeben festgestellt wurde ist der Restklassenkérper dann {.

Jedes Element # von K hat die Form %; x, €l Ist w(x)= a, w(f)=>, so ist

nach Hilfssatz 22 « = p%/, § = p*f’; &', B’ € I. Es sei w(

]

Restklasse B’ mod p, also auch ihr Reziprokes liegen in &, darum gibt es ein p € I mit
B’y =1 (mod p). Es sei

Bly=1—6, os€I, w®)>0.

) = 0, dann ist @ = b. Die

Dann ist

=p Iyl +6+ 82+ ---)€l.

™|

Eingegangen b. September 1936.



