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Zerfallende zyklische p-Algebren.

Von Oswald Teichmiiller in Gottingen.

Diese Arbeit schlieft sich unmittelbar an eine vorangehende von E. Witt!) an.
Erst wird hier der Haupthilfssatz fiir den Beweis der Residuenformel (Satz 17 jener
Arbeit) bewiesen, dann ergibt sich aus dem Beweis ein Kriterium fiir den Zerfall von
Algebren (x| f].

Es handelt sich um folgenden

Hilfssatz. Ist k = C{t} der Potenzreihenkorper iiber dem vollkommenen Grund-
kirper C und enthalten die Potenzreihen By, . . ., fu—1 nur die Glieder mit negativen Po-
tenzen von t:

b= 2 bt
so gilt iiber k
gl ~1.

Statt dessen beweisen wir gleich den etwas allgemeineren

Satz 1. C sei ein vollkommener Unterkirper eines Korpers k der Charakteristik p.
Fiir o =0 aus k bilden wir den Ring

R=Cx+ Ca®~+ ...
Fiir By, .. ., Bu—1 in R gilt dann

() (] Boy « oy Puma] ~1.

Dieser Satz enthilt offenbar den obigen Hilfssatz, man nehme &« = ¢ ".

Satz 1 gelte schon fiir n — 1, wir beweisen ihn fiir n. Nach W. Satz 15 besagt
unsere Induktionsvoraussetzung genau, daB () jedenfalls fiir g, = 0 gilt. Man beachte,
daB so auch der Fall » = 1 mitgenommen wird.

Wir bemerken noch vorweg, daB fiir zwei Vektoren 2 und y aus R auch z 4 y
und pz Komponenten aus R haben. Denn R ist ein Ring; daB R kein Einselement zu
haben braucht, spielt keine Rolle.

Um nun (A) zu beweisen, zeigen wir zunéchst

(|%,0,...,0] ~1;
hieraus wird sich spiter leicht die allgemeine Formel ergeben. AuBerdem machen wir
noch eine Fallunterscheidung, je nachdem & = pa, a € k, ist oder nicht.

Ist &« = pa, so sei entsprechend W. (20)

(«,0,...,0)=p(a0,... 0) + (0, /PRI ’7n_.1)’
1) E. Witt, Zyklische Korper und Algebren der Charakteristik p vom Grad p#. Struktur diskret bewerteter

perfekter K(irper mit vollkommenem Restklassenkorper der Charakteristik p, dieser Band, 8,126, zitiert mit W,
Journal fiir Mathematik. Bd. 176. Heft 3, 21
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dann sind die %,,...,7, , in
R =Ca+ Ca®+---,

und nach W. (22) und der Induktionsvoraussetzung haben wir

(@], 0,...,0]=(al0, n,... 7,1 ~1.

Weil fiir alle i des Primkorpers auch p(a + i) = « ist, gilt genau so
(a + 1|, 0,...,0] ~1;

durch Multiplikation folgt

' (%], 0,...,0] ~1,

weil doch lI—ol(a + i) = pa = « ist.
Wenn aber « == pa ist, so ist nach W. Satz 13
Zy=1Fk(©g ..., Opq) mit pO=(x0,...,0)
ein zyklischer Korper mit dem erzeugenden Automorphismus
0©=0 +41.
Wir betrachten den Zwischenkérper
Z, = k(©,)
und in ihm den Ring
R'=C0,+CO; + - --.

Wieder sei
(B) (2, 0,...,0) =p(0,,0,...,0)+ (0,H,, ..., Hir),

die H,, ..., Hy— liegen dann in R’. Nach Induktionsvoraussetzung gilt
(©) (€| Hyy -+ oy Hyped] ~1.

Aus (B) folgt aber auch

Z,=7, ((oc, 0,... 0)) —z ((Hl, cen H,,__l)) ’
e @
d. h. Z, ist der kleinste Zerfallungskorper des Vektors (Hy, ..., Hs—1) aus Z,. Indem
man gemiB der Bemerkung nach W. Satz 15 die Algebra (©,| Hy, . .., Ha—1] als zy-
klische Algebra auffaBt, sieht man aus (€), daB ©,= N 2,2, = Norm eines Elements

von Z” ist. Offenbar ist aber x = N, ,© , mithin

2,/2,20
o = Nlnlzo'-"

Deshalb muBl die zyklische Algebra («|«,0, ..., 0] zerfallen.

Um nun (%) zu beweisen, bemerken wir zuerst, daBl (x|By, . . ., fu—1] fiir g€ R
nach Induktionsvoraussetzung nur von B, abhingt und daB aus B, + g = B, folgt
(“Iﬂm cr Yy :Bﬁ—-l] X (“Iﬂéi LY ] ﬂn—’-I] ~ (D‘Iﬂ_m LR} Ié;l—l]'

Es geniigt darum,

(D) (x| car, 0y ...,0] ~1 (ceC, r>0)
zu beweisen. ¢ = 0 wire trivial, es sei ¢ & 0. :

Ist r zu p prim, so ist

4 "
(€) (x]ea,0,...,0] x (VZ]coc', .. .,0] ~ (co’ | o, 0,...,0] ~1;
weil die pn-te Potenz jeder unserer Algebren ~ 1 ist, ergibt sich daraus (D).
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Ist aber r = ps, so kann (D) fiir s statt » schon als richtig angesehen werden, und
(D) folgt dann aus

4 b4
(ca?®, 0,0, ...,0) = (Vzw, 0,.. .,o) +p (VEav, 0,... 0) +(0,6,,...,80—), 6, €R.

Damit ist Satz 1 bewiesen. Nun soll fiir jedes feste « &= 0 aus einem beliebigen
Korper k& der Charakteristik p die additive Gruppe aller Vektoren g mit (x|By, ..., fn—]~1

bestimmt werden.
Natiirlich ist («|py] ~1. Ferner gilt nach dem soeben bewiesenen Satze

(x|, 0,...,0] ~1. (Fir das oben auftretende C kann man z. B. den Primkorper
nehmen.) Wie bei (€) folgt daraus fir (r, p) =1
(x]"a,0,...,0] (c| ", 0,. 0]”” o0, ..., 0] ~1,
(x]c”"%,0,...,0] ~ 1
Wir behaupten nun, dal damit schon im wesenthchen die gesuchte additive Gruppe

aufgefunden ist:
Satz 2. Ist (x|B] ~1, so ist B von der Form

p—1 p—1 p'—1

@ B= w+Z'V”“(c”-u«x')JrZV"“z(c”_zfoc,o) ot (A, 0,...,0).
r=1
M’r 1244

Ist dieser Satz schon fiir Vektoren mit » —1 Komponenten richtig, so geniigt
es offenbar, aus (x|f] ~ 1 eine Darstellung

pr—1
Bo=pco+ D "o
phe
zu folgern, dann wird ndmlich durch
p"—1
(1307 L] ﬁn—l) = P(Co, 07 L] 0) +2 (c?no‘r’ Or- Lt} O) + (07 /31” L] ﬂ':-l)
r=1
PET

ein Vektor (fi,. .., fn—1) mit n —1 Komponenten definiert, fiir den auch (x|8] ~1
gilt und der darum schon die Struktur (%) haben muB.
Wenn « in k eine p-te Potenz sein sollte: & = 6%, so gilt
(x| 8] ~ (81 BY ~ (8|pB] ~ (8| VB"] ~ (8] VB* — pVB] ~ (8] VBI;
aus (x| Bo, - - - Pa—1] ~ 1 folgt also (6| By, ..., Pu—z] ~1; weil hier nur eine Algebra
vom Grad p*! auftritt, gilt schon eine Darstellung

pﬂ—l__l
bo=pc'+ 3 s,
M’f
aus ihr folgt
, pn~1_1
Bo = Bo — pBo = P(Cp‘—ﬂo)'i'z
p*r

Dies gilt fiir n > 1; ist n = 1 und & = 6%, so ist einfach

8o = p(— o) + (2] .

Nun sei o« keine p-te Potenz. Wir betrachten die beiden Algebren

=(“|ﬂ]=k[u’ e,.], " = «, Pe=ﬂ; ulu—1=0 +1
21*
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und
A® = (x]0]=Ku, 6], v =«, p0P=0, u®%u =07 4+1.
Sie sollen #dhnlich sein, also miissen sie durch einen Isomorphismus i. b. a. k ineinander
iibergehen; dieser Isomorphismus kann sogar so gewihlt werden, daf die kommutativen
Unterkorper %(u) von A” und von A einander entsprechen. Wir denken uns also A
und A als dieselbe Algebra mit demselben u darin.
Aus u@ou"l = 0y + 1 und uef,mu_1 =00 +1 folgt
8 — 0y’ =y € k(u),
denn y ist mit u vertauschbar und k() ist maximalkommutativ. Es sei

ph—1 p—1 <pn—1_1

y= o= 2> chp+a(u”)h) u, cck.
r=0

h=0
Betrachten wir nun die Subalgebra [z, ©f] als einfache und normale Algebra iiber ihrem
Zentrum k(u?), so ist nach einem fritheren Ergebnis von Witt 2)
ph—1 ph—1_1

(©®) Bo=p(85" + y) = 9Oy + fpuy = Zc"uw 2 Crplt’”

Um den rechtsstehenden Ausdruck auszuwerten, zerspalten wir y folgendermaflen:

n p'n—v

Yy = Es,; E €y yu? (v=20,...,n—1), s,=cp.
=0 t=1
pAt

Wir fassen also die ¢,u” nach der in r steckenden p-Potenz zusammen. Dann geht (&)
iiber in
©) Bo=(so4 -+ F a1+ 8 — 58— — 8= (50— s)+ (5] —s3) + -
+ (35—2 — Sp—1) + (Sz-1 + Sh — Sn).

B, liegt aber in k. Wir sehen also, da man y nicht ganz beliebig vorschreiben darf, sondern
daBl wir darauf achten miissen, daB bei Entwicklung der rechten Seite von (§) nach
Potenzen von u ein Element von k erscheint. sp_; + sh — sy = pc, + sh—y liegt schon
in k, aber die iibrigen Glieder s} — 5,41 (v=0, 1, ...,n — 2) enthalten u-Potenzen mit
genau durch p*+! teilbarem Exponenten, sie miissen also alle verschwinden. Das heiBt

Sg=6‘1, £=32,"'a 37’:—2=3n—1,

Bo = Pco + sn—1

oder ~

-1

Bo = pco + 55 = peg + Z &"s',  w.z.b.ow.
vt
Wir haben damit T. Satz 8 auf zyklische p-Algebren vom Grad p» tibertragen. Da-

gegen macht die Ubertragung des (mehr besagenden) Satzes 7 noch Schwierigkeiten.
Ich hoffe, sie durch eine Verallgemeinerung meiner Normierung 2) fiir p? auf p® beheben
zu konnen.

2) ‘Veroffentlicht in: O. Teichmiiller, p-Algebren, Deutsche Mathematik 1 (1936), Satz 7. Zitiert mit T.
3) 0. Teichmiiller, Multiplikation zyklischer Normalringe, Deutsche Mathematik 1 (1936), § 16: Zyklische
Normalringe vom Rang p2.

Eingegangen 29. August 1936



