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Zur Arithmetik der zyklischen p-Korper.

Von Hermann Ludwig Schmid in. Gottingen.

Unter einem zyklischen p-Korper Z/K verstehe ich einen zyklischen Erweiterungs-
korper Z vom Grade p» (n = 1) iiber einem algebraischen Funktionenkérper K mit
einem vollkommenen Konstantenkorper &k der Charakteristik p. In einer fritheren Arbeit
habe ich gezeigt, wie man zu einér brauchbaren normierten Erzeugung von Z iiber K
gelangen kann!). Im AnschluB an meine Arbeit hat Herr Witt einen Vektorkalkiil
entwickelt, der die geeignete Schreibweise fiir meine Resultate liefert 2). Dariiber hinaus
gelang Herrn Witt die Verallgemeinerung der von mir fiir den Grad p aufgestellten
Residuenformel.

Ich wiederhole hier kurz die von mir aufgestellten arithmetischen Sitze in der
neuen Schreibweise. AnschlieBend entwickle ich die Theorie des Fiihrers, der Diskri-
minante und des Geschlechts. SchlieBlich beantworte ich die Frage, ob die Verzweigungs-
punkte WeierstraBpunkte sind.

Die Arithmetik der zyklischen p-Kérper ist in der jetzigen Form eine fast wort-
liche Verallgemeinerung der von Herrn Hasse fiir den Fall des Grades p gewonnenen
arithmetischen Sitze 3). Man hat nur Elemente durch Vektoren und die gewohnliche
Addition durch die Wittsche Vektoraddition zu ersetzen.

1. k£ sei ein vollkommener Korper der Charakteristik p (p > 0) und K ein
algebraischer Funktionenkorper einer Unbestimmten mit % als Konstantenkorper.
B= (B, - .- Bn) sei ein n-gliedriger Vektor mit Komponenten f; aus K. Es sei §; == py
mit y aus K. Dann wird durch den Vektor 6 = (64, ..., 6,), der der Vektorgleichung
(im Wittschen Sinne)

po=0° - 0=48
geniigt 4), ein zyklischer Koérperturm
Zy = K(6y), Zy=2,(0y),... Zn="2p—1(6n)

1) H. L. Schmid, Zyklische algebraische Funktionenkorper vom Grade p" iiber endlichem Konstan tenkérper
der Charakteristik p, Crelles Journal 175 (1936). Im folgenden zitiert mit S.

2) B. Witt, Zyklische Korper und Algebren der Charakteristik p vom Grade p". Struktur diskret bewerteter
Kérper mit vollkommenem Restklassenkorper der Charakteristik p, Crelles Journal 176 (1936).

3) H. Hasse, Theorie der relativ-zyklischen algebraischen Funktionenkérper, insbesondere bei endlichem
Konstantenkérper, Crelles Journ. 172 (1934).

¢) Ich schreibe, um jedes MiBverstéindnis auszuschlieBen, fiir die neue Vektoraddition das Symbol +. Die
Vektorgleichung $0 = g ist gleichwertig mit dem System von Gleichungen 96, = 8,+2,_; (% =0;v=1,...,n),
wo die ¢, formal fiir Charakteristik 0 durch
# i . b
= 3 [T T 0 Bt T ]

= pv-¢+1

rekursiv erklirt sind.
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vom Grade p" erzeugt. Ein erzeugender Automorphismus o wird durch
o= (0-0+e)
gegeben, wo e den Vektor (1,0, ...,0) bedeutet.

Die Wittsche Vektoraddition ist so gewihlt, daB sie gerade diejenige normierte
Erzeugung liefert, die in S die Rolle eines Existenznachweises spielt. Man kann natiirlich
fiir jede in S zugelassene Normierung einen analogen Kalkiil aufbauen, der in derselben
Weise zur Erzeugung der zyklischen p-Korper geeignet ist.

2. Fiir jede Stelle p von K seien die Komponenten des Vektors g durch zuldssige
Substitutionen 6 —~ 6 + y mit einem Vektor y aus K auf die Form

ﬂ‘z_gi (1_>0. (4, p) =1 und g; prim zu g, falls }.5>0;)

TR\ T T g, ganz fir p, falls 4, =0; (=1,...,n
gebracht 5). Der Zahlenvektor 4 = (4,, ..., 4,) gibt dann iiber Zerlegung bzw. Ver-
zweigung Auskunft:

Der Primdivisor p bleibt dann und nur dann in Z, unverzweigt, wenn A der Null-
vektor ist. Tritt beitm Ubergang von Z, 4 nach Z, (1 < u <n) zum ersten Male Trigheit
ein, so gilt dies auch fiir alle folgenden Schritte, soweit sie iiberhaupt unverzweigt sind.

Ist insbesondere % ein Galoisfeld von ¢ = p/ Elementen, so kénnen wir im unver-
zweigten Falle den Artin-Automorphismus

F= (6-—» 0 —l—{—g—}) mit z¥F = z% mod p
fiir alle fiir p ganzen z einfiithren. Es ist

{£} =& moay,
. . . B
wo der Vektor Sy(f)=pf+ B+ -+ B? modp die punktierte Spur im Sinne der
Vektoraddition im Restklassenkérper mod p von K in bezug auf den Konstantenkorper &
und & entsprechend die absolute punktierte Spur von k (in bezug auf den Primkérper)
bezeichnet.
Denn wird die F definierende Kongruenz auf den erzeugenden Vektor 6 angewandt,

so ergibt sich
Ro

=0+ p+p 4.+ 7 =E(S(p) mod p.
p zerfillt hiernach in Z, dann und nur dann voll, wenn die Kongruenzen

B = pp” mod p mit einem Vektor g9 = (82, ..., B?) aus K losbar sind. Allgemeiner
ist der Grad von p in Z, gleich der Ordnung des Vektors g in bezug auf die Gruppe

der pf® mod p. Fiir das Symbol {%} gilt die Regel
) (3}
{55 o1+
fiir zwei Vektoren g und f'. Das zusammengesetzte Artin-Symbol definieren wir durch
den Vektor
oAt
{ah=26t

%) Die Mdglichkeit dieser Reduktion ist fiir den Fall des Grades p in der zitierten Arbeit von Herrn Hasse
gezeigt. Allgemein ergibt sich die Reduktionsméglichkeit durch Induktion nach n.
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wenn a = I”I p (gleiche p zugelassen) ein ganzer Divisor ist, dessen Primteiler in Z,
siamtlich unverzweigt sind. Fiir dieses Symbol gilt das Reziprozitatsgesetz, dessen
Kernaussage lautet: Es ist

{-ﬁ}=(0,...,0), wenn a~ NYU mod f,

wo U ein zum Fiithrer f von Z, primer Divisor aus Z, ist.

3. p ist dann und nur dann in Z, verzweigt, wenn A verschieden vom Nullvektor ist.
Ist 2, die erste von Null verschiedene Komponente, so tritt von Z,_, ab Vollveraweigung ein.

Es sei jetzt o. B.d. A. bereits 4, > 0. Dann ist p in Z, vollverzweigt. Es sei
p=P =P =... =P, wo B, den Primteiler von p in Z, bezeichnen moge. Wir
beweisen den

Satz. Der p-Beitrag zum Fiihrer von Z_ iiber K ist f‘")-— pMrt mit M = Max (p" A,

Wir bemerken vorweg, dafl wegen M; =Max (pM;_4, 4;) die Zahlen M eine
aufsteigende Folge bilden: M, < M, < ... < M,. Weiterhin kann das Maximum M,
nur von einem Wert p»—i 4; erreicht werden, weil aus p*—id;=p*—71; mit j > i die Gleich-
heit pi—iA; = 4; folgen wiirde in Widerspruch zu (4;, p) =1. Es sei

M, = pik, U<jsn)

Den Beweis der Fiihrerformel erbringen wir mit Hilfe der Wittschen Residuen-

formel

(5 B] ~ (5 (%, B)]-
Dabei ist = ein Primelement zu p und («, B) der sogenannte Residuenvektor zur Algebra
(x; B], die durch die erzeugenden Relationen u?" =«, P8 =B, ubu—! =0 I e definiert
ist. Wir zeigen dann

a) Wenn « =1 mod nM»+1 ist, ist « Norm eines Elementes aus Z,y, in bezug
auf K.

b) Es existiert ein « = 1 mod nM» g0, daB & nicht Norm ist.

Bei der Ausrechnung des Residuenvektors miissen « und die Komponenten von g
als Potenzreihenunbestimmte angesetzt und es mu8 formal in einem Korper der Charak-
teristik Null gerechnet werden. Wir wollen aber keine neuen Bezeichnungen einfiihren
und uns die Abstraktion bei der Rechnung vor Augen halten. Es sei

=14+ caMn 4 ...

und

go=2 4 G =1,...n)

=t =1,...,n)
Ausgehend von den Nebenkomponenten
ﬂ(’) ‘-—1 ﬁ?
$==1

des Vektors

ﬂ=(ﬂ1)"'1ﬂn)

werden die Nebenkomponenten des Residuenvektors («, f) erkldrt durch
(o, 1" = Res % g
Es ist

v y—=
%‘-’—‘ﬁ(’) =(0Mnﬂu"d~;z—z+ ..‘)(Zp‘—l bp + -.o),

by nhp'-@
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Das Residuum hiervon ist
(B =0 fir v <n,
(&, B = ep" 187",
Durch Ubergang zu den Hauptkomponenten folgt jetzt

(o, ﬂ)= (01 SR 07 b},n—jc}‘i)'
Die Residuenformel ergibt nun

(5 8] ~ (@3 0, .., 0, B ely] ~ (w3 "]
Einerseits ist also (x; 8] ~ 1 fiir ¢ = 0; andererseits kann man aber ¢ so bestimmen,

daB die Algebra (x; bﬁ'-"—fclj] nicht zerfallt. Dadurch ist unsere Behauptung be-
wiesen.

Differente ™ und Diskriminante 5™ von Z, iiber K berechnen wir mit Hilfe der
Fiihrer-Diskriminantenformel 6)
b, = II,().-

Dabei durchlduft y alle Charaktere der zykhschen Gruppe 8, von Z /K und f (y) be-
deutet den p-Fiihrer desjenigen Teilkérpers von Z,/K, der zu der durch y =1 charak-
terisierten Untergruppe von 3, gehort. Dies ergibt in unserem Falle:

i—1

by” II f(” ) _ H fm"t—" (¢ Eulersche Funktion).
Also wird der p-Beitrag zur Diskriminante ™
b= p? mit D=3 (p' — pi=t) (M;+ 1)
und der p-Beitrag zur Differente D™
2 - %

Die Komponenten des Zahlenvektors A = (4, . . ., 4,) sind keiner GroBenbeziehung
untereinander unterworfen. Wir beweisen nun den interessanten

Satz. Wird Z, iiber Z, durch den Vektor (B;,..., B,) erzeugt, so sind die Kom-
ponenten des entsprechend gebildeten (d. k. fiir P, reduzierten) Vektors A’ = (A3, ..., A
der Grofe nach angeordnet. Es gilt i =pM; — (p — )M, (i=2,...,n).

Wir bemerken nebenbei, daB sich die Komponenten (f;, ..., 3,) leicht angeben
lassen. Sie sind offenbar die 2. bis n-ten Komponenten des Vektors g+ 6 mit
6 =(6,0,...0).

Beweis. Fiihrer bzw. Diskriminante und Differente von Z, iiber Z, (v =1,...,n)

seien mit §'* bzw. 5’ und D' (' = »'® = D"¥= 1) bezeichnet. Unser Satz wird
bewiesen sein, wenn wir
f'(V) ;B’q+1

gezeigt haben. Sei dies fiir » = & schon bewiesen. Wegen D%V = DWD'*+ jst
k —
D= A, mit A = 2 (pF — p) (M + 1) — pp — 1) (M + 1)
%) Man kann umgekehrt direkt die Differente von Z,/K berechnen und so zu einem neuen Beweis der Fiihrer-

Diskriminantenformel kommen: Dies geschieht durch Berechnung des Fiihrers von Z,/Z,. Doch treten dabei Fall-
unterscheidungen auf, die den Beweis unschon gestalten.
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und bg':+1’= $4. Nun ist
k+1 , . k+1
A=2pMp— —p=?) — (p -1 (P* — )M, + 2 (p* — p—?)

k+1 . .
=2 (pM;— (p — 1) My + 1) (pF=t — pi=2)
Bl ]
=3 (X + D p(p).
Der Vergleich mit dem Fiihrer-Diskriminantensatz, angewandt auf Z;.,/Z,,

k+1 .
1k+1) — I(l)¢(pl—1)
b‘Bx p fﬂ?x

=2
ergibt unter Beriicksichtigung der Induktionsannahme die Richtigkeit unserer Behaup-
tung fiir v =k + 1.

4. Zur Bestimmung des Geschlechtes G von Z, setzen wir voraus, da8 Z, den Kérper
k (und nicht eine echte algebraische Erweiterung von k) zum genauen Konstanten-
korper besitzt. Dafiir ist notwendig und hinreichend, daB die erzeugenden Gleichungen
0 = B absolut irreduzibel (d. h. auch bei Erweiterung von %k auf die algebraisch ab-
geschlossene Hiille % irreduzibel) sind. Dafiir geniigt es wieder, vorauszusetzen, daB
die erste Komponente der Vektorgleichung, @0, = 8,, in K = Kk irreduzibel ist. Die
Bedingung dafiir lautet, daB B, &= b + gy mit b aus k und y aus K ist. Unter dieser
Voraussetzung ist

G =p'g+¢

wo g das Geschlecht von K und g das Relativgeschlecht von Z,/K bedeutet. Bezeichnet

d den Grad der Diskriminante 5™, so ist §=—‘2i— — (p —1). [, sei der Grad von

f, i=1,...,n). Wegen d =,-§‘P(Pi)fi ist also

G_-1= pn(‘g —1) +%i§;¢(l’i)f1‘

Diese Formel erhilt praktischen Wert fiir den Fall, daB K der rationale Funktionen-
korper (g = 0) ist, weil dann die Komponenten des Vektors g im GroBen reduziert an-
genommen und daraus die Grade f, berechnet werden konnen.

Aus unserer Geschlechtsformel folgt, daBl stets
G—-1=p(g—1)
ist und daB das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn Z, tiber K unverzweigt ist 7).
Fiir den Fall g = 0 leiten wir aus der Geschlechtsformel noch eine weitere Un-
gleichung her:
Ist G, das Geschlecht des K():rpers Z,, so gelten die Ungleichungen

(1) Gyy1> p(G, + 1) r=1,2,...).

7) Dies ist offenbar wegen der allgemeinen Giiltigkeit der Hilbertschen Diskriminantenformel fiir beliebige
algebraische Funktionenkérper L/K in folgender Form richtig: ) B
- Ist L/K separabel algebraisch vom Grade m und die erzeugende Gleichung absolut irreduzibel, so gilt fiir das
Geschlecht G von L stets
G—1=m(g—1).
Das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn L/K unverzweigt ist,
Journal fir Mathematik. Bd. 176. Heft 8. 22
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Beweis. Aus der Fihrerformel entnehmen wir, daB fiir die Grade f, der Fiihrer

f, die Ungleichungen f, , > f, insbesondere f, > 12)- f1 + 1, bestehen. Also ist

Grvs = 16, =5 3 90") Gy = 1) + 3 900 fo — 5 (900 — 9 @) o — (p — )

h (P _3p® 1
SBE_F L 1)+ 52 -3 +2).

Nun muB, damit G, > 0 wird, f, = 3 und fiir p =2 sogar f, = 4 sein. Daraus folgt
dann G, — pG, > p, w.z. b. w.

5. Jetzt sei k algebraisch abgeschlossen und K als rationaler Funktionenkérper
K = k(z) darstellbar. Ein Primdivisor  von Z, heilt Weierstrafpunkt von Z,, wenn
dim $% > 1 ist, oder, was damit gleichbedeutend ist, wenn ein Element z aus Z, mit

der Divisorendarstellung zg% existiert, wo ¢ <G, und @ ein ganzer Divisor ist.

Wir wollen untersuchen, ob die Verzweigungspunkte zyklischer p-Korper stets Weier-
straBpunkte sind.

Diese Frage konnen wir sofort bejahen, wenn n = 2 ist. Denn ist $,_, der P,
enthaltende Primdivisor von Z _, (%, _,= $?), so existiert jedenfalls ein Element z _,
aus Z,_; mit der Divisorendarstellung

&

_s

T %
wobei ¢ =G,—1 + 1. Nach (1) ist aber pe < p(Gu—1 + 1) <G,. Also ist B, WeierstraB-
punkt in Z,.

Wir brauchen nur noch den Fall n = 1 weiter zu verfolgen. Die im GroBen redu-
zierte Form von B, sei

Zp—1 = y

Q

g 0] _
ﬂlgpl(l)..,pl(') (l 7p) ""1‘
1 r
Dann ist G; = (p — 1) (4/, — 1) mit fy = 3 (A% +1). Esseip, = $ in Z. Nun
unterscheiden wir zwei Fille.

i

1. Fall: G, =z p. Firp, +p_seizr — o = ;—){ . Dann ist Also ist

~ 3
® r—o, B

.1
8. WeierstraBpunkt. Falls p_ unter den p, vorkommen sollte, nehmen wir - statt

%z — &;, um 9P, als WeierstraBpunkt zu erkennen.
2. Fall: 1 <G, <p. Dann ist notwendig p > 2. f, kann nur die Werte 3 und 4
annehmen.

Fiir f, = 3 muB B, notwendig von der Form g, =~ P sein. Wegen 0, =~ % ist B,
1

g
i
WeierstraBpunkt. .
Fir f, =4 ist G, =p — 1. Entweder ist nun 8, von der Form ﬂlg% (not-
. 1
wendig p > 3); dann ist P, wegen 0, = —%3- WeierstraBpunkt.
1
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Es sei z ein

. ; &)
Oder B, ist von der Form f; = 51%)—2 mit p, &= p,, also 6, =~ B,
P

Element aus K mit z=**. Dann ist dw =0_lz_z_?_=, (B.B,)" " ein ganzes Differential in

Z,8). Daher wird durch2
dw, 0dw, . . ., 0" 2dw
ein vollstindiges System linear unabhéngiger ganzer Differentiale von Z, gegeben. Das
allgemeine Differential von Z, hat also die Form
(co+ €10 + +++ + cps6”)dw (c; aus k).
Daraus ist ersichtlich, daB die Verzweigungspunkte in diesem Falle keine WeierstraB-
punkte sind.
Insgesamt haben wir jetzt folgenden Satz bewiesen:
Fiir einen zyklischen p-Korper des Grades p, der durch
p0, = f, = 51%2 (b1 == b2)

erzeugt wird, sind die Verzweigungspunkte keine Weierstrafpunkte. Dagegen sind in allen
iibrigen Fillen die Verzweigungspunkte zyklischer p-Korper, wenn ihr Geschlecht gréfer
als 1 ist, zugleich WeierstraBpunkte dieser Korper.

8) Wegen k(z) = k(z) ist

1 ~ l Qz ~ Pz (SB “Bz)(p_l)(l-l‘l) _ »—2
—;—dz 2 973251_1—_;%___(%1%'2) .

Eingegangen 10. August 1936.



