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Bestimmung der Idealklassenzahl
in gewissen normalen einfachen Algebren.

Von Martin Eichkler in Halle.

1. Die neuere Entwicklung in der Algebrentheorie hat gezeigt, daB sich diese
Theorie von der der Zahlkorper durch viel groBere Einfachheit auszeichnet. Eine beson-
ders schwierige Aufgabe ist es bekanntlich, die Idealklassenzahl eines Zahlkérpers zu
berechnen, und diese darf keineswegs als allgemein gelost betrachtet werden. Die Frage
nach der Idealklassenzahl im Hyperkomplexen wird wiederum i. a. durch sehr einfache
Sdtze beantwortet, die im folgenden bewiesen werden sollen.

Satz 1. Es bezeichne U eine normale einfache Algebra vom Grad n iiber dem algebrai-
schen Zahlkorper K und u das Produkt aller unendlichen Primstellen von K, an denen A
verzweigt ist. Ist n > 2 oder umfaft u nicht alle unendlichen. Primstellen von K, so sind
die und nur die Ideale von U Hauptideale, deren Normen ') zum Strahl mod u gehiren.

Dieser Satz sagt einzig iiber Quaternionenalgebren iiber einem totalreellen algebrai-
schen Zahlkorper nichts aus, welche totalpositive Normenformen haben. Solche Quater-
nionenalgebren sind andererseits dadurch unter allen normalen einfachen Algebren aus-
gezeichnet, daB sich sdmtliche Einheiten jeder ihrer Ordnungen als Produkte von endlich
vielen mit Zentrumseinheiten darstellen lassen; dies 148t sich miihelos aus dem Dirichlet-
schen Einheitensatze folgern. Es ist zu erwarten, daB sich hier die Idealklassenzahl so
wenigstens groBenordnungsmiBig auf analytischem Wege bestimmen 1id8t, wie es fiir
rationales Zentrum méglich ist 2).

Der Satz 1 ist mit folgendem gleichbedeutend:

Satz 2. Istn> 2 oder umfaBt u nicht alle unendlichen Primstellen von K, so ist die
Idealklassenzahl in U gleich der Strahlklassenzahl mod u in K.

Wenn U eine Matrixalgebra ist, so sind die behaupteten Sitze schon bekannt und
in der Dissertation von Herrn Schilling bewiesen worden 3). Fiir den Fall, daB % eine
indefinite Quaternionenalgebra iiber dem rationalen Zahlkorper ist, machte mich Herr
Brandt auf ihre Giiltigkeit aufmerksam. Einen Beweis konnte man hier auf den Satz
von A. Mayer stiitzen, daB i. a. zwei indefinite ternire quadratische Formen desselben
Geschlechts mit rationalen Koeffizienten dquivalent sind ¢). Einen Hinweis auf die

1) Die Normen n(u), n3% von Zahlen z und Idealen 3t sind stets in reduziertem Sinne zu verstehen.
2) H. Brandt, Idealtheorie in Quaternionenalgebren, Math. Ann. 99 (1928), 8.1, §67.
K. Hey, Analytische Zahlentheorie in Systemen hyperkomplexer Zahlen, Diss. Hamburg 1929.

3) 0. Schilling, Uber gewisse Beziechungen zwischen der Arithmetik hyperkomplexer Zahlsysteme und alge-
braischer Zahlkérper, Math. Ann, 111 (193b), S. 372, §3.

4) Vgl. L. E. Dickson, Studies in the theory of Numbers, Chicago 1930; dortfinden sich weitere Literaturangaben.

Zusatz bei der Korrektur: Zu meinem Satz 1 vgl. auch C. G. Latimer, On ideals in generalized
quaternion algebras, Transactions Amer. Math. Soc.88 (1935), p. 436, und J. H. Teller, A class of quaternion
algebras, Duke Mathematical Journal 2 (1936), p. 280.
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Giiltigkeit dieser Sitze stellt auch das Ergebnis dar, daB fast jede an allen unendlichen
Verzweigungsprimstellen einer normalen Divisionsalgebra % positive Zahl Norm einer
Zahl aus U ist 5).

Wie in den beiden genannten Spezialfillen gelingt der Beweis unter den allgemein-
sten Bedingungen im wesentlichen auf arithmetischem Wege. Analytische Sitze spielen
eine untergeordnete Rolle, man braucht von solchen nur den Satz von der arithmetischen
Progression und den hiermit verwandten Dichtigkeitssatz von Tschebotarew. Herrn C.
Chevalley verdanke ich wesentliche Vereinfachungen meines Beweises und ebenso den
Hinweis darauf, daB die behaupteten Sétze in der Regel auch fiir n = 2 giiltig bleiben;
mir war diese Tatsache urspriinglich nur in dem Spezialfalle u = (1) bekannt.

2. Einige Hilfssitze werden vorausgeschickt.

Hilfssatz 1. Es sei p ein Primideal von K und Ky die p-adische Erweiterung von K.
f(z) sei ein irreduzibles Polynom in Ky. Dann existiert ein Exponent h derart, daf jedes
Polynom g(x) mit Koeffizienten aus K, welches der Kongruenz

g(z) = f(z) (mod p*)
geniigt, ebenfalls in Ky irreduzibel ist.

Beweis. Ist f(x) in dem Ring der Restklassen der ganzen Grofien von K, mod p*
irreduzibel oder, kurz gesagt: ist f(x) mod p* irreduzibel, so gilt dasselbe fiir g(z), und
g(z) ist auch in Ky irreduzibel. Es braucht somit nur ein Exponent % gefunden zu werden,
fiir welchen f(z) mod p* irreduzibel ist.

Wire fiir jedes 2

f(z) = p,(x)g,(z) (mod p*),
so gilte auch
H(z) = p,(2)g,(2) (mod p).
f(z) kann mod p aber nur auf endlich viele Arten zerlegt werden, und daher wird es zwei

Polynome pM(z), ¢V (z) derart geben, daB fiir eine unendliche Menge H, von Exponen-
ten 2

py(%) = p®W(z) (mod p), ¢,(2) = ¢®(2) (mod p)
gilt. Es werde als bewiesen angenommen, dal es zwei Folgen von Polynomen p®(z),
g (z) t =1,2,...,1¢) so gibt, daB fiir jeden Exponenten % aus einer unendlichen Teil-
menge H; von H,

P, () = p9(z) (mod ¥),  ¢,(x) = ¢¥)(x) (mod p)
und ferner

pO(z) = p—(z) (mod p), ¢9(z) = ¢¢—(z) (mod p*)

gilt.

f(z) kann nun auch mod p*+! nur auf endlich viele Arten zerlegt werden, daher
wird es in den Restklassen von p®(x) und ¢®(x) mod p? zwei Polynome p¢+i)(x) und
¢+ (z) so geben, daB fiir eine unendliche Teilmenge H;.; von H,

p(z) = p*(z) (mod pH+t), g, () = ¢*+V(x) (mod pi+Y)
gilt. Die Folgen p®(z), ¢®(z) konvergieren p-adisch gegen zwei Grenzfunktionen p(z),
¢(z), und es wird
f(®) = p(=) 9(2),
im Widerspruch zur Voraussetzung.

§) H. Hasse und O. Schilling, Die Normen aus einer normalen Divisionsalgebra iiber einem algebraischen Zahl-
korper, dieses Journ. 174 (1935), S. 248.
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Hilfssatz 2. Es set § eine Maximalordnung einer normalen einfachen Algebra %

vom Grad n iiber K und p ein Primideal aus K. o, sei eine Zahl aus J, mit der Eigenschaft,

daf Ky(xp) eine Erweiterung n-ten Grades von Ky ist. Dann gibt es einen solchen Exponen-
ten h, dap fiir jede Zahl x aus S, die der Kongruenz

& = o, (mod p'3,)
geniigt, auch Ky(x) eine Erweiterung n-ten Grades von K, ist.

Beweis. Ist
& = o, (mod 3,

so sind die Hauptgleichungen von «, und « mod p* kongruent. Die Hauptgleichung
von «y ist nach Voraussetzung in Ky irreduzibel. Wird jetzt 2 nach Hilfssatz 1 so gro8
gewihlt, daB auch die Hauptgleichung von « in K, irreduzibel ist, so ist K,(x) eine Er-
weiterung n-ten Grades von K;.

Im folgenden werden jetzt kommutative Systeme K(£) betrachtet, die durch
Zahlen £ aus einer Maximalordnung & und deren Potenzen iiber K erzeugt werden. Dann
und nur dann, wenn K(&) halbeinfach ist, 148t sich von der Ordnung aller ganzen GroBen
von K(¢) in sinnvoller Weise reden; diese Ordnung sei mit R(¢) bezeichnet. §, bedeute
den Fithrer der Ordnung R(&) ~ § beziiglich R(&), d. b. es sei in Dedekindscher Schreib-
weise

_RE A~
% ="q@E

Besitzt K(&) ein von 0 verschiedenes Radikal, so werde symbolisch
§ =0

geschrieben. Wenn ¢ ganz und §, = (1) ist, so bedeutet das, daB & in § enthalten und
K(¢) halbeinfach ist. Die Bezogenheit von , auf J braucht nicht zum Ausdruck gebracht
zu werden, ohne daB MiBverstindnisse zu befiirchten sind. Ist p ein Primideal von K,
&, eine Zahl aus J, so wird an Stelle von R(¢), J, jetzt &, (£,), %e,p,:p zu schreiben sein,
wobei diese Ausdriicke natiirlich von den p-Komponenten von R(§) und %, zu unter-
scheiden sind.

Hilfssatz 3. Ist o, eine Zahl aus ), fir die %ap’p = (1) ist, so gibt es einen Expo-
nenten r derart, dap fiir jede der Kongruenz

* = o, (mod p,)

geniigende Zahl « aus J auch §, , = (1) ist.

Beweis. Ist o), 0, - -, 0, , eine Basis von ?ﬁp(ocp) in bezug auf K,, 80 besteht ein

System linearer Gleichungen
n—1

=3 e, (k=0,1,...,n—1)

mit ganzen a; aus K;. Die Determinante |a;: | ist von O verschieden, sie moge p gerade
in der Potenz ™ enthalten. Ist jetzt

» =, (mod ptig,),
so sind die Ordnungen [1, «,...,s"*] und [1, ..., oc;—l] mod pn+1 isomorph, und
daher geht erstere durch die lineare Substitution (a;)—' in eine Ordnung Ry(«x) iiber,
welche in J, enthalten ist und welche der Ordnung % (x,) mod p isomorph ist. Nun
188t sich Ry(xp) nicht zu einer groferen Ordnung erweitern, und dasselbe gilt dann auch
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fir ®,(«). Es ist also R (x) maximal und deshalb die’p-Komponente von §_ gleich (1).
Man sieht somit, daB der Exponent r =r, + 1 die erforderliche Eigenschaft besitzt.

Hilfssatz 4 %). Es sei Z ein Relativkirper endlichen Grades iiber K und a ein ganzes
Ideal in K. Fir jeden Primteiler p von a sei in J, eine Zahl x, gegeben, die entweder Ein-

heit ist oder fiir welche %ap’p = (1) gilt. Dann gibt es in § eine Zahl «, die erstens fiir alle
diese p den Kongruenzen

o =, (moda,J,)
geniigt, fiir die zweitens o zu , teilerfremd und drittens K(x) eine Erweiterung n-ten
Grades von K mit K(ax) ~ Z = K ist.

Beweis. Es sei zunichst g ein zu a primes und in Z véllig zerlegtes Primideal von K
und o, eine solche Zahl aus , daB K (x,) eine Erweiterung n-ten Grades von K ist.

Dann sei «, eine Zahl aus J, welche die Kongruenzen

»

befriedigt, wobei # und die r, die nach den Hilfssétzen 2 und 3 existierenden Exponenten
sind, so daB erstens K;(x,) eine Erweiterung n-ten Grades von K; ist und zweitens
S p = (1) gilt, falls %%’p = (1) ist. K(x ) ist dann auch eine Erweiterung n-ten

o, =&, (mod a?3,), & =« (mod ¢"F)

Grades von K, und weil q in Z vollig zerlegt, dagegen in K(x,) hochstens in gleiche Prim-

faktoren zerspalten wird (denn sonst konnte K,(«,) nicht eine Erweiterung n-ten Grades

von K, sein), so haben K(x,) und Z auler den Zahlen von K keine weiteren gemeinsam.
Jetzt zerlegen wir den Fiihrer ¥, von R(x;) ~ J in ein Produkt

&, = 8, Tss
wobei alle Primteiler von $, in a aufgehen, dagegen (¥, zu a teilerfremd ist. Weiterhin

seien f,, f, zwei Zahlen aus K, deren erste in ang,, und deren zweite in ng, enthalten
ist, und fir die

h+f=1
gilt. Wird nun

o =o0fy + f
gesetzt, so ist o die Zahl, deren Existenz zu zeigen ist: Es ist namlich erstens fiir alle p,
die a teilen,

¥=oa =« (mod a,3).
Zweitens ist K(x) = K(«,), also auch g = S’ Ein etwa vorhandener gemeinsamer
Primteiler 8 von « und §, kionnte offenbar nicht in , aufgehen. Ginge P aber in §,
auf, so auch in a; und bezeichnet p das durch P teilbare Primideal von K, so konnte wegen

x=of,+fi=0=a (mod apﬁp)
&, keine Einheit sein. Dann wire aber voraussetzungsgemil 'i’)’-%’p = (1), und, wie
schon oben fir diesen Fall festgestellt wurde, § , =, , = (1). Folglich konnen «
und §, keinen gemeinsamen Primteiler besitzen. Drittens ist

K(x) nZ = K(x,) ~Z = K,

und damit ist der Hilfssatz 4 bewiesen.

%) Auf diesen Hilfssatz und seine Eignung zum Beweise des behaupteten Klassenzahltheorems hat mich Herr
Chevalley hingewiesen.
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Hilfssatz 5. Ist MM ein ganzes Ideal der Linksordnung , das zur Diskriminante d
von J tetlerfremd ist, so kann man fir jeden Primteiler  von nI ein Element u, in J,
derart finden, daf erstens
gnp = 3/“;,1
aweitens K (u,) direkte Summe von n einfachen Systemen und drittens g s = (1) ist.
Beweis. Unter der Voraussetzung, daB p die Diskriminante d von § nicht teilt,
kann man bekanntlich als die Ordnung aller n-reihigen Matrizen mit ganzen Koeffi-
zienten aus K, darstellen. Alle Ideale sind Hauptideale, es ist also
gﬁp = 3pﬂ1
wobei p eine Matrix aus 3, ist. Jetzt gibt es zwei Einheiten ¢, % in Jp derart?), daB

(ml . O)
17[“8 = . “ e e .
0O ..-m,

eine Diagonalmatrix ist, wobei alle m; voneinander verschieden sind, und dann gilt

ml...O
mps:sp D )

0 ...-m,
und
my - .- 0)
m =gl --- -] et
b ® o ...m,
Wird

ml...O ml...O
‘up:—s e e e e s—l,fy: o e e 0 e
0O .-..m, 0...m,

gesetzt, so sind K, (#,) und K () isomorph. Letzteres System ist die direkte Summe
von n einfachen Systemen, dasselbe gilt daher auch fiir K (x,). Nun ist & (v) in §,
enthalten, und weil ¢ Einheit ist, ist auch

R(1y) = e, (r)e
in J, enthalten. Daher ist %}%,p = (1), was zu beweisen war.

Hilfssatz 6. Es sei p = (p) ein Hauptprimideal von K, welches die Diskriminante
b von § nicht teilt. Sind P und P’ zwei ganze Ideale der Linksordnung § und derselben Norm

n% = n"BI =),
so gibt es in  eine solche Zahl v, daf
B, = P,7
und p modulo jeder Potenz von (n(t)) ein n-ter Potenzrest ist.
Beweis. Es sei nach Hilfssatz 5

s’Bp' = Spﬂ;,
wobei Kp(n;) direkte Summe von n einfachen Systemen ist. Bekanntlich gibt es eine
Einheit & in J,, fir welche

By = Ppe

7) Vgl. hierzu H. Hasse, Uber p-adische Schiefkérper und ihre Bedeutung fiir die Arithmetik hyperkomplexer
Zahlsysteme, Math. Ann. 104 (1931), S. 495, besonders S. 524.
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gilt 7). n(e) ist eine Einheit von K  und daher die Norm einer Einheit # von Kp(n;);
dann ist n(9'¢) =1 und

By, = (07e) By (97e).
Es macht deshalb nichts aus, wenn gleich von vornherein n(¢) = 1 angenommen wird.

Jetzt bezeichne Z den kleinsten relativgaloisschen durch }/p iiber K erzeugten
Zahlkorper und §) den Fiihrer des groB8ten relativabelschen Unterkorpers Z' von Z. Ferner
durchlaufe ¢ alle von p verschiedenen Primteiler von §. Dann existiert nach Hilfssatz 4
eine den Kongruenzen

oc=c¢ (mod pp3,), o=1 (mod §3)
geniigende Zahl ¢ in § mit den Eigenschaften
(K(@): K) =n, K(o)~Z =K, (s73F,)=0).
Es ist wegen n(e) =1
n(c) =1 (mod H),
daher gehort (n(c)) zu der Idealgruppe, fiir die Z’ Klassenkorper ist, und wegen
K(s) ~ Z = K gehort (o) zu der Idealgruppe von K(o), fiir welche K(s)Z" Klassenkdrper
ist. Wir betrachten nun die Strahlklassen in K(o) mod $ hp: Es sei [ der Strahl-
klassenkérper zu diesem Fiihrer, er umfaBt K(o)Z', und I ist Klassenkérper zu einer
Idealgruppe H in K(o)Z', die mod $_Hhp erklarbar ist. Jetzt ist
K(@)Z ~ T = K(0)Z',
daher ist die Gruppe von K(¢)ZI'/K(s)Z' gleich dem direkten Produkt der Gruppen von
K(0)Z/K(s)Z' und /K(c)Z’. Bezeichnet K irgendeine Idealklasse von K(¢)Z’' mod H
und x die im Sinne der Klassenkorpertheorie zu K gehorige Substitution der galoisschen
Gruppe von /K(o)Z’, so gibt es nach dem Existenzsatze von Tschebotarew unendlich
viele Primideale ersten Grades, deren Artinsymbol fiir die Gruppe von K(o)ZI/K(s)Z’
gleich der durch x erzeugten Klasse (x) ausfillt. Weil die Gruppe von K(o)ZI/K(s)Z’
gleich dem direkten Produkt der Gruppen von I/ K(o)Z' und K(o)Z/K(c)Z' ist, miissen
diese Primideale in der Klasse K enthalten sein und in K(¢)Z/ K(0)Z' vollig zerlegt werden.
Es sei jetzt (o') ein Primideal aus K(o), das der Kongruenz

o' =0 (mod ,5p)

geniigt. Es ist zu § prim und gehort wie (o) zu der Idealgruppe, fiir die K(s)Z' Klassen-
korper ist, deshalb wird (¢') in K(¢)Z’/ K(s) vollig zerlegt. © sei ein Primteiler von (o')
in K(¢)Z’. Dann gibt es nach dem oben Bemerkten ein Primideal & ersten Grades, das
derselben Idealklasse mod H wie © angehort, und das in K(o)Z/K(o)Z’ vollig zerlegt
wird. Die Norm von ¥ in Bezug auf K(s) gehort zu derselben Strahlklasse mod g hp
wie die von &, sie ergibt also ein Hauptideal (z) mit v = ¢’ = ¢ (mod 3,hp). Da T
Primideal ersten Grades sein sollte, so sind auch (7) bzw. (n(r)) Primideale ersten Grades
in K(o) bzw. K, und weil (7) in K(o)Z/K(o) vollig zerlegt wird, wird auch (n(z)) in Z/K
vollig zerlegt, und dann ist p mod (n(z)) ein n-ter Potenzrest. Wird nun ¥ und damit
auch (n(r)) zu p und r prim angenommen, was nach Obigem die Allgemeinheit nicht
beeintrachtigt, so ist p auch modulo jeder Potenz von (n(t)) ein n-ter Potenzrest.

Andererseits ist K(z) = K(o), also R(z) = R(o) und F_ = g, und es gilt

r=0 (mod g );
7 ist daher, ebenso wie ¢, in R(z) ~ §, also in § enthalten. Weiterhin gilt
r=0=¢ (mod pSp),
Journal fiir Mathematik. Bd. 176, Heft 4. 26
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und aus dem Grunde ist
R '
B, = 1 P,7.
Der Hilfssatz 6 ist damit bewiesen.

3. Nunmehr kann zu dem Beweis des Satzes 1 geschritten werden. Wir zeigen
zunéchst, daB die in ihm genannte Bedingung notwendig ist.

Ist niamlich
M = Ju
ein Hauptideal, und geniigt x in K einer irreduziblen Gleichung n-ten Grades, so ist
K(u) ein Zerfallungskorper von ¥, und aus dem Grunde ist
n(u) =1 (mod u).
nI gehort also zum Strahl mod u. Geniigt aber x nicht einer irreduziblen Gleichung
n-ten Grades in K, so gilt
n(p) =1 (mod u)
trotzdem. Denn ist &, s, . . ., &, eine K-Basis von ¥, so kann man nach dem Irreduzibili-
tatssatze von Hilbert den unabhingigen Variablen z,, z,, ..., z, solche Werte in K
erteilen, dafl die Hauptgleichungen von
5 = 061.’1;1 + 062.’132 -I" S + K Tom, lll’ld Mé
in K irreduzibel sind, und dann gilt nach Obigem
n(u) =n(ug) =1 (mod u).
4. Es sei jetzt I ein ganzes Ideal von % mit der Linksordnung §, dessen Norm
zum Strahl mod u gehort:
nM = (m), m=1 (mod u).
Wenn bewiesen werden soll, daB St Hauptideal ist, braucht dasselbe nur fiir irgendein Ideal
P =pM
gezeigt zu werden. Diese Tatsache gestattet es uns, den Beweis fiir die Hauptidealeigen-
schaft auf einen einfachen Spezialfall zu reduzieren.

J=3 -, sei ein Représentantensystem aller Typen von Maximalord-

nungen. Es sei speziell so ausgewihlt, daB die Distanzideale (J x Si)"l zu nM = (m)

und zur Diskriminante  von § prime Normen haben; diese Bedingung kann deshalb
stets erfiillt werden, weil bekanntlich jede Idealklasse Ideale enthilt, deren Normen zu
einem gegebenen Zentrumsideal teilerfremd sind. Nun gibt es eine zu (m) und zu d prime

Zahl a in K, die durch die Normen aller Distanzen (J x Si)—l teilbar ist, und sie hat die
Eigenschaft, daB fir jedes t =1,2,...,A '

ay; < J
gilt. Weiterhin sei u, fir jeden Primteiler p von nIt eine Zahl mit den im Hilfssatz 5
angegebenen Eigenschaften, und fiir jeden Primteiler p von a sei

1 0

:up - : 1 '
0 m,
wenn J, als die Ordnung aller n-reihigen Matrizen mit ganzen Koeffizienten aus K,

dargestellt wird.
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Wird nun a = (m2a*) gesetzt, so sind alle Bedingungen des Hilfssatzes 4 erfiillt,
und es gibt daher in  eine Zahl y,, die in K einer irreduziblen Gleichung n-ten Grades
geniigt, und fir die

by = p, (mod apsp), (@y Lv},,l) = (1)

gilt. Es ist ) ganz und zu enIR prim, daher wird (g,) in K(g,) in ein Produkt

nlkt
zweier Ideale zerlegt:

(1) = MMy,
wobei ndt; =nik und N, zu F, anI prim ist. Nun werde in K(g,) nach dem Satz

von der arithmetischen Progression ein zu b teilerfremdes Primideal B, ersten Grades
bestimmt, welches die Kongruenz

B, =N, (mod F,a"ni)
befriedigt. Es ist
My By = ()
und
w = p, (mod %ﬂla" nM).
Insbesondere ist u = g, (mod ¥, ), deswegen liegt x, ebenso wie u,, in § und wegen
4= p; (mod nM) sogar in M. Daher ist
P = pum
ein ganzes Ideal, seine Norm ist
n
nP =nP, =(p) = (—5;?)

Nach 8 gehort sie wie nIR zum Strahl mod u. (p) ist Primideal ersten Grades, weil P,
ein Primideal ersten Grades ist. Und schlieBlich gilt fiir jedes in @ aufgehende Primideal p

n n n
p =2 _n) (1) 4 o gy
also
p=1 (mod a»).
Das so konstruierte Ideal 8 kann nun als Hauptideal nachgewiesen werden; es
werde dazu I durch P ersetzt. Die Maximalordnungen § =g, S, . . ., &, und die

Zahl ¢ mogen die oben erklirte Bedeutung behalten. Ferner seien P, P’, B”,... alle
Ideale der Norm (p) und der Linksordnung §:
ns,B =n$’=n$“=--o :(p) —_—.p
und ', 7"/, ... solche nach Hilfssatz 6 existierenden Zahlen aus , da
’_ r_ - .
SBp =7 1513;, =z 153;'.,;" =
gilt, und daB p modulo jeder Potenz von (n(z")), (r(z"’)), ... ein n-ter Potenzrest wird.
Es werde
n(z (") =b, ab=c
geschrieben. Dann ist p ein n-ter Potenzrest mod ¢, d. h. es gibt eine ganze Zahl ¢ in K,
welche die Kongruenz
p=1 (mod c")

befriedigt.
26¢
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Da p zu b prim ist, ist p fiir jeden Primteiler q von b die Norm einer ganzen Zahl
aus dem unverzweigten Relativkérper n-ten Grades iiber Kg; infolgedessen gibt es fiir
jedes dieser q ein Polynom

g(2) =a"+a, 2" 4+ Fa_, o+ (=) p
mit ganzen Koeffizienten aus K, welches in K, irreduzibel ist. %, bezeichne solche nach
Hilfssatz 1 existierenden Exponenten, da8 jedes Polynom, welches g (z) mod q" kon-

gruent ist, in K; ebenfalls irreduzibel ist.
Nun kann man ein Polynom

g(2) = 2"+ ;2" 4 -+ tax + (—1)"p
mit ganzen Koeffizienten aus K konstruieren, welches den Kongruenzen
g(z) =g () (mod q"9) fiir alle q|b,
g(z) = (z — t)" (mod c")

geniigt.
Wenn u = (1) ist, d. h. wenn U keine unendlichen Verzweigungsprimstellen be-
sitzt, so erzeugt jetzt eine Wurzel von g(z) = 0 einen Zerfallungskorper von . Infolge-

dessen 8) enthilt U eine Wurzel = von g(z) = 0. Nun ist ™t eine ganze Zahl; ohne
g r g 5

Beschriankung der Allgemeinheit darf vorausgesetzt werden, daB sie in einer der Maximal-

. . —1 — 1 "y
ordnungen J, J,, - - -, 3, liegt. Dann ist al-é— = lb— = und mithin auch =

in § enthalten. Wegen n(z) = p ist jetzt 3 ein ganzes Ideal der Norm (p). Wire Jn = %,
so wiire P bereits als Hauptideal nachgewiesen. Sonst ist jedenfalls Jn= einem der Ideale
P, B, ... gleich, es sei etwa Ju = P’. Dann ist

B, = J,7"lar’.
Es ist aber

"t = by’ 4 ¢,

und weil b durch n(z’) teilbar ist und 7z’ und » in § enthalten sind, liegt auch '~ z7’
in §. Dann ist aber

P = Jr'ar’,
und der Beweis des Satzes 1 ist erbracht.

Ist aber u & (1), und das kann nur fiir gerades r eintreten, so miissen die Fille
n> 2 und n = 2 getrennt behandelt werden. Es werde zunédchst » > 2 angenommen.
Dann ist g(z) wegen p = (— 1)"p =1 (mod u) fiir grosse negative und positive z sowie
fiir = 0 positiv an allen zu u gehérigen unendlichen Primstellen. Man kann nun eine

ganze und rationale Zahl A, die durch alle q" und durch ¢~ teilbar ist, derart bestimmen,
daB

gi(x) =g(z) + Az?
fiir alle reellen z positiv an allen zu u gehorigen unendlichen Primstellen wird. Dann

erzeugt eine Wurzel von g,(z) = 0 einen Zerfillungskorper von ¥, und man kann jetzt
den Beweis dadurch zu Ende fiihren, daB man g(z) durch g,(x) ersetzt.

8) H. Hasse, Theory of cyclic algebras over an algebraic number field, Transactions Amer. Math. Soc. 84
(1932), 8. 171, Satz (IL. 2).
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b. Ist zweitens n = 2,
g(x) = 2* 4 ex + p,
und kann man eine ganze Zahl e, in K derart finden, daB
e, =¢e (mod g") fiir alle qld,
e, =e (mod c*)
gilt, und daB €2 — 4p an allen zu u gehérigen unendlichen Primstellen negativ wird, so
liefert eine Wurzel von

gi(z) =2*+ex+p =0
einen Zerféallungskorper von 2, und man braucht oben nur g(z) durch g,(z) zu ersetzen,
um den Beweis zu Ende zu fiihren.

Wenn u nicht alle unendlichen Primstellen von K umfaft, so kann eine Zahl e,
mit den genannten Eigenschaften in der Tat gefunden werden. Um dies zu zeigen, seien
die Konjugierten zu einer Zahl z aus K mit z), z®), .. ., 2™ bezeichnet, und zwar mit
20, z®, .. z® gpeziell diejenigen, die zu den unendlichen Verzweigungsprimstellen
von 9 gehoren. Wird unter A schlieBlich eine ganze und rationale, durch alle g"@ und
durch ¢~ teilbare Zahl verstanden, so kann man die Existenz einer solchen Zahl e; aus
dem nachstehenden Hilfssatz entnehmen:

Hilfssatz 7. e set irgendeine Zahl aus K und A > 0 eine rationale; eV, e, . . ., e®
seien zu e konjugierte Zahlen, die in reellen zu K konjugierten Kirpern liegen migen. Ausge-
nommen in dem Falle, wo k gleich dem Grad m des Kirpers K ist, gibt es ganze Zahlen y
in K derart, daf die Betrige der Differenzen &9 =e® — Ay® (i =1,2,..., k) unter
beliebig vorgegebenen Schranken e; liegen:

e — Ay®D| < .

Beweis. Es gibt in K gewiB eine ganze Zahl w, fir die |w®| kleiner als % ange-
nommen werden darf. Dann ist
el)

(1) IR, 7S¢ Y]
€ A[Aw(l)]w

= leth — Ay®| < ey,

der Hilfssatz 7 gilt mithin fiir £ = 1?). Er werde bereits fiir £ — 1 als richtig ange-
nommen. Dann gibt es eine ganze Zahl z in K, die den Ungleichungen
ie(‘)—Az(‘)|<% G=1,2..,k—1)

(k) — Az
geniigt. Ist nun [e~~~ As

p ] =0, so ist auch schon
k

|e® — Az®)| < g,
und es hat z die erforderliche Eigenschaft; sonst ist fiir jede reelle Zahl T' = 1 auch
(k) — (%)
{ TL__AZ_] +0.
&

Jetzt existiert nach dem Hilfssatz von Minkowski iiber homogene Linearformen eine
ganze Zahl v in K, die den Ungleichungen

%) Fiir positives reelles 7' bedeute [T'] die groBte natiirliche Zahl, die kleiner oder gleich 7' ist, und es gelte
[—T]=—I[T]
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1

2A [W—]e(") - z(")] =

I”(k)’ <"A£ =
[v®] < g, f=k4+1,...,m)
geniigt, wenn D die Diskriminante von K bezeichnet und die 7, ,,, . . ., #,, 80 angenommen

[vD] < 5

(G=1,2...k—1),

werden, daB
=yD|

ist (fiir konjugiert komplexe v miissen die Schranken 7, gleich sein). Esist 1 < iI_"I: | v®],

i=1 '

1 1 Ty
’U(") g !> = — = .
[v®] v D ED ) | Ty T e, VD] A|VD|
Die Zahl
B — Az
y=z+ [—W]”
besitzt nun die geforderte Eigenschaft: y ist ganz, ferner ist fir i =1,2,.. .,k —1
() — Azt ® — Az®)
le® — Ayd| < e — Az®| + A [e__ Aq)(ﬁz ] ()\ <& Al[IVDle _Az_]va) <&
7

und
e®) — Azk)

le® — Ay®| = T

B — Az — A[ ]v<k>| < &.

Damit ist der Hilfssatz 7 bewiesen.

Eingegangen 30. Mai 1936.



