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Einige Untersuchungen iiber geordnete Schiefkorper.

Von Ruth Moufang in Frankfurt a. M.

Einleitung.

Ein allgemeines Konstruktionsprinzip zur Erzeugung von Schiefkdrpern ohne
endliche Basis hat G. Kéthe 1) gegeben. Die erhaltenen Schiefkorper sind so beschaffen,
daB je endlich viele Elemente in einem Schiefkorper mit endlicher Basis gelegen sind,
eine Eigenschaft, die hier die Anordbarkeit ausschliet 2).

Den folgenden Untersuchungen liegt die Frage nach einem Konstruktionsprinzip
fiir anordbare Schiefkérper zugrunde. Ausgangspunkt ist der Gruppenring: Man bilde
aus den Elementen einer aus a und & erzeugten Gruppe G iber den rationalen Zahlen
endliche Linearkombinationen (die verschiedenen Elemente von G bilden die abzéhlbar
unendliche Basis des Rings). Ist G abelsch und erfiillen die Erzeugenden a, b keine Re-
lation, die nicht in allen abelschen Gruppen erfiillt ist, so ist der Gruppenring in einen
geordneten kommutativen Korper einbettbar. Ist G die freie Gruppe &, so ist die Frage
nach der Einbettbarkeit des Gruppenrings in einen Schiefkérper noch unentschieden
(vgl. S.208). Im folgenden behandeln wir den Fall, daB G metabelsch?) ist. Es zeigt sich:

Der Gruppenring der metabelschen Gruppe ist in einen geordneten Schiefkorper ein-
bettbar.

Das allgemeine Element des Schiefkorpers ist eine Laurent-Reihe in b mit endlich
vielen negativen Potenzen, deren Koeffizienten Laurent-Reihen in a¢ vom selben Typ
sind ; ihre Koeffizienten sind rationale Funktionen mit rationalen Koeffizienten von endlich
vielen der abzdhlbar unendlich vielen Unbestimmten v, (v, u =0, +1, 4+ 2,...),
die unter sich vertauschbar sind. Bei der Konstruktion des Schiefkorpers wird von der
Darstellung der metabelschen Gruppe mit Hilfe von symbolischen Potenzen des Kommutators
pon a und b Gebrauch gemacht (§§ 1, 2). Der Hilbertsche Schiefkorper ¢) erscheint als
einfachster Spezialfall unserer Konstruktion (§ 3).

Es zeigt sich ferner, daB der Gruppenring Ry der metabelschen Gruppe sogar
in einen geordneten Schiefkérper einbettbar ist, der nur eine endliche Anzahl von Pa-
rametern enthilt, nimlich drei (b, a, x) iber dem Korper der rationalen Funktionen von
zwei Unbestimmten als Zentrum; das allgemeine Element des Schiefkorpers ist eine

1) G. Kothe, Schiefkérper unendlichen Ranges iiber dem Zentrum, Math. Annalen 106 (1931), S.156—39.

2) Uber den Zusammenhang von Anordbarkeit und Endlichkeit der Basis siehe die Arbeit von Herrn
W. Wagner, Uber die Grundlagen der projektiven Geometrie und allgemeine Zahlensysteme, Math. Annalen 118
(1936), S. 528—567.

3) Wir verstehen hier und im folgenden unter der metabelschen Gruppe die allgemeinste metabelsche Gruppe,
bei der also die Erzeugenden a, b nur solchen Relationen geniigen, die in allen metabelschen Gruppen erfiillt sind.

4) D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, 7. Aufl. 1930, § 33.
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Laurent-Reihe in b, a, x mit jeweils nur endlich vielen negativen Potenzen und mit
Koeffizienten aus dem Zentrum (§§ 4, 5).

Der Ring Ry enthilt als Unterring den freien Ring & aus zwei Erzeugenden a, b,
gebildet aus den Linearkombinationen von endlich vielen verschiedenen Potenzprodukten
in a,b mit positiven Exponenten und mit rationalen Koeffizienten. Die Einbettung
von & in einen geordneten Schiefkdrper ist mit der Einbettung von Ry in einen solchen
geleistet. Es zeigt. sich aber, da man bereits einfachere geordnete Schiefkorper an-
geben kann, die zu & isomorphe Unterringe enthalten (§ 1, Nr. 5; § 3, Nr. 3; § 4, Nr. 8).

§ 1. Die metabelsche Gruppe und ihr Gruppenring.
1. Die Elemente der metabelschen Gruppe I aus zwei Erzeugenden a, b lassen

sich bekanntlich 8) mit Hilfe symbolischer Potenzen des Kommutators

u =bab g

so darstellen, daB jedem Potenzprodukt P in a, b, ™, ™" eindeutig ein Ausdruck u®a*p’
zugeordnet ist, wo ¢ ein Polynom in den kommutativen Variablen a, b, a™, ™" mit
ganzen Koeffizienten, o die Exponentensumme von @ in P, 8 die Exponentensumme
von b in P ist. Diese Darstellung wird erhalten durch sukzessive Anwendung der folgenden

Springregeln

141 a1 el

(1) Ba* = yo—t =1 gt pt — u’k‘l“Tprkqlakbl

mit
k= ¢&|k|, l =gl
pp=14+a4+a?+. ...+ p =14al4a?+. . .4a*H (k> 0),
g, =14+b+0"+ .-+ ¥, g, =14+ T (>0,
Po=9=0 p=p,=9=9,=1,
(2) bu’ = u'd,
(3) atur = ux gk,

wobei k, ! ganz, y, y Polynome in @, a™", b, b~ mit ganzen Koeffizienten sind.
Die Darstellung
P =u°d"V
ist im allgemeinen nicht eineindeutig; indessen ist dies der Fall, sofern in dem Potenz-
produkt P nur positive Exponenten vorkommen. Dann hat man
P =b"d"bd . . bat = u®a”bP
mit
o =2 li y ﬂ =23 ki y
[N SR A
q) = qk;pl‘ + allql"-i-k,pl, + e e + al'"? (3 lqkl+kg+ . plt .
Analog sei
P =u" V.
%) Fiir das Folgende siehe etwa Ph. Furtwingler, Beweis des Hauptidealsatzes fiir den Klassenkérper algebrai-

scher Zahlkérper, Abh. Math. Sem. Hamburg 7 (1930), S. 14—36. Unsere Bezeichnung weicht von der dort gegebenen

ab. Wir setzen
aua™t = u®, o lua= u"_l, bub~ =102, b lub= 271 usw.
Die g, b im Exponenten von u sind kommutative Variable, die Erzeugenden a, b der metabelschen Gruppe dagegen

nicht kommutativ.



Moufang, Einige Untersuchungen diber geordnete Schiefkorper. 205

Ist u”a”b” formal identisch mit u®a*d’, also &' =&, p' =B und ¢’ = ¢, so folgt,
daB P’ mit P formal identisch ist:
! LHigt oo iy
A A e A
Nimmt man in ¢ bzw. ¢’ die héchste vorkommende Potenz von b, so folgt durch Ko-

effizientenvergleich
LHlpt e tlp_y

p,=a
daraus durch Vergleich der niedrigsten Potenz von a

l1+l2+"'+lt_1=li+lé+"‘+l‘{_1, also lt=l;

ghrtat e

pz; ’

Aus
Lyt o os +p Utigt oo +lg_
oo 177 t—2 — ceo 1702 8—2
9%, P,, - a Tyt ooty Prp_, = Wl Pu; l a

folgt jetzt durch Vergleich der beiderseits hochsten vorkommenden Potenz von b
By +bke+ oot b=k +hk+ -+ ki, also b=k,
und durch Vergleich der zugehorigen Koeffizienten

all+ ves +lt—l

qk{‘f' T pl:—-l

’ ’
l1+ s +l‘._.1
P, =0

Durch Fortsetzung folgt die Behauptung P' = P.

pl;-—l’ aISO lt...]_ = l:_l .

N
2. Zu M gehort ein Gruppenring aus den Elementeni:‘,; riP;, r; rational, P; Element

aus M. Die Addition ist erklirt durch Addition gleichstelliger Koeffizienten r;, die Multi-
plikation durch gliedweises Ausmultiplizieren. Dadurch erhdlt man einen Ring. Ge-
brauchen wir fiir die P die obige Darstellung, so hat man als Ringelement

nigm
2 rymu®ad"b™,

v,n,m
wo die Zeiger » bzw. n, m endlich viele natiirliche bzw. ganze Zahlen durchlaufen. Die
Multiplikation ist jetzt gegeben durch die Formel

k. m,
a¥—1 pM—1
@y npm wedy ¢>,+a"b’”w,,+a" =1 =1 ntkpm4l
(4) v’n"‘l A 2‘ Lt ot = Z"”rmmgm a""b
u,k 4
Gk—l Bm-—l
(p +aMy tepe a5 b5 ap
2 3 wT %k m 2 2 kdm an+kbm+l .

n,m vnm ,ukl
k1

Die Basiselemente dieses Rings Ry sind Potenzprodukte in den nicht-kommutativen
Unbestimmten a,b, @ ", 5" und je endlich vielen der untereinander vertauschbaren Un-
bestimmten vy = u*¥® (i k =0,+1,...)
Um die Assoziativitdt der durch (4) definierten Multiplikation einzusehen, hat man
zu beweisen
wdb  u’d"V} cutd’b = u®d* b . (u*a™b” - uta'h’} .
Durch Vergleich der Exponenten von u in den beiderseitigen Normalformen erhilt man

kpl —14—1 o m+ka.'—1bl+h_1
p+dty+d T oy At e L

kil ktm itk m+ka -1, a1 0 —1
=@t aby+a by +a" 1bb—1+ a—1 5-1°'

und dies ist eine Identitit.
Journal fiir Mathematik, Bd. 176, Heft 4. 27

(G
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3. Der soeben konstruierte Ring ist offenbar Unterring in dem Ring Gy mit dem
allgemeinen Element

2 (2 Rad)
E=M \i=N;,
wo Ny, M 30 ganz und R; eine rationale Funktion von endlich vielen der
ut (v, 4 =0, £1, +2,...) ist. Wir schreiben diese Doppelsumme im folgenden
kiirzer izk'Rikaibk.

Die Addition ist erklirt durch

%‘Rikaib" NR izgp,.ka"b" = (R + Pu)a'd® = %‘Sikaib",

wo die Py, S; analoge Bedeutung haben wie die Ry.

Die Multiplikation ist sinngem&f im Anschluf an das Vorige definiert. Setzt man

n, m)
%- ein. m) ¥l

Pum = E’W% (nicht alle g, = 0),
h h
8o ist
(n,m), 4ipk
- l gn,i”)uc’l LORPY) p a—1 pk—1 .
e . nim — i a—1 b—1 itn m
(6) 2 Ria'b E Pomd"b Ry e b atr
1,k n,m Lk 29}», u'hn
n,m

Sind insbesondere die R und P ganzrationale Funktionen, die sich auf einen Summanden
u?® reduzieren, so geht (6) in (4) iber. Sind die R,P allgemeine ganzrationale Funk-
tionen, so folgt (6) aus (4) vermoge der distributiven Gesetze. Treten in R, P Nenner auf,
80 benutze man zur Herleitung von (6) die Springregel

k 3 (n, m)_gfnsm) —(n,m)__p{am) —1
= l h

b Pun = b %’ o u (%’ [P )
_ (n,m) MMt 3 —(n,m) gt 1) 4\ —1
= %’ o, u' (hZ' g, u'n b )
_ (n,m), gMME 5k 0 —(n,m) M)k —1
Bl AR I 7LD

(n, m)pk
> Q(n, "9 )b
T 4 k

= i (n, m)pk
%v -é;n m) uv i

Die Assoziativitit der durch (6) definierten Multiplikation folgt durch eine ein-
fache Uberlegung aus der Assoziativitit innerhalb des Rings Rm; die zu beweisende
Gleichung fiihrt ndmlich sofort auf (5).

4. Der Ring S ist ein Schiefkorper. Zunichst ist ©p nullteilerfrei. Wir setzen
ein Element 5 Ria'b* dann gleich Null, wenn alle Ry gleich Null sind, d. h. wenn in
jedem Ry allze Koeffizienten im Zihler (aber nicht alle Koeffizienten im Nenner) ver-
schwinden. Zwei Elemente heiBen gleich, wenn ihre Differenz verschwindet.

Sei
Q =2Raaibk=f=0, RNMM#O,
st
Q'= Y Puuad” +0, Pyt == 0
n=Ng.m "
m=M,...»

(Nln M» N:m M,% 0$ ganz))



Moufang, Einige Unlersuchungen wber geordnete Schiefkirper. 207

go ist auch das Produkt dieser beiden Elemente von Null verschieden, denn das Glied
’ " . . .
a "N MM Lommt genau einmal vor, versehen mit dem Koeffizienten
’
(N,&[’» M) ¢(NM"MI)GNM bu N' » M
;Z [ u't Ny @ M 1My

! & a1 =1 |

¢ =Ry, u
M ' ’ -
" —(Nop, M (NMI,M) NMbM

hSQ;. > B0y ¢

der von Null verschieden ist, da die rationalen Funktionen von endlich vielen kom-
mutativen Unbestimmten, hier u?’*", keine Nullteiler haben.

Das Element mit Ry, = 1, Ry = O sonst, ist die Haupteinheit des Rings; man hat
jetzt zu zeigen: Die Gleichung

QQ' =1
hat bei gegebenem Q' = 0 mindestens eine Losung Q, bei gegebenem Q == 0 mindestens
eine Losung Q'. Die Einzigkeit der ersten bzw. zweiten Losung folgt dann aus der Null-
teilerfreiheit, endlich die Ubereinstimmung der ersten mit der zweiten Losung nach dem
bekannten SchluB mit Hilfe des assoziativen Gesetzes.

Eine Losung von QQ' = 1 bei gegebenem Q' gewinnt man mit Hilfe der Methode der
unbestimmten Koeffizienten generell genau so wie beim Hilbertschen Schiefkorper (siehe
Anm. 4)). Gegeben sind die P, die R gesucht. Zwischen den P und den R besteht analog
wie bei Hilbert ein System von in R linearen Relationen, aus denen sich die Unbekannten
R;; sukzessive bestimmen. Zunichst lauft £ von — M’ bis oo, i von — Njy bis oo ; man
findet den Wert von R—-Niuu—-M’ aus ¢ = 1, daraus rekursiv alle R, _, und weiterhin ein

Ry mit festem i, k rekursiv aus den Ry mit i’ < i und den ebenfalls bekannten Rj
mit &' <k. In der linearen Beziehung, die Ry liefert, kommt R; mit einem von
Null verschiedenen Koeffizienten vor, némlich abgesehen von einer reinen symbolischen
Potenz von u, mit

’ ’ .
> Q(Nju., M) uq);NM" M), gl bk
l l

(N M), SN M), i
‘Fe;‘lvu,u)uwh M at.b

Um die Gleichung QQ' =1 bei gegebenem Q aufzulésen, bedient man sich ebenfalls
des Ansatzes der unbestimmten Koeffizienten, hier P,,. Das System der durch Koef-
fizientenvergleich nach b und ¢ resultierenden Gleichungen ist jetzt nicht mehr in den
P.n selbst linear, sondern in den rationalen Funktionen, die aus den P,, dadurch her-
vorgehen, daB die im Exponenten von u auftretenden ¢ und y jedesmal einen festen
Faktor erhalten, namlich o™ b fiir dasjenige P, das in einer solchen Gleichung den
groBten Index m und dann den groBten Index n hat. Aus ¢ =1 findet man Puiy 3o

(Njy = — Ny, M’ = — M), indem man

N aN«,M'—l bM—l -1
( Ry, u u” a—1 -1 )
wieder als Bruch schreibt und im Zihler und Nenner in jedem Exponenten von u den
Faktor a ™ p™* anbringt. — Damit ist man fertig.

5. Der Schiefkorper Sy enthdlt einen zu Ry isomorphen Teilring, folglich auch
einen zu{ isomorphen Teilring. In @y sind namlich die Potenzprodukte in a, b zu end-
lich vielen iiber den rationalen Zahlen linear unabhingig, weil sie in Gy verschiedene

Normalformen haben (s. Nr.1).
27*
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Gelange es dariiber hinaus, in Gy zwei Elemente &, 5 so anzugeben, daB alle Potenz-
produkte in & £, 5, ' zu je endlich vielen iiber den rationalen Zahlen linear unab-
héngig sind, so wire bewiesen, daB @y sogar einen zu @ isomorphen Teilring enthalt,
womit die Einbettung des Gruppenringes der freien Gruppe aus zwei Erzeugenden in
einen Schiefkorper geleistet wire.

§ 2. Anordnung des Schiefkorpers Sup.

1. Wir ordnen zunichst die Polynome ¢ der Argumente a,b,a ", ™" (a,b sind
kommutative Variable) mit ganzen Koeffizienten so an: es sei dann und nur dann ¢ = 0,
wenn alle Koeffizienten verschwinden, und es sei ¢ = 0, je nachdem die kleinste vor-
kommende Potenz von b als Koeffizienten ein solches Polynom in @, a—! hat, dessen
niedrigste vorkommende Potenz von a einen ganzzahligen Koeffizienten = 0 hat. Dieses
Glied in ¢ wollen wir das Hauptglied nennen. Nun sei ¢ =y, falls ¢ — =0 ist.

Diese Anordnung ist monoton: Aus ¢ > 0, » > 0 folgt

o+y9y>0, o@p>0,
wie man sofort einsieht.
Nun sei

DV

A= riu”izO,

1

je nachdem r, == 0, sofern <@, < o< @, Ist
] 1< P, Py Pn
!
Al'—‘ké’;’;ﬁuv", Y, <<,

so sei A= A', je nachdem 4 — A’=0. Dann erkennt man leicht die Beziehungen:
Aus A > 0, A"> 0 folgt A + A"> 0, AA’ > 0. Das erste ist trivial, das zweite folgt
aus der Tatsache, daB das Vorzeichen von

AA' = E rirf utitve
i=1,.. .,k
k=1,...,1
bestimmt wird durch das Glied u®:+v:, das mit dem positiven Koeffizienten r, r; ver-
) P 17
sehen ist.

Die rationalen Funktionen

A B
Zl =A'—h Z2 =F

(B, B' usw. bezeichnen Elemente vom selben Typ wie 4, A’) ordnen wir gemiB

z=%20,
je nachdem CC’' =0, und Z, = Z,, je nachdem Z, — Z,= 0. Dann folgt ausZ, > 0,Z,> 0
auch Z, + Z, > 0, denn es ist

und

(AB' + A'B)A'B' = AA'B”? + BB'A"? > 0
wegen der Monotoniegesetze fiir die Anordnung der A,... und der Voraussetzung
AA’> 0 und BB'> 0.
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2. Anordnung der Elemente von ©g. Die in § 1 mit R; bezeichneten Elemente
sind die soeben mit Z bezeichneten Elemente. Wir setzen fest:

Q = ZRikaib"% 0, je nachdem Ry, x=0.
i=Nk,...0)
k=M,... ®

Wir nennen Ry, u M pM das Hauptglied von Q. Es sei
Q=Q', je nachdem Q —Q'=0.
DaB aus Q > 0, Q"> 0 auch Q + Q'> 0 folgt, ist dann sofort einzusehen.
Die Monotoniegesetze der Multiplikation ergeben sich so: Es sei

Q:Z’Rikaibk> 0, Q’:ZP,,ma"b”‘> 0.
1=Np, ... ® n=Np,,...®
k=M,... » m=M,... ©

Dann hat QQ' nach (6) das Hauptglied
My SN M) N M

2 Q(NM M )u¢l @ b N aNM'—l oMy ,
il Mo 5T Nut B pMA N

Riyu :

! ’
26(1\73‘,, M')u,,,‘hNM’,M ). aV M M
% h

dessen Koeffizient positiv ist, weil nach Voraussetzung RNM u>0, PNﬁw w > 0, daher

auch noch derjenige Bruch, der aus PNEw v dadurch hervorgeht, daB man in jedem

Glied im Zghler und Nenner im Exponenten von u einen festen Faktor a"upM anfiigt;
denn die Grofenanordnung der Exponenten wird dadurch nicht zerstort. SchlieBlich ist
auch der dritte Faktor im Hauptglied positiv, also auch das Produkt aller drei Fak-
toren. Folglich ist QQ" > 0. Ebenso beweist man, daB Q'Q > 0 ist.

3. a) Aus dieser Anordnung des Schiefkérpers Gy folgt dann sofort: In Sy gilt
keine Regel von der Form, daB ein festes Polynom in zwei Unbestimmten mit ratio-
nalen Koeffizienten identisch in den Unbestimmten gleich Null ist ¢). Dies ist eine
Folge der Tatsache, daB in Gy die Normalformen u®a*b’, die zu verschiedenen Potenz-
produkten der speziellen Elemente a, b gehoren, nichtarchimedisch verschieden sind,
so daB keine Linearkombination von ihnen verschwinden kann.

Man kann sogar beweisen: Eine Regel dieser Form gilt in keinem geordneten
Schiefkorper, in dem zwei Elemente a, b existieren mit 7?)

(7 ba < ab
und

(8) ab™a' > ba't'b"  fiir beliebige ganze positive i, n.

Diese Voraussetzungen sind in Sy erfiillt wegen
ba = uab < ab,
abn+1ai — uap,iqn+1ai+1 bn+1 > upi+1q1 ai+1 bn+1 — bai+l b”-
Aus (7) und (8) folgt ndmlich: Verschiedene Potenzprodukte in a und b mit bzw. gleichen

Dimensionen in a und b sind nichtarchimedisch verschieden. Daraus folgt dann die
Behauptung, da es geniigt, sich auf homogene Polynome zu beschrianken 8).

%) Vgl. die in Anm. 2) zitierte Arbeit, in der die Frage nach ganzrationalen Rechenregeln in geordneten Schief-
kérpern allgemein beantwortet wird.

7) Das Zeichen > (<) ist fiir nichtarchimedisch groBer (kleiner) gesetzt.

8) Siehe M. Dehn, Uber die Grundlagen der projektiven Geometrie und allgemeine Zahlsysteme, Math. Annalen
85 (1922), S.184—194, bes. S. 187.
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b) Mit Hilfe dhnlicher Uberlegungen beweist man ferner: In einem geordneten
Schiefkérper konnen zwei Elemente w, v, die den Bedingungen

2>w>1, w—1=2 also 0<z<1, und z0> vz

geniigen, keine Relation erfiillen von der Art, daB ein Potenzprodukt in w, v einem
andern solchen Potenzprodukt von bzw. gleichen Dimensionen in w, v gleich ist.

§ 8. Spezialisierungen.
1. Die Untersuchungen von § 1 bieten die Moglichkeit, durch geeignete Spezi-
alisierung der Variablen a, b im Exponenten von z und von z selbst eine groBe Menge
von Schiefkérpern, und zwar auch anordbaren, zu konstruieren ?).

Das einfachste Beispiel ist der Schiefkorper von Hilbert. Man setze u gleich einer

rationalen Zahl = 1, etwa u = 2, also

1

o= =gt =0 =2,

und es bleibt der Schiefkorper, erzeugt durch zwei iiber den rationalen Zahlen trans-
zendente Element a, b mit der erzeugenden Springregel ba = 2ab.

2. Setzt man ba = uab, u Unbestimmte, und u® =u, u® =u, so resultiert der
geordnete Schiefkorper, erzeugt durch zwei Unbestimmte a, b iiber dem nichtarchi-
medisch geordneten Korper der rationalen Funktionen einer Unbestimmten z als Zentrum.
Die erzeugende Springregel ist ba = uab, wo u mit a und b vertauschbar ist.

3. «) Im folgenden betrachten wir noch den Fall,
9) u=a ),

Dabei ergibt sich ein geordneter Schiefkérper, der einen zum freien Ring & aus zwei
Erzeugenden isomorphen Teilring enthilt. Es ist also die Einbettung von § in einen
geordneten Schiefkorper bereits auf einfachere Weise moglich als in § 1.

Der Ansatz (9) ist ein Spezialfall von
u="%P(a) =ry+ rja + rya® + ... (r; rational),

den wir hier nicht behandeln wollen (siehe dazu § 4, Nr. 8)11),
Vermoge (9) hat man

a”

' =a=u", n>0,

und
w=a? w"=a¥ uw™" =a" (n=0, m ganz).

9) Z.B. indem man in geeigneter Weise zwischen den a, b, a b im Exponenten von u solche Bedingungen
festsetzt, dafB die u% %" sich auf endlich viele Elemente reduzierén. Freilich bedarf es zuweilen besonderer Unter-
suchungen, ob das durch Spezialisierung hervorgegangene System wirklich ein Schiefkorper ist, wie z. B. im folgenden
fiir w = a, wo schon die Definition des allgemeinen Elementes abzuéndern ist.

10) Der Fall u=a’ (v=2,8,...) liefert nichts wesentlich Neues. Fiir den Fall u = a2 siehe . H. M.
Wedderburn, Algebras which do not possess a finite basis, Trans. Amer. Math. Soc. 26, S. 395—426, insbes. S. 425.

11) Der Gedanke, aus zwei Elementen a, b iiber den rationalen Zahlen einen Schiefring zu konstruieren mit
der erzeugenden Springregel

ba= (r,a + 1,02+ rya®+ - )b,
wo die 7; feste rationale Zahlen sind und », > 0, stammt von Herrn Kéthe (briefliche Mitteilung vom 11. 2. 1934) —
Herr Kothe vermutete die Einbettbarkeit des Schiefrings in einen anordbaren Schiefkérper mit Hilfe des Oreschen
Regularititskriteriums; dazu ist die Voraussetzung r, > 0 wesentlich (vgl. dazu § 4, Nr.8, wo z und @ an Stelle von
aund b geschriebenist. Inentsprechender Weise wie dort erledigt sich der Fall, daB in der erzeugenden Springrelation
eine beliebige mit a (dort «) beginnende Potenzreihe als Faktor auftritt).
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1
Wir schreiben a2" statt u*™" (dies ist zunidchst nur eine Bezeichnung) und haben dann

(10) b"a™ = a™"p"
nach Formel (1) in § 1; diese Gleichung gilt auch fiir n < 0, denn man darf mit den
Briichen im Exponenten von @ nach den Regeln der Bruchrechnung rechnen: setzt man

m

m 2"
(ub—") =a,

so gilt
m m, m-+m,
@™ @™ = @ = by 2 G g
m\k  mk
(azn) =a*.
Es ist also
ua™et — ot

fiir je zwei ganze n, m. Daher ist nach (1) in § 1 auch Formel (10) richtig.
Die Elemente des Schiefkérpers sind

n n

P} ( }:‘0 rnmagT"_') " ~=—nzm' rm,.aﬁ "™  (rwm rational, i, ganz = 0; N,, M ganz £ 0)

m=M\n=Np,

mit den Verkniipfungsvorschriften

n n
Sr a®™ "+ Zo a™p"
( 1 1) l— nm i nm L
=23 a4 Zo! a®mb" =3 (1] + ol )a?™b",
1
falls 4, =i, j. (ist 2> i, so kann man jede Laurent-Reihe von a* auch als Laurent-
1

Reihe von @?* schreiben), und
L 2 o LS
‘m 3m 141 imo ol pml = ohtgt
(12) n%irma2 b -f‘".l,’@“aQ b =’£nr,,mek,a2 L —5r.ta3 b .
Die distributiven Gesetze sind evident, das assoziative Gesetz ist sofort zu verifizieren.
B) Nullteilerfreiheit und Inverse. Man definiere

S = tun a®™p™ =0, wenn alle ry, = 0.

n=Nm,... oo
m=M,...®

Ist
k

g
§' = Qk,aalbl,
k=Nj,...®

I=M',... ®
50 sei S =8, falls S — §' =0.
Ist $==0 und S’ %0, so ist auch $§' #=0, §'S 0. Denn in SS’ kommt das
fv_n_,+ e M. Ny
Glied @™  #¥ pM+¥ gonay einmal vor, versehen mit dem Koeffizienten Py 0 * Carl a1
in dem nach Voraussetzung beide Faktoren == 0 sind.
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Das Element ryy =1, ri; = 0 sonst, ist die Haupteinheit. Um bei gegebenem
S %+ 0 das Element S’ aus der Gleichung SS’ =1 zu bestimmen, setze man S’ mit
unbekannten Koeffizienten g,, und unbekannten j, an und nehme in der iiblichen Weise
Koeffizientenvergleich vor. Zunachst findet man M’ = — M, also I = — M, .... Die
1
kleinste Potenz von ¢2", die im Koeffizienten von 5 vorkommt, muB a° sein, also ist
N, PN

g T =0

Man setze etwa j,, = M + i,,, also N, = — N,. Dann ergibt sich rekursiv

Py 1 Oy it = 1, daraus Nty a>

Tay wChpi1ar T Ty 1 Oxty, = 00 daTaus o 1y
usw. Damit sind alle g, fiir k=N, ... bestimmt. Der Koeffizient des zu bestim-
menden ¢ ist jedesmal rx, » == 0.

Zu b! hat man den Koeffizienten

n_ eMtl w oMy
i " 7 Tar
oM+l oM oM oiMy1
2 Tuary1 Qe @ + Zrn’MQk’M’+1a =0.
n=Np q,...® n=Npr,...®
k=N’ﬂl',...00 k’=Njw+1,...oo
Man bestimme j,. ., und N, . zunichst aus
M+1 M
_Nuss 27 Ny Nw 2 Niwy (s = M + iar)
2iMi1 oim oim T ginrt1 My

indem man etwa setzt j, ., = M + Max{i) ,,7,} = M +d, woraus dann N,
als ganze Zahl bestimmt ist. Es folgt jetzt

"Nar 1 M+1 ONYy + "oy M ONjp oy 41— 0, daraus Ny M1

usw. Allgemein bestimmt sich o =1,2,...) aus einer linearen Glei-

L1HAM L (4
u2dl+).

chung, die durch Nullsetzen des Koeffizienten von a 2* entsteht; an dieser Gleichung

sind so viele Indizespaare n, k beteiligt, wie der Gleichung on 4+ vk = 42" + A geniigen,

wo o, 7 feste Potenzen = 0 von 2 sind, und so viele Indizespaare n’, k', wie der Gleichung

tn' +k = ,u2d‘ + 2 geniigen, wo { ebenfalls eine feste Potenz = 0 von 2 ist. Das o mit

dem groBten A-Wert im ersten Index hat stets den Koeffizienten Ty u- So fahre man

fort. Nullsetzen des Koeffizienten von & (v=2,3,...) liefert j,. und N, 4+, aus

Na  2Niew, _ypo {(NM+, 4 2“*’%) (NMH 2”+1N'Mf+v_1>}
-_ i 7- ’ | . 0, i ’. , . .
21 M+ u %M+t b 4v—1

+

i M +v

Ist also etwa j,, , = M + Max {iy, iy ;.. iy, } =M +d, dann wird N, eine

1
ganze Zahl. Aus dem sich jetzt durch Koeffizientenvergleich nach Potenzen von a**
ergebenden Gleichungssystem bestimmen sich rekursiv fiir laufendes k& die Koeffizienten
a4, — In analoger Weise 16st man die Gleichung SS’ =1 bei gegebenem S’ = 0,

unbekannt sind dann die 7., und i,.
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Es existiert also mindestens eine Rechts- und eine Linksinverse; Eindeutigkeit
und Gleichheit beider Inversen folgen dann wie friiher.

») Wir behaupten:

In dem durch (9) bestimmten Schiefkirper erzeugen die Elemente

a?
§=e"51+a+2—l+"', n=>0

einen zu & isomorphen Unterring.
Man hat némlich

v +8 BytByt eee +Bp
P — Eﬁnﬂ, L Eﬂ‘knﬁk _ ea1a+a=a2 1+asa2ﬁx 1t e a1t k=1 bl’1+ﬁ:+"'+p‘a’,

«, =0, g, =0, sonst alle Exponenten > 0.

Formal verschiedene P haben verschiedene Normalformen im Schiefkérper, denn
aus

+Byt 0o +Bp—1 2B+ -+l

eala+dza2pl+ vertoga?Pt AR

folgt B+ B+ -+ B =8+ B+ --++ B;. Die Gleichheit zweier Elemente im
Schiefkorper ist eine Identitdt in b und a. Gilt aber identisch in a
2@ = @@

'
. bﬁl+ v 4B — ea;a+a;a2p1+ e +°‘i“

wo Q, Q' Polynome in a mit positiven Koeffizienten ohne konstantes Glied sind, so folgt
Q(a) =Q'(a).
Denn wire Q(a) == Q'(a), so sei die Bezeichnung so gewihlt, daB Q — Q' > 0 fiir alle
a> o> 0. Dann liefert die Gleichung
-9 =1
fiir @ » co einen Widerspruch, also folgt | =%, ; = «f, B; = Bi.

Es folgt weiter: Formal verschiedene Potenzprodukte P; in £ und # sind im Schief-
korper iiber den rationalen Zahlen linear unabhéngig. Zunichst kann eine solche Ab-
héngigkeit nur zwischen solchen P; bestehen, die in 5 dieselbe Exponentensumme haben,
dann bleibt

n
P c; e9i@ = (
t=1

identisch in @, wo die Q, formal verschiedene Polynome in a ohne konstantes Glied
sind. Unter diesen Polynomen gibt es genau ein ,,grofites‘, etwa Q,, so daB fiir alle
hinreichend groBen positiven a

Q,—0,>0 k=2...,n)

ist. Die Gleichung
¢+ ‘,_22 e =0

liefert fiir a -0 dann ¢; = 0.

Um endlich zu zeigen, daB &, n einen zu & isomorphen Ring erzeugen, geniigt es
zu bemerken, daB die Normalform des Produktes zweier P; gleich dem Produkt der Nor-
malformen der beiden P; ist.

6) Anordnung. Sei

n

S = Fom @2™ 0™, Ty m 0.
n=Np, ...®
m=M,... »

Journal fir Mathematik. Bd. 176. Heft 4. 28
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Dann setzen wir § =0, je nachdem 7y, »=0, und S=§’, falls § — §'=0.
¥u

Wir nennen TNy M -aziM M das Hauptglied von S. Dann gilt ersichtlich mit

§>0,8>0auch §+ 8> 0, wo etwa

k
711
2
S = E'ka“ b, QNMM,#:O.
k=Nj, ...
I=M',... »

Denn das Hauptglied der Summe hat einen Koeffizienten, der nicht kleiner ist als der
Koeffizient im Hauptglied eines der beiden Summanden.

Ferner gilt: Aus $> 0, $’> 0 folgt S§'> 0 und §'S > 0. Denn SS' hat das
Hauptglied
Ny NyeM
oM G pM

i
K3
Toy O} @ ’

und dieser Ausdruck ist positiv, weil Tagg 4> 0, Onlp ar > 0. In dieser Anordnung ist ins-
besondere b < a, ba = a% < ab,

2
E=e“=1+a—|—%+---, also offenbar 2> &> 1.

Wir konnen daher den Satz aus § 2, Nr. 3 b) auf die Elemente w = & und v = b=1 an-

2
wenden; man hat nidmlich w —1 =2 =a +g—! + ++. und

b 3b
zv=ab+%+%T+”'

ba®  bad B a8
vz =bat G b b =ab S

also
20 > V3.

Aus unserem Satz folgt dann, daB zwei formal verschiedene Potenzprodukte gleicher
Dimension in w, v bzw. & 75 im Schiefkorper verschieden sind. Freilich liefert diese
GroBenbetrachtung dariiber hinaus nicht noch eine Aussage iber die lineare Unab-
héangigkeit der P, und erst recht nicht von solchen P, die nicht alle gleicher Dimension
sind.

§ 4. Einbettung des Gruppenrings der metabelschen Gruppe in einen Schiefkorper mit
endlich vielen Parametern.

1. Der Schiefkérper Sy, in den wir den Gruppenring der metabelschen Gruppe
eingebettet haben, wurde durch unendlich viele Symbole, némlich @, b und v,, = u***
(v u =0, 4+ 1, 4+ 2,...) erzeugt. Wir zeigen jetzt, daf man Ry auch in einen anord-
baren Schiefkorper einbetten kann, dessen Basiselemente aus einer festen Anzahl von
Unbestimmten (nimlich drei) und deren Reziproken multiplikativ komponiert sind,
falls man als Zentrum einen geeigneten Korper wihlt. Man kann dann freilich nicht
verlangen, daB wie bei Hilbert der Kommutator von zwei erzeugenden Unbestimmten
ein Zentrumselement ist (bei Hilbert hat man bab—! a—! = 2).

2. Wir machen zunichst folgende heuristische Uberlegung: Seien g(z) und k(z)
zwei mit 2 beginnende Potenzreihen mit Koeffizienten aus einem beliebigen abstrakten
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Korper. Sei
g(h(z)) = h(g(x)) identisch in z.
Dann folgt
g,(h,(z)) = h,(g,(2)) identisch in =z,
wo rekursiv definiert ist
g=8n h=h,
£(8,(2) =8,.,(2),  R(h(@) =k, (2),
68 @) =8y (@), (b (@) =h_,,,(2)
und
g1(g—1(x)) =T = g__l(g1(x)) = go(x)’
hy(h_i(2)) = & = h_y(hy(x)) = ho(x).
Dabei sind g,(x), h,(z) wieder Potenzreihen in z, die mit z beginnen; ebenso beginnen
die samtlichen Iterierten g (% (2)) mit z.
Wir setzen im AnschluB an § 1
u=1+2 u=1+4g(x), u =14 h(z),

(13) u?" =1 + g,(h,()) (ryu=0, £1, £2,...),
wr =[] (L +8:(ks(@)",
it
wo
@ —2 y”a Y (v, ganz, n, N, m, M ganz 2 0).
] =My ooy

Wir lassen also jedem Element der metabelschen Gruppe I, geschrieben mit Hilfe der

symbolischen Potenzen, d.h. u®a*b’, eindeutig einen Ausdruck F(z)a*?’ entsprechen,
wo F(z) eine Potenzreihe in z ist, beginnend mit 2°. Jedem Element des Rings R
lassen wir die Summe der Ausdriicke F(z) a”?®, versehen mit rationalen Koeffizienten,
entsprechen, das ist ein Ausdruck XY (x)a'b*, summiert iiber endlich viele i, k; dabei
ist ¥ eine Potenzreihe in x, versehen mit Koeffizienten aus dem Korper der Koef-
fizienten von g und A. Wir versuchen jetzt, mit z, a, b als erzeugenden Unbestimmten
einen Schiefring iiber einem geeigneten Zentrum so zu konstruieren, daf er einen zu Rm
isomorphen Teilring enthélt und sich in einen geordneten Schiefkorper einbetten lafSt.

3. Wir betrachten jetzt als allgemeines Ringelement den Ausdruck

(14) 2“’[ ):°°( Zr,k,x) "]b’ (L, My, N 20, ganz).

I=L|k=M\i=Ny
ra sel Zentrumselement. Wir schreiben fiir diese dreifache Summe im folgenden kurz
i,%l‘ 14771 "L'i dk bl.
Die Rechenregeln sind in diesem Ring geeignet zu definieren (siehe Nr. 4). Wir bezeichnen
den Ring mit G*. Er enthilt offenbar dann einen zu Ry isomorphen Teilring, wenn die
oben eingefiihrten Ausdriicke F(z)a*b’, die den Elementen von I}t zugeordnet sind, in
@* iiber dem Korper der rationalen Zahlen linear unabhingig sind. Setzt man in &*
ein Element dann gleich 0, wenn alle ry; = 0, so ist fir die lineare Unabhangigkeit
notwendig und hinreichend, daB die Funktionen 1 + g,(%,(x)) (v, # ganz) zu je endlich
vielen iiber den rationalen Zahlen algebraisch unabhingig sind oder, was auf dasselbe

hinauslduft, daB die g, (h,(z)) zu je endlich vielen algebraisch unabhingig sind. Es ist
28*
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nicht gelungen, dieser Forderung durch geeignete Wahl von zwei Potenzreihen g, 2 mit
rationalen Koeffizienten zu geniigen.
Wir wihlen als Rationalititsbereich den Kérper der rationalen Funktionen zweier
Unbestimmten y, z und setzen
g(z) =sin (z arcsin ) = zx 4 - - -,
{h(x) = sin (y arcsin x) = yx + - .,
wo die Funktionszeichen abkiirzend fiir die Reihenentwicklungen gesetzt sind. Die Koef-

fizienten in g bzw. h sind rationale Funktionen von z bzw. y.
Man findet

(16) g,(h.(x)) = sin (zy* arcsin x) = h,(g,(2)) = H,, (v, p=0,4+1,4+2,...).
Diese Funktionen sind in der Tat iiber den rationalen Zahlen algebraisch unabhingig,

das heift: ein Polynom in endlich vielen H,, mit rationalen Koeffizienten kann nicht
identisch in z, y, z verschwinden. Sei dhnlich das Polynom

(15)

17) p ~(1sin (# y* arcsin z)) = 0.
Die linke Seite ist eine Potenzreihe in z; z sei eine komplexe Variable und ferner
(18) z =sgin it

gesetzt, wo 7 ein so kleines reelles Intervall 0 < 7 <t durchlaufe, daB bestindig
| sin iz | << 1 ist. Durch die Substitution (18) geht dann die linke Seite von (17) in eine
Potenzreihe in 7 iiber, die fiir alle Werte des obigen Intervalls verschwindet, nach einem
bekannten Satz der Funktionentheorie also identisch verschwindet. Man hat daher
identisch in v
DP(sinzy*iz) =0

oder

P (e—szllr — ezvy_ﬂ:) 0

2

Daraus folgt aber identisch in

Q (e — eww) =0,
wo Q ein Polynom mit rationalen Koeffizienten ist, oder ausgerechnet

Q(e) + @ = Zae® + @, =0,
9 _

wo lim

T—>®

Koeffizienten sind und nicht alle ¢, verschwinden, falls nicht in Q alle Koeffizienten
Null sind. Jetzt trage man fiir z und y algebraisch unabhiingige transzendente Zahlen ein,
dann nehmen die y, lauter verschiedene numerische Werte an, woraus man nach Division

mit Q durch den Grenziibergang 7 — oo schlieBt, daB alle ¢; verschwinden miissen.
4. Wir verstehen jetzt unter den ry in (14) aus Nr. 3 rationale Funktionen der
kommutativen Unbestimmten y, z und definieren in &* folgende Rechenoperationen: Ist

U =i’%'lrwx"a"b’, V= ng,.mxja”b"',

0 ist und y, lauter formal verschiedene Polynome in z, z~%, y, y—! mit ganzen

7,1,
80 sei

(19) UtV =2+ ox) z'a"b
(die Indizes an den Koeffizienten r, ¢ laufen von einer ganzen Zahl % 0 bis o) und
(20) UV = Z’ Tt @inm 2 (7, (g (x)))’n (1+ gk+a(ht(x)))m” L A
i, k1 8t

j,n,m
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s=en2—1’ £n2_1+8n’---a (2|n|‘—21)8n—-1, n = e|n|?)
—1 g—1 21l — 1) g —1
t=812 7812 +811'°"(|| 2)6l 1 l=£lll|'

Die distributiven Gesetze sind dann evident. Das assoziative Gesetz der Multiplikation
folgt daraus, daB die Basiselemente x'a*b’ sich assoziativ multiplizieren: Die Relation
[(«'a"8") (7 a"b™)] (¢ @’ b*) = (2 d"V") [(«/ a"B™) (2"’ b")]

fiihrt auf

2 (g )) [ T (1 + gy ()™ (8l @)) [T (1 o)™

) e,
= x'(hl(gk(x)))fn(l + gn+k+u(hl+ﬂ(w))) (hm(gn(hl(gk(x)))))”n(i + gk+‘y(h¢(x))) o,
o,f i

Wo s,! wie oben variieren und

_s5—1 s,, 2|»] —1)e, —1
O'—T +v,---—“—‘—““2‘—_—"

m— 1 &4m— 2 U —1ep — 1
=81+2 ’81+2 +81+m,---,( |m+1] ; ) Em+1 ,
_tn—1 em——-l 2lm| —1)en, — 1
ﬂ——z“ +ma-", 2 k]

e T 2 — ey — 1
7:8+2 ’8+2 +3n+va°~'1(|n+v12 Yens ’

v=g|v], m+l=tupm+1|, m=¢enm|, n+v=2cp,|n+v|.
Zur Herleitung der rechten Seite von (21) beachte man, daB aus (20) folgt

b'O(z) = O(h(2)¥, dO(z)= (gk(x))a",
blan =[7( + g‘(ht(x)))ﬂen n

st
wo k, I, n ganz sind und ®(z) eine Laurent-Reihe mit endlich vielen negativen Potenzen
bedeutet.
Nun ist aber

m(g gk(x)))) - m+l(gn+k(x)) )

also hat man nach Entfernung gleicher Faktoren in (21) zu beweisen

]7 (1+ A (2))) mnl—[ 1+ BrrnpolPs (x)))sprme.,

(22) i Cm‘y eptp e
_[ﬂ7 + gk+n+a(hl+ﬁ(x))) 17 (1 + gIH—V— ht(w))) ¥ l'

Zum Beweis von (22) hat man verschiedene Fille zu unterscheiden, je nachdem die &
gleich 4 1 oder gleich — 1 sind. Es geniigt, einige Fille durchzufithren, die iibrigen
erledigen sich entsprechend.

ca) l,myn,k,v»> 0.

[ ( + 8pu(R (x)z 1[7 (1 + 8y nrolP (2))

8=0,1,...,n— ,v—1
t=0,1, ..,1—1 7=0,1,...,0+m—1
= [T (14 gepnia z+ﬁ(x) [7 (1 + gy ,(h(2)))
0=0,1,...,v—1 o Nty—1
8=0,1,...,m—1 - o 1 wl—1
12) Ist also n >0, s0ist s=0,1,...,n—1; ist n<0,s0ist s=—1,—2,...,—|n|. Firn=0 (=0)

setze man in (20) ¢, = 0 (g = 0).
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218
oder
17 (1 + gk+y h (x))) 17 (1 + gk+n+a l+ﬂ(x))) [7 (1 + gk+n+a(ht(x))) *
y:o'i""Hl—iT 3—3, SR :n_—ll :: 0,1, .',’1+,:;-1

Die rechte Seite ist gleich

[ 1 (1 gy ohla)). L)

0,1,.

it A T=1, 141, oo I m—1
= [7 (14 - (o €| ) n (1+ gk+o’(ht(x)))‘
ag=0,1,...,v—1 o=n,..,n+v—1
r=0,1,.. m—1 =01, . 1—1

b k,l,n,m>0, v <0, v =— ', »'> 0.

1. Fall: n — »' < 0.
0[7 {1+ 8rts(P (7)) 17 (1 + Brinroll (-"/')))

o=—1, —2,.

t=0,1 l—l =0, 1, e l+m—1

=_.__1[—27 (1 + gk+”+°(h'+ﬂ(x)))—l [7 ((1 * gk+y ( (x)))
::::: 7—0-—11 -2, . l— , —(¥'—n)

oder, wenn man den zweiten Faktor links gemiB
v=04,..,1—1; t=LI+1,..,l4+m—1

zerlegt,
. 17 (o) [T (4 (1+gk+”+ah<x>)) =T (e o)™
ATt G

s
t=0,1,..., 1—1

t= s .o I—l
Hler ist der zweite Faktor links gleich

[T (g @) /+;] (1 + gy alelo)) ™

o=—1, ——2, ey —
t=0,1,..., I—1 7=0,1,. l—l

- [7 (4 @) [T (A g (o)™

y=—1,—2,..., —('—n)

8=n—1, n—2,.
=0,1,..., l—l

=0,1,. l—l

damit ist man fertig.
2. Fall: n —»'> 0.

[T 0+ 8 hl@) [T (4 oo ()™

o=—1,-2,...,

::g }, I—l =0,1,...,l+m—1
/7 (1 + 8ipnto (Prys(2))) )~ 17 (1 + gty (R(2)))

Z"o_ R et i

oder
[1 (1 +6.,. () 17 (1 + 8oy (B @)™ =[] (1 + g, ((2)))
ot (R :_5. e P o
oder
17 (1 + gk+n+a (h (x)))_1 [7 ( + gk+s(h¢(x))) = 1’
ot il P A

und das ist richtig.
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e) kl,v>0,n,m<0,n=—n",n">0m=—m', m'>0.
1. Fall: ] —m'>0und » —n'> 0.

[7 (1 + gk+s h (x)))—l ]7 (1 + gk—n’—{-a(hr(x)))

0=0,1,...,v—1

PP A A S T=0,1,. . ) l—m'—1
/7 U+ gt @)™ [ ] (4 + gy, (B(2))) .
0=0,1,...,v—1 1; g i, ;:{t /—1

ﬂ——l, —2 o —m’

Nun ist

[1 (Ut g pio(h(@)

0=0,1,...,v—1
r=0,1,...,—m'—1

/7(1+a%+4hwm {](1+aﬂ+xhwm0[7(1+aﬂwxmwm“-
i

g l—l 7=0, 1 wi—1
Trigt man dies links ein, so hebt sich links das erste gegen das zweite Glied, das dritte
Glied links gegen das zweite Glied rechts, das vierte Glied links gegen das erste Glied

rechts.
2. Fall: |—m'>0und »—n’ <O0.

/7('+a“wwnr‘[7(1+&ﬂwAmwm

o=—-1,-—-2,. o 0=0,1,...,v—1
=0,1,...,0— 1 7=0,1,...,l—m'—1
[7(1+&%Hw”wn* [T (1 +e., k@)™
P (e

Die linke Seite ist gleich
[1 O tent@)” [] (e, t@)™

8= —(n —v)—1,.

oL sy T t=0,1,...,1—1
* 1 ] (1 + glc—'n’+a(hr(x))) 1 ] (1 + gk—m’-{-o(hr(x)))_l‘
0=0,1,...,v—1 6=0,1,...,v—1
T=l—m',l—m'+1,...,1—1

t=0,1,...,1—1
Jetzt hebt sich das erste Glied links gegen das zweite Glied rechts, das zweite Glied
links gegen das dritte Glied links, das vierte Glied links gegen das erste Glied rechts.
3. Fall: I—m'<0und »—n'<0.

[7(1+a%+xmwwm* [7 (1 + g, ((2)”

6=0,1,...,v—1 ——1 -2, .y =—(n'—y)

B=—1,—8, ..., —m’ =0,1,...,1—1

_ /7 (1 + g, (@) [7 (L4 8 pro(h (@)™

:: -1 10—311 —2”_1—(7”’—1)

——[7(1+aHhWMT [7(1+&“hwn“
—(n'—v g=—(n'—v)—1,.

t=0,1,...,1—1

[T O+ @)™ [T (4 8ok (2)) -

0=0,1,...,v—1 0=0,1,...,y—1
r=Il—1,...,l—m" =0, 1, cenl—1

Die linke Seite ist gleich
/ 2 1+ glc—n’+u(hﬂ(x)) l ; 1+ glc-(-y(h (x)))—l
Y
t

0=0,1,...,v—1 = o —(1'—v)
B=1—1,...,1—m’ =0, x
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Es hebt sich das zweite Glied links gegen das erste rechts, das zweite Glied rechts gegen
das vierte rechts, das erste Glied links gegen das dritte rechts..
4. Fall: ] —m'<Ound v —n'> 0.
[7 (A + e (@) [ [ (4 g olhle)™

g=—1,=2 . =0,1,...,v—1

1=0,1,. 1—1 ‘t——l —2 ooy —(m'—1)
= [7 1 + gk—ﬂ +a( I+6(x)))—1 [_] (1 + gk+y(h (x)))
Ak et i

Die linke Seite ist gleich
[7 (1 + 8l (x)))“ [7 (1 + Gl Be(2)) T

t=0, %’ et r=1—1,..., o I —(m —1)
) [7 (1 + glc—n +a(h (x)) 17 (1 + gk—-n +a(h’ (x)))
bt N bt S

Es hebt sich das erste Glied links gegen das dritte Glied links, das zweite Glied links
gegen das erste rechts, das vierte Glied links gegen das zweite rechts.
5. Die Elemente U, V, ... bilden also einen Ring. Dieser Ring enthilt einen zu Ry
isomorphen Unterring. Ordnen wir ndmlich dem Element
M= ’.”Z'mgvmu""a"b”' (e,,, rational)
aus Ry das Element .

U= 3o, 17 (1+g(h<x>)) W

v,n,m t=ky ky+1,.
j=ly, ly+1,. Lv

® 4y
®, = Vi @
1=kv%.vkv
j=ly,.., Ly
gesetzt ist mit ganzen (), so ist diese Abbildung ein Isomorphismus. Zunéchst ist dann

evident, daB der Summe M + M’ die Summe U + U’ zugeordnet ist. Ferner hat man

_—=29mm u”d" b"’ZgMu“'f'a b‘t

zZu, wWo

( eg—1 ep—1 )
1wt a® oMy teea 20 2 pyg,) nts prtt
=Ze”“’neﬂ“u a ’
v 1,m
u 8t
(1) .o (u)
v, = E o a’b* (6,2 ganz).
’ !
a=k”‘,...,K’l,
'ﬂll‘""’Ll‘

Ist

on :
= 29{«:/7 (1 + g,(h,(2))) %o

so ist UU' nach (20) das Element
Zemmg‘l‘“‘y(z) an+l bm+¢,

"n,m
un8t

wo gesetzt ist

Y@) = [] (4 +eh@)™ 17 (1+g”+.,(h,+m(w>))°' [T (4 + gopalbs(@)™"

i=k,,...K, o=k, .. 7 %A

’
i=ly..0Ly r=l“, . L“

_&—1 -1 2]s] —1e—1 , en—1 en—1 S 2m|—1)ea—1
(“—“'—2""1"—2"'+30y'°'1 % ’ ﬂ_"_z——,—'T+em’°"a p) )'
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Dieses Element ist gerade dem Produkt M M' zugeordnet, denn Y(z) ist
it
u¢,+a"b”‘vﬂ+e,ama 2, 2 Pl
zugeordnet.

6. Der Ring &* ist nullteilerfrei. U, V seien die in Nr. 4 angeschriebenen Elemente
aus ©*, UV ihr Produkt nach (20). Wir setzen ein Element U aus &* gleich Null, wenn
alle rgy =0, und U = V, wenn U — V =0.

Es ist dann UV =0, wenn U =0 und V == 0. Es ist néimlich das Hauptglied
von UV — d. h. das Glied mit der kleinsten Potenz von b, das die kleinste Potenz von q,
versehen mit der kleinsten Potenz von z, zum Koeffizienten hat — wegen (20)

. D , ML Nytp B NMLL | N pANMr | MptMp | pL+ L
rNMLL My L ON gy My & z vy v wea & ’
Nach Voraussetzung ist T Nygy M £ 0 und ONjys 1y 1 %+ 0, also auch
My Nyt LNy’ o
rNMLLMLL.QNsl'L,L'M’L’L'.z LMy I .y My L ___.*:0
(in U laufen i, k, I baw. von Ny, M;, L bis co; in V laufen j, n, m bzw. von Ny, M, L’
bis o).

7. Der Schiefring ©* ist ein Schiefkorper. Das Einselement des Rings ist charak-
terisiert durch rog =1, riw = 0 sonst (1 ist hierbei die Haupteinheit im Korper der
rationalen Funktionen von y und z).

Um die Gleichung

uv =1 .
bei gegebenem U nach V aufzulésen, bedienen wir uns wieder der Methode der unbestimm-
ten Koeffizienten. Nach (20) aus 4 hat man.

2 i tiun® (@) [ ] L+ o () a6 =1,
iszh... oo k=Ml, . 004 = L . 00 I“'Nnm, .00 n= Mh .00, m= L',...oo.

Gesucht sind die ¢, d1e Py gegeben Zunichst erkennt man L' = — L, also
m= —0L,...0, My=— M; der Koeffizient von a°%® ist eine Laurent-Reihe in z,
die genau mit 2° beginnen muB, also N,, .= — N, , und

I L

—M . N —L.N
ML .y MLL'rNMLLMLL'QNEK'yL, wpr =1 ("NMLL uyz F0)
Die Koeffizienten ¢ mit demselben zweiten und dritten Index, aber grofierem ersten
Index ergeben sich sukzessive durch Nullsetzen der Koeffizienten der hoheren Potenzen

von z; Oyt 3 My I fiir A =1,2,... bestimmt sich linear, und zwar versehen mit

dem Koeffizienten

Nupp+d) My (Nypp+3) L
z( L ) y( L ) B rNMLL7

aus den g mit kleinerem ersten Index und den bekannten rg;. Der Faktor ‘ItI ist néamlich

eine Potenzreihe in 2z, die mit dem absoluten Glied 1 beginnt.
Der Koeffizient von a'd° ist

2 " PMp+l L ‘O My T (h (gML+l(w) )’[7 1+ gu;,+1+.(h (“’)))'LBM"
=VyMpt1L
i-NMLLn,... ®

T2 T (@) [ ] (L g a) i = 0

"NMLL’

(s,t, s héngen von ¢ und j nicht ab),
Journal fir Mathematik, Bd. 176. Heft 4. 29
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also ist NM, iy = NML+1L — 2NMLL und
. L AML DNy LNyl
TWarp 410 Mp+1 27 CNyyt o v 2 vy g

. My Nyt LNy 1
+ rNM LML 0Ny M1 T 2 L Yy L =0 usw.

Dies liefert rekursiv die g, firi =N &2/ 41z -+ ©. In entsprechender Weise

’LM 1L
bestimmt man die ¢ mit dem dritten Index — L, héherem zweiten Index und laufendem
ersten Index.

Setzt man dann den Koeffizienten von &', darauf den Koeffizienten von 5% usw.
gleich Null und wiederholt jedesmal das Verfahren, so bestimmen sich sukzessive die p
mit dem dritten Index — L 4+ 1, — L 4+ 2 usw.

In entsprechender Weise lost man die Gleichung UV =1 bei gegebenem V nach
U auf.

8. Im Schiefkirper &* erzeugen die Unbestimmten a, b, ¢, b™" einen zu R
isomorphen Ring. Also erzeugen a, b in &* einen zu ¥ isomorphen Ring. Indessen besitzt
©* auch noch einfachere zu g isomorphe Teilringe.

Wir betrachten den Unterring in &*, gebildet aus allen Elementen

T = 2 ra‘at, ry rationale Funktion von z; N, M % 0, ganz.

1'=Nk,...ao
k=M,...®

Die Elemente T bilden sogar einen Unterschiefkérper von ©*, wie man leicht einsieht. —
Man hat mit g(z) = sin (z arcsin z) aus (20)

ik n l k+m
E TaTa -+ E 0.7 a" E Tt O ( s1n (2 arcsin z))" E wa'd.

i=Ng,... ® n=Np,...®
k=M,... » m=M,...® nm

Wir behaupten: z und a erzeugen einen zu ¥ isomorphen Ring. In der Tat: In &* ist
P =ag"ahghah .. g el
= (sin (z* arcsin 2))” (sin (z** arcsin 2))* . . . (sin (z*F*" % arcsin x))% g%ttt
6, =0, 8, =0; ;> 0, 8, > 0 sonst.
In ©* haben formal verschiedene P verschiedene Normalformen, denn aus
(sin (2% arcsin )% . . . (sin (34 +of aresin @))% @Mt

= (sin (2™ aresin z))% -+« (sin ("7 T % arcsin x))% gt R
folgt oy + o+ -4 af =0y + o3+ -+ + &, und weiter, da die Funktionen
sin (z arcsin z) iiber den rationalen Zahlen algebraisch unabhingig sind, sukzessive

Bl =B o togt+ - Fa =a ot ot By =F-
also
l=Fk, & =0/, B =8.

Ferner sind in ©&* je endlich viele formal verschiedene P iiber den rationalen Zahlen
algebraisch unabhingig nach demselben SchluB wie soeben. — Endlich erkennt man
sofort, da die Zuordnung

" . R N Q) R G R ) .2 ()4 - taft)
2 0P, ~ D e sin (=1 aresin £))"1 - - - (sin (21 " arcsin )% a1 L
r=1 y=1

0 ») §) )
(P, = al g A LT L , o, rational)

ein Isomorphismus ist wegen der in &* giiltigen Multiplikationsvorschrift.
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$ 5. Anordnung im Schiefkirper S*.

1. Wir ordnen zun#chst die rationalen Funktionen von z,y in der bekannten
Weise. Fiir die Polynome in z, ¥ mit rationalen Koeffizienten setzen wir fest: R =0,
je nachdem die kleinste vorkommende Potenz in y als Faktor ein Polynom in z hat,
dessen kleinste vorkommende Potenz von z einen Koeffizienten = 0 hat. Es sei R= R/,
falls R — R’ = 0. Diese Festsetzung ist eindeutig, transitiv und geniigt den Monotonie-
gesetzen der Addition und Multiplikation.

Die rationalen Funktionen ordnen wir dann so, da

%,z 0, falls RR'=0
und
R R Ry, R,
R Ry R™ R
Man beweist dann leicht, daf diese Festsetzungen eine eindeutige, transitive und den
Monotoniegesetzen geniigende Anordnung liefern.
2. Jetzt kann man die Elemente von &* in der folgenden Weise ordnen: Es sei

U =;‘ rurd’d =0,
K1

falls =0.

je nachdem im Hauptglied (s. S.221) ry,, —_— £ MEE M1 L der Koeffizient My, M I =0
ist; raq ist eine rationale Funktion von z, y. Nun seiU =V, je nachdem U —V =0. Diese
Festsetzung liefert eine eindeutige und transitive Anordnung, weil die Anordnung der
ria diese Eigenschaften hat. DaB ferner aus U > 0, V > 0 auch U 4 V > 0 folgt, ist
evident, denn der Koeffizient im Hauptglied der Summe ist nicht kleiner als der Koeffi-
zient in den Hauptgliedern der Summanden. Aus U > 0, ¥V > 0 folgt auch UV > 0,
VU > 0, denn der Koeffizient des Hauptgliedes des Produktes ist nach § 4, Nr. 6, ab-
gesehen von einer Potenz von z und y, gleich dem Produkt der Koeffizienten in den
Hauptgliedern der Faktoren.

Eingegangen 13. August 1936.
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