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Dioptrische Untersuchungen

von
-

C.F. Gauss.

"Der kinigl. Societit iibergeben 1840 December 10.

Die Betrachtung des VVeges, welchen durch Lins engliser solche Lichtstrahlen
nehmen, die gegen die gemeinschaftliche Axe derselben !sehr wenig geneigt
sind, und der davon abhangenden Erscheinungem, bietet sehr elegante Re-
sultate dar, welche dureh die Arbeiten von Cotes, Euler, Lagrange und M-
bius erschépft scheinen kénnten, aber doch noch mehreres zu wiinschen
iibrig lassen. Ein wesentlicher Mangel der von jenen Mathematikern aufge-
stellten Sitze ist, dafs dabei die Dicke der Linsen vernachlissigt wird,. wo-
durch ihnen ein ihren VWerth sehr verringernder Charakter von Ungenauigkeit
und Naturwidrigkeit aufgeprigt wird. Ohne in Abrede zu stellen, dafs fiir
manche andere dipptrische Untersuchungen, namentlich fiir diejenigen, wobei
ie.sogenannte Abweichung, wegen der Kugelgestalt der Linsenflichen in Be-
Aracht igezogen 'wird, die anfingliche Vernachlissigung der Dicke der, Linsen
sehr niitglich, ja nothwendig wird, um ein:fachere“unll_quschm_eid'igeg‘e‘, Vor-
schriften fiir; Uberschlige jund erste Anniherungen zu  gewinnen, wird man
.sj;c'h.\d,oeli gern giner, solchen . Aufopferung aller. Schirfe da enthoben, sehen
wo es ohne allen oder ohne erheblichen Verlust fiir die Einfachheit der Re-
sultate -geschehen kann,. - Apf jeingp, den mathematischen, Sinn  unangenehm
jheri'ibr@p(l;an Mgng’él ,angﬁl)r}ilg:jsi‘gp‘sf;ofsenvgyi;gzqu;, Theil schon bei den ersten
Beg{'iff\'sb;thimfxnungen der I)ligpyfik. Die Begriffe von Axe und I}f?nppm'lkt
einer Linse stehen zwar mit Schirfe fest; allein nicht so ist es mit der Brean-
Matthem. Classe. I. A
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9 C. F. GAUSS

weite, welche die meisten Schriftsteller als die Entfernung des Brennpunkts
der Linse von ihrem Mittelpunkte erkliren, indem sie von vorne her entweder
stillschweigend voraussetzen, oder ausdriicklich bevorworten, dafs die Dicke der
Linse hiebei wie unendlich klein betrachtet werde, wodurch also fir wirk-
liche Linsen die Brennweite eine Unbestimmtheit von der Ordnung der Dicke
der Linsen behidlt. 'Wo es cinmahl genauer genommen wird, rechnet man
jene Entfernung bald von der dem Brennpunkte nichsten Oberfliche der Linse,
bald von dem sogenannten optischen Mittelpunkie derselhen, bald von demje-
nigen Punkie, welcher zwischen der Vorderfliche und Ilinterfliche mitien inne
liegt, und von allen diesen Bestimmungen wieder verschieden ist derjenige
‘Werth, welcher bei der Vergleichung der Gréfse des Bildes eines unendlich
entfernten Gegenstandes mit der scheinbaren Grifse des letztern zum Grunde
gelegt werden muls, welche letztere Bestimmung in der That die einzige
zweckmilsige ist.

i . Ich habe daher fiir nicht {iberfliissig, gehalien, diesen an sich ganz ele-
méntaren Untersuchungen einige Blitter zu widmen, vornehmlich um zu zei-
gen, dals bei den oben erwihnten eleganten Sitzen ohne Verlust fiir ihre
Einfachheit die Dicke der Linsen mit beriicksichtigt werden kann. Nur die
Beschrinkung auf solche “Strahlen, die gegen die Axe unendlich wenig geneigt
sind, soll hier beibehalten, oder die Abweichung wegen der Kugelgestalt bei
Seite geselzt werden. :
1.

Die Beétimmung der Lage aller in dieser Untersuchung vorkommenden
Punkie : gesc"hxeht durch rech twinklige ‘Coordinaten «x, Y 2, wobel vorausgesetzt
wird ; dafs die Mittelpunkte der verschiedenen B'rechungsﬂachen in der' Axe
“der x liegen, und nur solche Licktstrahlen betrachtet werden, die mit dieser
Ase einen sehr kleinen 'WVinkel machen: die Coordinaten x werden, bei ganz
-willkiirlichem Anf’angspunkte, -als ‘wachsend - angenommen in dem Sinne der
chhfu’og der Lichtstrahlen. o '

Wit bettachten zuerst die VWirkufig' Finei Brechung auf deni’ Weg ei-
nes Licktstrahls. Es sei das "B‘x‘ééhﬁnés’verhﬁ’ltmfs beim Ubergange aus deih

.. L . .1 i . .y e
ersten Miitel in das zweite wie, — 20—, oder wxe n’ zu n.  'Wir bezeichnén
- NI 1SN LS SO () n' T A N

AT B
h-1 ‘x\ 2 HUETERRE
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mit M den Mittelpunkt der sphirischen Scheidungsfliche zwischen den beiden
Miiteln, mit [V den Durchschnittspunkt dieser Fliche mit der ersten Coordi-
natenaxe; zugleich sollen mit denselben Buchstaben auch die diesen Punkien
entsprechenden Werthe von x bezeichnet werden, was in der Folge auch bei
andern Punkten der ersten Coordinatenaxe eben so gehalten werden soll. Es
sei ferner » = M — IV, oder » der Halbmesser der Scheidungsfliche, positiv
oder negativ, je nachdem das erste Mittel an der convesen oder an der con-
caven Seite liegt; P der Punkt, wo der Lichtstrahl die Scheidungsfliche trifft,
und § der (spitze) WWinkel zwischen MP und der Axe der .

Die von einem Lichtstrahle vor der Brechung beschricbene gerade Linie
wird durch zwei Gleichungen bestimmt, denen wir folgende Form geben:

y=Sle—N) 4 b

z:f—t(x—-N)-{-c

und eben so seien die Gleichungen fiir die von demselben Lichtstrahle nach
der Brechung beschriebene gerade Linie

& ,
y::’—l,(x——N)—]—b
z:%—,(x—N)-{-c'

Es kommt also darauf an, die Abhingigkeit der vier Gréfsen &', g, ¥, ¢’

von & ¢, b, ¢ zu entwickeln. Fiir den Punkt P wird
x=N4»r (1 — cos 6)

also, weil fiir denselben sowohl die ersten als die zweiten Gleichungen gelten,

g.r(l—cosﬁ)—l—b:g.r(l—cos O+
und folglich, da &, &', 4 als unendlich kleine Gréfsen erster Ordnung gelien,
bis auf Grofsen dritter Ordnung genau

b' = b « o & a o o ¢ o o e e v & e e ¢ e« e . . N . (1)

A RS

und ehen so

A2



4 C. F. GAUSS

Eine durch M senkrecht gegen die Axe der x gelegte Ebene werde von
dem ersten (néthigenfalls verlingerten) VWege des Lichtstrahls in @, von dem
aweiten in Q' geschnitten. Da PQ’ mit PQ und PM in Einer Ebene liegt,
so sind M, @, Q' in Einer geraden Linie. Bezeichnet man mit A, A" die
Winkel, welche diese gerade Linie mit PQ, PQ’ macht, so werden offenbar
MQ .sin A, MQ'.sin A" den Producien aus dem positiv genommenen lalb-
messer der Kugelfliche in die Sinus des Einfallswinkels und des gebrochenen
Winkels gleich, also den Zahlen n', n proportional sein, mithin

. __n.MQ .sin)}
MO =—r
Da nun fiir den Punkt” Q
&r
y=5b-+4 —
== rr
z=c¢ -+ "
fiir den Punkt Q' hingegen
., &
y="¥t-+ 7{’:

l
’ yr

Z == C ———
+ 57

wird, und die beiden letztern Coordinaten sich zu den beiden erstern wie

MQ' zu MQ verhalten, so hat man

&r n sin ) Cr

' —_— = b
¥+ 'y 1 sin A ( + n
¢ ¥r __ msind ( ”w
¢+ n % sin A + & n

oder

e nb 87 sin i n' b
r " sin A r
, nc+7r sin 2 ne
— ¢ sni 7

Diese Ausdriicke sind strenge richtig; allein, da A, A’ vom rechten Winkel
um Grifsen erster Ordnung, also ihre Sinus von der Einheit um Grifsen
zweiter Ordnung verschieden sind, so wird, auf Gréfsen dritter Ordnung genau,
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y n—n n — n
§ —=8&— .b:§+»v———~—Mb
r
n —n n —un

e=v ot N

V= - —
Diese Gleichungen (1), (2) enthalten die Auflosung unserer Aufgabe.

Es verdient bemerkt zu werden, dals dieselben Formeln auch unmittelbar
auf einen zuriickgeworfenen Strahl angewandt werden kénnen, wenn man nur
— n fir »’ substituirt, und dals, mit Hiilfe eines solchen Verfahrens, auch
die simmtlichen folgenden Untersuchungen sich sehr leicht auf den Fall er-

weitern lassen, wo anstatt der Refractionen eine oder mehrere Reflexionen
eintreten.

2.
Zur Auflsung der allgemeinern Aufgabe, den WWeg des Lichtstrahls

nach wiederhohlten (u -4 1) Brechungen zu bestimmen, wollen wir folgende
Bezeichnungen gebrauchen.

No, N, N” . ... N® die Punkte, wo die Axe der x von den Brechungs-
flichen getroffen wird.

MO, M', M’ ....M" die in dieser Axe liegenden Mittelpunkte der Bre-
chungsflichen.

n im0, n":in’, n”:n” . ., aktD:n@ die Brechungsverhilinisse beim
Durchgange aus dem ersten Mittel (vor IV0) in das zweite (zwischen VO und
N'), aus dem zweiten in das dritte u.s.f. In der Emanationstheorie sind also
die Zahlen 29, »’, »” u.s.w. den Geschwindigkeiten der Fortpflanzung des

Lichts in den einzelnen Mitteln direct, in der Undulationstheorie verkehrt pro-

portional, und wenn das letzte Mittel dasselbe ist, wie das erste, wird attD = no,
Die Gleichungen fiir den VWeg des Lichtstrahls vor der ersten Brechung seien

Go
= 25 (6 — N0) -8
£
=B (=N 0
die Gleichungen fiir den ‘VWeg nach der ersten Brechung folgende

*  y=Se—mytw
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=2 (e N4
oder, anstatt auf VO, auf N’ bezogen
y= S x—N') 4 b’

::;z—,(x-—-N)—{—c

eben so die Gleichungen fiir den VVeg nach der zweiten Brechung
6" N
 y=oee—N) 40
Y e
2= (x—N)-4e¢

oder
g” " rr
y= (e N+

r
z::%(x-— Ny 4-¢"

w.s.f, also, wenn wir die letzten Glieder in den Reihen der &, ¢, n, IV, b, ¢, nem-
lich g9, cy(‘"’l'i), At V@ plt) e T um sie als solche kenntlich zu
machen, durch &% % n* IN*, b*, ¢* bezeichnen, die Glelchungen fir den
letzten VVeg des Llchtstrahls

ks

y = ale— N9 T
‘ p : N - L x-———N*)—{-c*
o D ) e %
Endhch setzen wir zur Abkurzung Y )]
. N —No‘“t' N — N'___t,, N"—N" — " w6 E
n' —t nrr —" 2 nm . @r te
% — n0 R —=nr = { &
No—m—"" N= N-M T N— N =" vt

und der Analogie nach fiir dle letzten Gheder in diesen Reihen
Es wird demna;ql},, in Fqlge des vorhergehenden Artikels, . . 0.0

G" = 60 4 up0
= b0 4 ¢6™
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& =g +ud o e
& ’
b' — bf + t” "
e rr !rgll e « v "2
g ﬁg + b » b s !

1 r!/ brr + trN gny
. s. £, woraus erhellet, dafs b*, &* linearisch durch 0 und §0 bestimmt

werden; und dass,; wenn man
5*ng°—}-h§°} L
g* :“-‘ k bo + lgo . . - - * - - * - - ’. L] ,"" .b‘
seizt, in der von Euler (Comment. Nov. dcad. Petropol. T. IX) einge-

fiilhrten Bezeichnung sein wird -

. i . L4 * (45,)

I3
H

g = (uo, ¢, t", u" ... t*)
h= (¢, u, ", u"..... %) (5
k= (u%t,u,t,a....cu¥) L
l=(t,u,t,u' ' ....ou*)
Die Bedeutung dicser Bezeichnung besteht bekanntlich darin, dals, wenn aus
144

einer gegebenen Reihe von Grélsen a, a’, a”, ™ u. s. f. eine andere Reihe,

A, 4"y 4", 4" u. s.. £ nach folgendem Algorithmus gebxldet wird
o, A =a A1, A =" A A, 4" =a" A" A w5k
man schreibt U Ct,
A={(a), 4'=(a, a’), 4" =(a, d, a"), 4" =(a, a’, a", a") u s f.
Ubrigens ist von selbst klar, dafs in den Gleichungen fiir die dritte Coor-
dinate z die Constanten fiir den letzten Weg aus denen fiir den ersten ganz

eben so abgeleitet werden, wie in den Gluchunfren fir y, oder dals man

‘ «
L, Fooeme 4

4
haben wird .

* e g 20
c =gec%4 hy° }if}‘@ A -

= koo 10 = : =
In den Grlexchungen (3), (5), (4) ist die vollstandxge Auflgsung unsrer Anf-
gabe enthalten. . ) Coa e

A, Bey -
FEuler hat a. a. O. die vornehmsten den erwihnten iAlgorithmué%be%mﬁ

fenden Relationen entwickelt, von .denen; hier: nur zwel in Erinnerung ge-
PP >
bracht werden mdgen. A S T .
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Erstlich ist immer . R
(a, &, a"...a(")) (a' a’.. a()"l'i))—(a a'sa. ..a(}'+1)) (a',a"..aa(}'))z“_*:l
wo das obere oder das untere Zeichen gﬂt je nachdem die Anzahl aller

Elemente a; a'y.a” ..., ():;l; v d i. die Zahl )\. + 2 ungerade oder gerade-ist.
Zweitens 1st erlaubt, die Ordnung der Elemente umzuokehren; es wird

nemlich ; e
Lo *(d, a’, 'a"...’a(l)) = (a('l) c.a’yay a)w‘% Ce N
Aus’dei ‘Anwending, desiersien” dieser Sitze auf die Grofsen g, h, ki1 folgt
gl —hk =1 . | ; s
Die Gleichungen (4) kénnen daher auch so dargestellt werden.
b0 — Ib* — AE*
: : GO =—kb* +g5*
c? lek — hy¥* Cee

Il Il

= ket +
TTEY VRIS N TEITE A% —. ke gr* . S

»

- § 4 . 3 5 5 5 - e 7 ‘
adivll aeebin oy e Uw Dn g e e

Es sei P ein gegebener Punkt auf der (néthigenfalls verlingerten) gera-
den Linie, welche der erste VWeg des Lichtsirahls darstellt, wnd &, 9, ¢
seing Coordinaten. Es ist aIso a

W I % rﬁxvm ¥t wn ’“z&“ Pas (} My
L e ¢ N e S
N ", I
oder wenn ma;n fﬁr é 0, b° dle am Schlul‘s des vorhergehenden Arnkels ge-
gebenen Ansdrucke suBstltmrt

ES

B e : hd R
= (ger — B (5= VO) — w0 (g — 1Y) OO
folglich
| POt g G N g
‘\é:“} e a4 . *b* . " 7 9 S # “?5& ’”v{%$§~;m ,

nol—k (£ — N9) t

Substituitt man’ dlesen Weith ih der ersten Glelch;xzig fir d
Llchtstrahls nach der letzten Breclflung, nemlich in
y—-q" (xim N*) o b*

undu.%chrm%humm%bmkmzenf tttﬂfze T PUTR ST RNV .‘5}

we e

Weg des

§< 5§w [AET R TS ¥

Tis

. .
eo W5 onbe Il

v Lok N o ff\?* g i wee g(@i@- N9 «:f%ilwfwﬁ%z,%fw{f ol
L .
T %l —k(E— N9 T wRee s T e gt
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nly .
“Olwk(ﬁmwo)m”
so wird diese Gleichung

*

o .
=%t (v — §)
und ganz auf dieselbe Art wird, wenn man noch
nlf

e = ¥
AT "k (E = N0y = ¢
schreibt, die zweite Gleichung fiir den Weg des Lichtstrahls nach der letz-
ten Brechung
*
(# —§%)

— g* + 1&*
Der Punkt P*, dessen Coordinaten £* 5*, ¢* sind, liegt also auf der (né-
thigenfalls riickwirts verlingerten) geraden Linie, welche dieser letzte Weg
darstellt, und zugleich ist klar, da seine Coordinaten von §9, b9, 90, ¢©
unabhingig sind, dafs er fiir alle ecinfallenden Strahlen, die durch P gehen,
derselbe ist. Man kann den Punkt P wie ein Object und P* als sein Bild
betrachten; jenes kann aber nur dann ein reelles sein, wenn P im ersten
Mittel liegt, oder £—— IVO negativ ist, und eben so ist das Bild nur dann
ein reelles, wenn P* in dem letzten Mittel liegt, oder £* — IN* positiv ist;
in den entgegengesetzten Fillen sind Object oder Bild nur virtuell.

Die Punkte P, P* liegen mit der Axe der x in Einer Ebene, in Ent-

[+]
fernungen von derselben, die sich wie die Einheit und die Zahl pory o ,:‘ .0

verhalten, wobei das positive oder negative Zeichen dieser Zahl die Lage
jener Punkte auf Einer Seite der Axe oder auf entgegengesetzten anzeigt.
Ein System von Punkien in derselben gegen die Axe der & senkrechien Ebene
kann wie ein znsammengesetztes Object betrachtet werden, dessen zusammen-
gesetztes Bild gleichfalls in Eine gegen die Axe der x senkrechte Ebene falh,
und dem Object Zhnlich ist, so Jafs d’“as Lmearverhalm‘ifs der Theile durch
die Zahl -

B v

. ;
o R TRER .4 * N* o fa o
nol — éé{.g‘}% Kg)( Vo "{ + (g )M pE ¢

ausgedriickt wird, deren Zeichen die‘aiifreclite ?oder vcrkehrte Lage unterscheidet.
Matthem. Classe. I. B
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Das bisher entwickelte enthilt die ganze Theorie der Verinderungen,
welche der Weg der Lichistrahlen durch Brechungen erleidet, und lilst sich
leicht auch auf ‘den Fall ausdehnen, -wo' mit Brechungen eine oder mehrere
Reflexionen verbunden sind, was jedoch speciell hier nicht aunsgefiihrt werden
soll. Es ist aber nicht iiberfliissig, die Resultate in eine andere Form zu
bringen, indem man sie, anstatt auf die erste und letzte Fliche oder auf die

Punkte VO, IV* auf zwei andere Punkte @, Q* beziecht. Es seien
N ® ¥ go
y=2(x— Q)+ B
20
7 (e — Q)+ C

die Gleichungen fiir den ersten, und
*

)=y

%

Il

*

=n*(x-‘ 0*) + C*
die Gleichungen fiir den letzten Weg des Lichistrahls, und man setze
No— Q — Q* — N* o

n® n*
'Wir haben also
b= B -} 08° 0= C + 0,0
. B* = b* 4 6*8%, C* = c* | 0*p*

Hieraus, verbunden mit den Gleichungen (4) folgt leicht, dafs, wenn man

G = g 4 0*Ek
H=h 4 0g + 00%k + 0% ) -
4 C Re—k \ :
=140k . /- k
setzt,,, - ) ’ e P
Lo v Bre GB+H@° 0*=Go+ﬂyo N
6* = KB + L&°, gf*"“I{C—l-Lyo T

sein wird. ng,@(r}oefﬁcxenten Gé, H, R, L, wglche auf diese Weise an dne
Stelle von g, A, K, L treten, geben auchdfe Gleiching * *
: ’ o ¢ J“?*%‘iﬁ 1550, G s oI i i oin ™ asgnt, Beiee N i L

B - ik, 8 F
vg LR S N TR S VAR I )

Ty
4‘gfu 4



DIOPTRISCHE UNTERSUCHUNGEN. 11
6.

Der Zweck der Einfilhrung anderer Punkte, um die Lage des einfal-
lenden und des ausfahrenden Strahls darauf zu beziehen, geht dahin, eine
einfachere Abhingigkeit der letztern von der erstern darzubicten, und dazu
sind vorzugsweise zwei Paare von Punkien geeignet, die mit E, E* und
F, F* bezeichnet werden sollen. Die Werthe der jdabei in Betracht kom-
menden Grissen werden sich bequem in einer tabellarischen Form iiberse-
hen lassen.

1 I
rd
0 &{J LS
1~ g K
A B ~ Tk
0 (1 — 1 . ol 0
) Emwowfiﬁ»ﬁrwﬁ ﬂxwo+’fpmﬂ+’%
¥ (1 e , i n*¥ n*
0* E*mm»{«w xﬁ*mmm%mmmw
Gl 1 0
1
H 1] “-‘““E
E| Kk k
L' 1 0

Das Resultat ist also, dass, wenn die Gleichungen, fiir, den einfallenden
Strahl in die Form gebracht werden

sy 7 ‘ ‘i, 4$A§ .o,

IR

g0 ’
Cay Y = ;*’a (wa} + B }0 ! he s YA

N
¥ PR
! ‘ « fa I3 ‘

i
— ¥ o :
. AN SR e B (x = E)+C. ;. 0,

+ - A2
! poif H ey Pt
¢

o ) é:? 1.”:',;‘3 ’ Jv‘(;g ‘ivﬂ ‘;
oder in folgende (svo wir' die ¢onstanten Theile” zur Unterscheidung von der

ersten Form mit Accenten bezeichnen) T P
, a & (e B :
YT R z?% (x — F} t’*". 4 . ‘

B2
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=L (x—F)+ C

die Gleichungen fiir den ausfahrenden Strahl sein werden

f =2+ Gyt
L P
oder
,,.—:-_"n‘:’k'.(x-ﬂ*)-»%)
z:’-;-g;.( — -

7.

Durch Benutzung der Punkte E, E* lifst sich die Abhingigkeit des
letzten WWeges des Lichtsirahls von dem ersten einfach so ausdriicken: der
letzte Weg hat gegen den Punkt E* dieselbe Lage, welche der nur einmahl
gebrochene Lichistrahl gegen E haben wiirde, wenn in J sich eine brechende

Fliche mit dem Halbmesser » k befande, durch welche der chhtstlahl

aus dem ersten Mittel unmittelbar in das letzte Mittel tiberginge.  Dies gilt
fir den Fall, wo das erste und das letzte Mittel ungleich sind. Sind sie
hingegen gleich, oder n* = n0, wie bei Brechung durch ein oder mehrere
Linsengliser, so hat der letzte VWeg gegen E* dieselbe Lage, welche er
gegen E vermbge der Brechung durch eine in E befindliche unendlich diinne

Linse von der Brennweite — —;— haben wiirde. Mit andern VWorten: es ist

verstattet, anstatt des Uberganges aus dem ersten Mittel in das letzte vermége
mehrerer Brechungen, den Ubergang entweder durch eine einzige Brechung,
oder durch eine einzige Linse von unendlich “kleiner Dicke zu substituiren,
je n&ch;le;p das erste und das;letste Mltt(;l aungleich oder glexch smi, mdem
n0 — n*
man im ersten Fall der brechenden Fliche den Halbmesser Ty m

o~ . . 3 . 8 no - s . 3 .
zweiten der Linse die Brennweite ~— T gibt, -die brechende Fliche oder die
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Linse in E annimmt, und in beiden Fillen die Lage des ausfahrenden Strahls
so viel verschiebt, als die Enifernung des Punktes E* von E betrigt. Das
Zeichen des Halbmessers der brechenden Fliche ist iibrigens so zu verstehen,
wie oben Art. 1, und das Zeichen der Brennweite so, wie weiter unten
Art. 9 bemerkt werden wird.

Wegen dieser Bedeutsamkeit der Punkte E, E* scheinen diese eine he-
sondere Benennung woll zu verdienen: ich werde sie die Hauptpunkte des
Systems von Mitteln, oder der Linse, oder des Systems von Linsen, worauf
sie sich bezichen, nennen; E den ersten, E* den zweiten Hauptpunkt. Unter
Ebenen der Hauptpunkte werden die durch dieselben normal gegen die Axe
der x gelegten Ebenen verstanden werden.

3.

Riicksichtlich der Punkte F, F* zeigen die Formeln des 6 Artikels,
dafs allen einfallenden Lichtstrahlen, die durch den Punkt F gehen, ausfah-
rende entsprechen, die mit der Axe parallel sind; einfallenden hingegen, die
mit der Axe parallel sind, solche ausfahrende, die sich in dem Punkte F*
kreuzen; fiir Strahlen, die von der entgegengesetzten Seite herkommen, ver-
tauschen diese Punkte ihre Functionen. VVenn wir also dem fiir einzelne Lin-
sen bestehenden Sprachgebrauche eine erweiterte Ausdehnung geben, so kén-
nen F, F* die Brennpunkie des Systems von Mitteln oder von Linsen, wor-
auf sie sich beziehen, genannt werden, F der erste, F* der zweite; die durch
diese Punkte mormal gegen die Axe der x gelegten Ebenen mégen die Brenn-
punktsebenen heissen. Jene Formeln des 6 Art. zeigen zugleich, dafs allen
Strahlen, die sich in irgend einem andern Punkte der ersten Bremnpunkts-
ebene kreuzen, ausfahrende entsprechen, die gegen die Axe geneigt, aber
unter sich parallel sind, und umgekehrt, dafs allen unter sich aber nicht mit der
Axe parallelen einfallenden Strahlen solche ausfahrende entsprechen, die sich in
einem von F* verschiedenen Punkte der zweiten Brennpunkisebene kreuzen.

4, o
N 9.
Mit Hiilfe dieser vier Ebenen gelangen wir zu einer sehr einfachen Con-
struction fiir die Lage des ausfahrenden Strahls.

¥
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Es schneide der einfallende Strahl die erste Brennpunkisebene in dem
Punkte (1), die erste Hauptebene in dem Punkie (2); eine Parallele mit (1)(2)
durch F gezogen. treffe di¢ erste Hauptebene in (3); eine Parallele; mit "der
Axe durch (2) treffe die zweite Hauptebene in (4); endlich eine Parallele mit
der Axe durch (3) treffe die zweite Brennpunkisebene in (5). Dann gibt
(4)(5) oder (5)(4) die Lage des ausfahrenden Strahls. Es sind nemlich die
‘Werthe der Coordinaten

¥

o fir | x|y | =
o T F B O
b gy N B B 1 C ‘
F F 0 0
3) E |B—B | c—C
@ | E B c
& ). | e |B—1p|c-C

«k A h fsﬁ

Aus den Formeln des 6 Art. folgt salse, da{s ,*d_en :ausfahrende Strahl durch
4) und (5) ,geht, das erstere unmittelbar, das andere, weil

§o
B—B = —~(13--F)___._E_

.

.
R P

In dem gewdhnlichsten Falle, wo n* = n0, also F* — E*=E — F,
wird die Constructioni noch einfacher, weil der Punkt (3) iberflissig wird;
man’ braucht‘ nur (1), (2), (4) wie vorhm zl besh‘mmen,« und (4)(5) mit (1)(2)
paraﬂel e zu-hen:. S R

Geht die Rlchtnng des “einfallenden StraMs, durch 'E, so geht -allemahl
die Bxchtimg des ausfahrenden durch Ef“,fund ist, in dém Falle, wo n*=—=n0
ist, zugleich jener parallel. Man pﬁégt (bei emfachenisLnisén) einen’ solchen’
Strahl einén Haptstrahl zd nennen: - A o a0 T ag ]

’“ﬂiéfkfftfemuﬁgéﬁ? ‘der! dwitién’ ‘Hr”éﬁnpﬁﬁ%seb‘eﬁ@ dw‘*on der zweiter ’H’a“’ﬁﬁ‘f—
ebene, und der ersten Hauptebene von derEbene des ersten Brennpunkts, oder die

*"n@

n* .
Grofaen —— kqnnte man die Brennwuie n des S ystems. der Mlttel
N [ ?zdlg W J§?x ﬁ”k*‘@‘}?% L G e YD ”»{ PRI T FE R P e ] fd ¥t i

nennen, wenn es nicht angemesséner, schiene, den.Gelirauch { diesen Benerinung
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auf den Fall zu beschrinken, wo das letzte Mittel dasselbe ist, wie das erste,

also jene Entfernungen unter sich gleich sind.  Um dem gewdhnlichen Sprachge-

brauche conform zu bleiben, sehen wir die Brennweite als positiv an, wenn

dem ersten Hauptpunkte eine gréfsere Coordinate entspricht, als dem ersten
no *

. I n
Brennpunkte, so, dals die Brennweite immer durch — T = T Ausge

driickt wird.
10.
In den oben Art. 4 fiir den Platz des Bildes gegebenen Formeln ist es
wie man leicht sieht verstattet, anstatt IV, /N* andere Punkte zu setzen, wenn
man nur ‘zugleich anstatt ¢, &, &, { die entsprechenden &, H, R, L substi-

‘tuirt. Indem wir dazu die Ilauptpunkte wihlen, erhalten wir folgende Aus-
driicke:

v g B —8)
: =R k@
* — o Vi B o
T wfRE=y
% i

)
Der ersten Formel kann man auch folgende Gestalt geben
n* o

n
FopTE—g——Fk

Wihlen wir die Brennpunkte, so erhalten wir "
non*
H  FTh
=t wr—y
* "7
TERE=y
nof
K »
6 ke ( = E) : ; :
Wegen des hiufigen Gebrauchs mégen die Formeln auch noch in der Ge-
stalt hier stehen, die sie annehmen, wenn das erste und das letate Mittel
gleich sind, und die Brennweite mit Q bezeichnet wird..
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1 1 1
P T E 9

(§*—F*(F—8)=9p ,

P 2 1E—F
F—¢ ?
{Fom— 9 = {(&*—-—F*)
F—g ¢
il.

Die vier Hilfspunkte E, E* F, F* verlieren ihre Anwendbarkeit in dem
besondern Falle, wo k = 0 ist, also jene Punkte als unendlich entfernt von
den brechenden Flichen betrachtet werden miifsten. Man kann sich in die-
sem Falle unmittelbar an die allgemeinen zur Auflésung der Hauplaufgaben
oben mitgetheilien Formeln halien, welche hier folgende Gestalt annehmen.

Wenn die Gleichungen fiir den einfallenden Strahl so ausgedriickt sind

0
y =23 (2 — No)+80
70
z:;—a(x—NO)-{—@

so sind die fiir den ausfahrenden

180 o
y=—% . (¢ — N9+ gbo + A€

n*
lyo "
2= o (0 — V) - ge® - hyo

Setzt man zur Abkiirzung
hn*

N*-—— --l—-':.':N**

oder, was dasselbe ist, weil gl = 1,
IN¥ — ghn* — N**
so erscheinen diese Formeln noch einfacher, nemlich

. 180
=—

R i
2o e (& = IN¥F) L g0

C(x — N**) 4 gbo
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Fir den Plaz des Bildes desjenigen Punktes, dessen Coordinaten’ &, 4, ¢
sind, erhalten wir die Coordinaten - : . G ,

; nt* ;
E¥* == N* — ghn* — % 99 (NO -{ma§)“ R WL

A 2%

¥
o JVRE e NO — E
, ‘ . , n‘hgy( L N R
. ,’7* o y,;ju) P . : ot P e ‘:f s !
aty Q‘*‘ = g«é‘ P i ! ! R TIPS Vb 24

Es erhellet hieraus, dafs der Punkt der Axe der x, welchér<in Gemilsheit
der von uns' immer gebrauchten Bezeichnungsart mit IN** zu bezeichnen ist,
das Bild des: Punktes INO vorstellt, und dafs das 'Lincarverhiltnifs der Theile
eines’ zusammengesetzten  Bildes zum Oh)éet constant, nemlich wie ¢ za 1
oder wie 1 zu ! ist. x a ~ ' Gy

[ LY
1 b .

12.

Der im vorhergehenden Artikel betrachtete Fall kommt vor bei einem
Feravohre, dessen Gliser fiir ein weitsichtiges Auge und fiir das deutliche Sehen
unendlich entfernter Gegenstinde gestellt sind. Aus obigen Formeln erhellet,
dafs die Richtung des ausfahrenden. Strahls blofs von der Lichtung. des ein-
fallenden abhingt, dals also parallel unter sich einfallenden Strahlen: auch
parallel ausfahrende entsprechen, und dafs ‘die Tangente der Neigung der
erstern gegen die Axe sich zu der Tangente der Neigung der létztern verhilt,

H

. 1 . ’ s . '’
wie 1 zu L Die Zahl I = 7 ist also das, was man die Vergrolserung des
-x

Fernrohrs nennt, und ihr positives .oder. negatives Zeichen bedeutet die auf-
rechte oder verkehrte Erscheinung® -Lifst man die einfallenden und ausfah-
renden Strahlen ihre Funktioneh vertauschen, indem man den Gegenstinden
die Ocularseite zuwendet, so érscheinen sie in demselben Verhiltnisse ver-
kleinert, und hierauf griindet sich -das.eben so bequeme als scharfe Verfahren
zur Bestimmung der Vergréfserung eines Fernrohrs, welches ich 1,&23 i,
2 Bande der dstronomischen WNachrichten mltgethellt habe.

Eine andere Methode, die Vergf‘ol%erung zu bestimmen, beruht auf der
Vergleichung eines Gegenstandes mit seinem: Bilde nach dem linearen Ver-

Mathem. Classe, I, C
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‘hilinisse. Ramsdens Dynameter dst nichts anderes’, ‘als eine Vorrichtung,
den Durchmesser des in IV** fallenden Bildes der kreisrunden Begrenzung
des Objectivs zu messen, wobei man sich naturllch erst vergewissern muls,
dafs dieses Bild wirklich' erscheint . und nicht etwa “durch eine innere Blen-
dung verdeckt ist: Auch mufs das Bild ein, reelles sem, wozu erforderlich ist,
dals g hn* negativ wird: bei cineni Galileischen Fernrohr, wo dieses Bild
nur ein virtuelles ist, wiirde man ein genaues Resultat nur mit einem mikro-
metrischen Mikroskope erlangen konnen, welches auch in allen Fillen, wo
man eing’; grofsere Schirfe wiinscht, den Verzug; verdienen wiirde. - Ulrigens
erhellet ans..dem . vorhergehenden:, Artikely;‘dals eben-.'se gut.ein. schickliches
vome ‘Objectiv entferntes Object gebraucht werden 'kann; so lange mir die
Entfernung nicht so grofs wird, dals das Bild aufhért ein- reelles oder mit
dem Mikroskope erreichbares zu sein. Endlich mag noch' bemerkt werden,
dass der Punkt IN** derjenige ist, welcher in der Theorie der Fernrthre mit
der Benennung Ort des Auges belegtiwird.
15.

,'Um die allgemeinen Vorschriften des 2 Artikels auf den Fall einer ein-
fachen ,Glaslinse anzuwenden, bezeichnen wir das Brechungsverhiltnifs beim
Ubergange aus Luft in ‘Glas mit n ¢ 1; 'die Halbmesser ‘der ersten und zwei-
ten Fliche mit (n — 1) f und (n — 1) f’; die Dicke der Linse mit ne.
Wir -haben also anstatt der dortigen Bezeichnungen

+
) 4 0 " r 1 . . s
%:?}; w Ta 29 e w1 s n' h(’*e B PR N 5

s M ()
TS S L T A TR RTC A AADCI SR SN I T A PN ST By
. ’ < ;

st T e, e b oy o agene e,‘“r”s"ﬂ e nf RV APV 8

a5 - + L
sdattoe st v r pma 1o TR R 1 O __{gff;z% Y R I R LA T

Bl “ A * t"\ ] L4 i &

veor naenmbsdis & oooats oed 6l e g ouenl 'K REIIFTATE SN G TREPRITUR § B 3

. ; . 1 .
sopdilen d glond s 2ls sumonpod odbiiade. sk aba'iag Tuswid bean L el

ﬁéﬁ?d %&t’%ﬁcﬁ% aaislo i crmdorons™ esnde e odABeyeY v gos T anial oy
adod tliadiogig s fmw&émz? *mému m:m%a%:» aaly a0 .., @

gab s Fiuved | ostunitasd 5T 6:5&1,&;@* T T g Tobe v i arebae o D

. ‘. .
w7 owenil b dosa JbER thsmie fi aslusiaem e wws go yislge

7y S5 S 3T

bt
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0ot S+HS[ —e
k = uo ! 20y = el
+ u ' -+ F
e T — e
l =1 t = s
-+ u 7
Fiir die Brennweite ) haben wir also nach Art. 9
i f"'i“' xxt
fiir die beiden hier mit K, E’ zmbezelehumdw Hauptpunkte nach Axt. 6
E = No o Noy P
WEY T 7
’ f 14 a‘ﬁ
E =N — - o N e L
S+ f—e” S

und fir die beiden Brennpunkte F, K’

S (f —e)
F o= FE — ¢ o= NO o o
’ J + e
= ff)
ey
Fiir den Durchschnittspunkt der (néthigenfalls vorwirts oder riickwirts ver-
lingerten) geraden Linie, welche ein Hauptstrahl im Innern der Linse be-
schreibt, mit der Axe findet man leicht

= E4¢=N

— O mef nef’

TEN Y F Y s
Diesen Punkt, welcher also von der Neigung des Hauptstrahls unabhingig ist,
vennen einige Schriftsteller den optischem Mittelpunkt der Linse, eine Aus-
zeichoung, welche dicser sonst gar keine merkwiirdigen Eigenschaften dar-
bietende Punkt haum verdient haben michte, und die hie und da. zw dem
Irrthum verleitet zu haben. scheint, als.ob die eipfachen ‘Relationen zwischen
Bild und Object, welche bei einer unendlich: diinnen Linse: Statt. finden, sich
auf eine Linse von endlicher Dicke blofs durch Beziehung: auf, jenen Miitel-
punkt_iibertragen lielsen, wihrend diese Ubertraguiig, wie oben gezeigt ist, nur
dann giiltig, ist, wenn das Objeet auf den'erstén, das Bild auf den zwveiten
Hauptpunkt bezogen wird. “Bei “cinem Systemes von mehrern:Linsen, also
schon bei einem achromatischen Doppelobjectivé, kaun ohnehim Von.' einem

c2
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Mittelpunkte in jenem Sinne gar nicht die Rede sein. VVill man die Benen-
nung beibehalten, so wiirde ich fiir angemésséner halten, sie demjenigen Punkte
beizulegen, welcher zwischen den beiden Hauptpunkten :(mithin auch zwischen
den beiden Brennpunkten) in der Mitte liegt, und der mit jenem Punkte nur
dann zusammenfillt, wenn die Linse gleichsei{ig ist. Dieser Punkt hat die
praktisch niitzliche Eigenschaft, durch Umwenden der Linse leicht und mit
Schirfe bestimmbar zu sein; denn offenbar ist es dieser Punkt, der beim Um-
wenden wieder den vorigen Platz -eifinelimen mufs, ‘wenrt der Platz des
Bildes von einem festen Objecte ungetindert bleiben soll. |

Es mag hier noch bemerkt’ werden, dafs die Etiifernung der beiden
Hauptpunkte von einander

, e ' ee
E ~E=ne—j~_-_—§_ff—:7t_ff)z=r(n—i)e—-mr—:—é

wird, also, insofern gewdshnlich e gegen f 4 f' — e sehr klein ist, von

(n — 1) e oder von der durch r—

merklich verschieden ist.

multiplicirten Dicke der Linse kaum

i

14.

An die Stelle der allgemeinen Formeln des 2 Art, durch welche aus
dem Wege des einfallenden Lichtstrahls der VWeg des ausfahrenden bestimmt
wird, lassen sich fir den Fall eines Systems von Linsen auf einer gemein-
schafilichen <. Axe  bequemere setzen, indem man, anstait der [Halbmesser
der einzelnen brechenden Flichen und ihrer gegenseitigen Abstinde, die
Brennweéiten der einzelnen Linsen und die Entfernungen ihrer zweiten Haupt-
punkte.von den ersten der folgenden Linsen einfithrt.© Die neuen Formeln
werden' denen: des'2 Art. ganz 3hnlich ;- enthialten. aber nur halb so viele: Ele-
mente. Da ihre Ableitung aus dem Vorhergehenden séhr leicht: ist, < so wird
eshitireichend seiny: sié in ‘gebrauchfertiger Form hiecher zu setzen.

. .i’Wiribezeichnen . die. Brennweiten der einzelnen auf einander folgenden
Linsen mit'0%,5Q", ©" w. s. £;: ihre: Hauptpunkte hier, ‘abweichend von der
bisherigen Bezeichnumgsart, die ersten mit EO,'E’, E”.u.s. ,;‘»dﬁe 2we1ten it
0, I'yvd? w..srfo dlue Abkiirzuhg schréiben ‘wivsuii: & s = o

b
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1 "1 . 1 _ .
._...~—6:u°,-—-~—-;:u,—-——-;;...u u. 8. f.
P P

E —I=t,E —I'=t,E" —I' = t" ws.f
die letzten Glieder in diesen Reihen mogen als solche durch ein Sternchen aus-
gezeichnet werden.
Setzt man nun die Gleichungen fiir den einfallenden Strahl in die Form
y = 6% (x — E°) - b°
z = y° (x — E°) | ¢°
fir den ausfahrenden hingegen in folgende
y = 8% (x — I*)} b*
z == p* (x — I*) - ¢*
so wird, wenn dic vier Grélsen ¢, A, k, I durch Formeln bestimmt werden,
die mit den im 2 Art. als (5) bezcichneten ganz identisch sind,
b* = ¢gb° -~ hEC, c* = gc® - hy°
% = kbo 4 U180, »* = ke© -} Ip°
Fiir die beiden Ilauptpunkte des Linsensystems, als Ganzes betrachtet, wird

11
k

fir den ersten x = EO0 —

. j e—
fir den zweiten & = I* 4 0 J

Ferner wird fiir die beiden Brennpunkte des Linsensystems

l
fir den ersten x = EO0 4 T

fiir den zwelten & = I* — %—

. . . 1
die Brennweite selbst ist == — T

Die Formeln fir den Fall, wo das System nur aus zwei Linsen besteht,
verdienen noch besonders hergeschrieben zu werden. Man hat nemlich

9’1t
g = )

[
' 1
h;*‘*(}—()“
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o’
l — q)' — t'
V4
Die Werthe von « fiir die beiden Hauptpunkte sind
tr ¢0 , t. @,
EO 7 7 und I — et
+¢°+<p—-t p° + 9 — 1t
und die Brennweite
— A
Tt —t

Man sieht, dals ‘diese Formeln denen ganz analog sind, die im 13 Artikel
fir die Bestimmung der Haupilpunkte und der Brennweite einer einfachen
Linse gegeben sind, indem an die Stelle der dortigen f°, f’, e hier die Gréfsen
@O, @', t’ treten. : o

Die Entfernung &er beiden Haliplpunkte von einander wird in dem Fall

zweler Linsen
, t' 0 r
— I — EO — -_O.E.(g._:*’_:..?_)?
o+ ¢ — ¢

tt
— TO 0 4 1
= Jo — E +I — E I I T I (p' e

Ist ¢’ sehr klein, wie bei achromatischen Doppellinsen von der gewshnlichen
Einrichtung immer. der Fall ist, so wird das letzte Glied unbedeutend,
und daher die Entfernung der beiden Hauptpunkie von einander fiir eine
solche Doppellinse als Ganzes betrachtet sehr nahe der Summe der bei-
den Werthe gleich, welche diese Entfernung in den Linsen, einzeln ge-
nommen, hat.

Ubrigens ist von selbst klar, dafs die simmilichen in dem gegenwirti-
gen Artikel aufgefiihrten Formeln ohne alle Verandemng auf den Fall iiber-
tragen wer(fen knnen, wo anstatt einfacher Linsen partielle Systeme von

. &3 Q%Q
Liusen zu Einem ganzen Systeme vereinigt werden sollen.

PRI

15,

Die optischen Erscheinungen sowohl durch eine einfache Linse, als
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durch ein Sysiem von mehreren auf gemeinschafilicher Axe, hingen, wie wir
gezeigt haben, von drei Elementen ab, welche durch das Brechungsverhilt-
nils (oder durch die Brechungsverhiltnisse, wenn sie fiir die verschiedenen
Linsen verschieden sind), und die Lagen und Ilalbmesser der brechenden
Flichen bestimmt sind: da jedoch diese Grifsen gewdhnlich unmittelbar nicht
bekannt sind, so bleibt noch iibrig, einiges iber die ‘Methode zu sagen,
durch welche umgekehet aus beobachteten Erscheinungen jene drei Elemente
abgeleitet werden kénnen. Wir bezeichnen die verschiedenen hicbei in Frage
kommenden Punkte der Axe auf folgende WVeise:

& ein Object; &’ dessen Bild; & der erste, F’ der zweite Brennpunkt; E der
erste, B’ der zweile Hauptpunkt; endlich £ ein mit der Linse (oder dem
Linsensystem) in fester Verbindung stehender Punkt. Mit denselben Buchsta-
ben werden, wie immer, die Coordinaten dieser Punkte in jedem Versuche
bezeichnet.  Wir setzen ferner die Brennweite = f, und die Entfernung des
Punktes D von den Brcunpuuklcn, D — F=p, F© — D = ¢q. Diedrei
Grofsen f, p, q kénnen als die Elemente der Linse betrachtet werden, und
zu ihrer Ausmiltelung werden also immer drei Versuche erforderlich sein,
indem in drei verschiedenen Lagen des Objects und seines Bildes gegen die
Linse die Entfernungen derselben von dem Punkte D gemessen werden
miissen, welche Aufgabe wir zuvérderst ganz allgemein aufldsen wollen,

Die Werthe von D — £ und £ — D seien in einem Versuche a, b;
in einem zweiten a’, b’; in einem dritten a”, ”. Dic allgemeine Gleichung

* [
S . F=¥ (i'""F')mfﬁ) @
gibtiuns demnach . ; st o
R " o(are P) (5 — = SRR
Y URTEIY ng% el P)n(b' R q) ‘””'tf«[
vt e i i (@) (B g) =SS
woraus. durchs %miﬁatim‘kéikkmge@ndm wird Sy

LT8R S RTI PO i ;%(«wy 3 }iia»é\( % Mdjé”(%' is b?fz) ie, 1 I O
e f = a T o ] et KR TN
v 14 , . M | g
.SM z“w v%’g o 11 v ) " , By ;} “:j'fz
PR % 21 ” l (5/» bf)(B b)(a -»-—(t) p

7
s , q — “ F i
P i Tosas "4 O ra fR P S [
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=m0 — D@ =) G ¢ = v

indem zur Abkiirzung
(@" —a) (b — b)) — (e’ — a) (b-—-—- b")=R

geschrieben wird. Man kaun R auch in folgende' Form setzen
R=(@ —a)b—5b) —(a" — a) @ —b")
=@ —a) =) — (@ —a) B — )
so wie p und ¢ in folgende .
. (@ —a) (@ —a') (b— b)

pP=a

R
@ =@ —a) =)
R
Y e D Ga Y o
B~ = o AT A TP BT ’ "
e

R

16. 5
Der allgememen m vorhergehenden Artikel gegebenen Auflésung miissen
noch einige Bemexkungen beigefiigt werden

1. Es ist vorausgesetzt, dals in den drei Versuchen das Object auf
einer und derselben Seite der Linse liegt. Findet man zweckmilsig, in einem
der Versuche die Linse in verkehrter Lage anzuwenden, so kann man sich
denselben so vorstellen, als ob das Bild der Gegenstand und der Gegenstand
das Bild wire, wodurch dieser Fall auf, den vorigen zuriickgefithrt wird.

I. Fir sich allein betrachief l‘afsf’ die- Formiel fiir ff noch unbestimmt,
ob f positiv oder negativ zu ' nichmen sei: ‘dlels ehtscheidet sich aber schon
durch die aufrechte oder verkehrte Siélfﬁhg“?lebiﬁﬂdé’s): indem: &'« Brand
f im ersten Fall enigegengesetgle, im zwelten &kﬂche Zeichen haben miissen.
Auch darf nicht unbénierki bleiben, dals bei aller "Allgémeingiiltigkeit der
analytischen Auflésung doch die praktische Anwgndbarke;t auf den Fall wirk-

licher Bilder (also fiir einzelne Einsen auf positive B:enn?velten) beschrinkt
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bleibt, wenn nicht besondere Hilfsmittel zur Bestimmung des Platzes virtuel-

ler Bilder zugezogen werden. ‘

+

LIl Da die Ausfihrung der Versuche immer nur ecinen gewissen be-
schrinkten Grad von Schirfe zulilst, so ist es fiir die Zuverlissigheit der
Resultate keinesweges gleichgiiltig, was fiir Combinationen gewahlt werden.
Im Allgemeinen kann als Regel gelten, dafs durch drei Versuche, von denen
zwei unter wenig verschiedenen Umstinden gemacht sind, jedenfalls nicht
alle drei Elemente mit Schirfe bestimmt werden kénnen. . |

—_— ’
. ; 7. ... .

. An einer einfachen Lms;e sowohl, als an einer solchen, die aus zweien
oder mehrern sehr nahe gusanmxenhegenden zusammengesetzt ist (wie an
acluomahschen Objectiven von der gewdhnlichen Einrichtung), stehen die bei-
den Hauptpunkie in geringer Entfernung von cinander. Diirfte man diese
Entfernung L' — E = A\ wie cine bekannte Gréfse betrachten, so wiirden
zwei Versuche zurcichend sein, indem die Gleichung

Pt g=2f+12

die Stelle des dritten Versuches vertritt.  Verbindet man mit derselben die

beiden andern . X

(« —p) (b —q) =fFf
(¢ —p) (b — q) =ff

“

S0 erhalt man nach der l"lmunahon von P und q zur Bestlmmung von f die

T« ¢ M % s i t
ﬂ]elchung o - K ' R \ )
"3?31{»1 a1 ";z? T (T A PR si Tl ain sa 1 fiatun “ﬂ* o ’5%
b' o M — b K Tyt s
li iy f ”ﬁsf#@a ‘+4 a) (b 2 ) ‘ . ff +€Q %a + b?u—l& a b’”“ Qly ﬁ A
a —_—

‘ s NPT AT P ; CRNY RY LRI CRTIRY "
— — b — =0
(o + b g MO tb - M 7

apa A A YD s e b s ) T

Diese, quadratische Gleichyng geht inicine lineare mbm wénn 1@’ b’ o— a—b

FiQuwind, diji, ywenn die, beiden Versuche . so : angeatdnet; siidyd dals

die Entfermng des Bildes;ivom 'Qbjecte.. ini beiden dieselbe, bleibt, swihrend

die Ligse >darin .zwei, yersehiedeiie, Stellen . .einnimmt. . Es: sei - diese Entfer-

nung == ¢, alsol@ = ¢ — by'a' 5% eh— bljdaduichoirds Xl o - b
Mathem. Classe. I, D
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te—NFf=(c—r+b —b) (c—2—b b

oder

b — b)2
f=%(c—l)"gj(7_~—%)‘

Fiir jeden vorgeschri/ebﬁnen ‘Werth von [ mufs nemlich F— £ der Gleichung

Sf
r=F—

Geniige leisten, deren zwei VVurzeln

et L Ak B R Gt Ak ot
b (e—2f—2) — 4y (c—4f — 1) (e — 1)
reell und unglelch sind, wenn ¢ gréfser ist, als 4f +“ A, so dals es dann
fiir ein, festes Object £ immer zwel verschiedéne Lagen der Linse gibt, bei
welchen das Bild-niit demi Punkte & 4 ¢ zusammenfallt , Das Product die-
ser’ beiden Wélﬂle on"! I e E d i (a'— p) (&' = L - p) wird =Tff,
worau§ zugleich erhellet, dals a’ —p=b—qud b —qg=a—p
wird, folglich

%

F—t+ 2 p Ly — Fe=e—of— i

1

FEffeFA—b —b)
b f—cth4+b £8)
DA (b4 —e)—41
Dt i+ —o)+4i

il

4

My ==

11

18

‘Bei derjenigen Stellung der Linse, wo F — &= z f wird, ist é' — &
= 4f 4 A, oder das Bild in der kleinsten Entfernung vom Gegenstande,
es entfernt sich von.demselben; sobald map die Lmse aus ]ener Ste’ﬂung nach
der exnen oder nach der andern Sexte _wegriickt, aber offenbar anfangs sehr
langsam Es fo]g}t dzfra“us, d:f['s wenn fir .¢ ein die Grifse 4f 4+ X nur
wenig -iiberschreitender Weébtlh' gewihlt ist, vdie - Vérgiehé i‘gﬁfigﬁﬁ&é”mi’ttéluhg
der beiden erforderlichen Stelldngen derLinse oder dér Werthe voii'% uhd &
nur:eine -véigléichungsiveise ' géringe: Schifofe mlassedi:1 = Diede " Uisicherheit
fallt ‘in ihrer i:gandén Stirkevaufrdie Bestimmung:von. Esusd-E', daherza
diesem Zweck ./die” Anwendung -des: Verfahréns—unter solehen Unmstanden

4

Lo
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nicht wohl zu gebrauchen ist. Anders aber verhilt es sich, wenn es nur
darauf ankommt, die Brennweite zu bestimmen, wo die Schirfe durch jenen
Umstand Nichts verliert, weil in den Ausdruck fiir f nur das Quadrat von
b" — b eintritt. Die Ausiibung des Verfahrens ist iiberdiels in diesem Falle
um so bequemer, weil aufser der Distanz ¢ nur die Gréofse der Verschiebung
der Linse b" — &b gemessen zu werden braucht, also die absoluten Verthe
von & und &’ unncthig sind.

19.

Wenn man A ganz vernachlissigt, also
" b2

f=14e¢— (3:_4_0_@__
setzt, so kommt das beschriebene Verfahren mit demjenigen iiberein, welches
Bessel im 17 Bande der Astronomischen Nachrichten veorgeschlagen, und auf
die Bestimmung der Brennweite des Objectivs des Kénigsberger Ileliometers
angewandt hat. Die strenge Formel zeigt, dals bei der Vernachlissigung von

A die Brennweite um
2 (b — b)2
¥+ "4‘(““("::.7)3‘ |
zu grols gefunden wird, wo der zweite Theil unter den erwihnten Umstéin-
den als unmerklich betrachtet werden kann. Zur Gewinnung eines der
Schirfe, welche das Verfahren an sich verstattet, angemessenen Resultats
bleibt daher die Beriicksichtigung von A wesentlich nothwendig: nur hat es
einige Schwierigkeit, sich eine genaue Kenntnils dieser Grofse zu verschaffen.
Fir eine einfache Linse wird es hinlinglich sein, aus der gemessenen Dicke
derselben und dem nothdiirftig bekannten Brechungsverhilinisse fir A den
oben Art. 13 gegebenen Niherungswerth zu berechnen. Auch fiir eine achroma-
tische Doppellinse mag man allenfalls, in sofern man sich eine genaue Kennt-
nifs von der Dicke jedes einzelnen Bestandtheils verschaffen kann, sich des
oben Art. 14 angefiihrten geniherten VVerthes bedienen. Um wenigstens un-
gefahr eine Vorstellung von dem Einflusse, welchen die Vernachlissigung von
A haben kann, zu erhalten, wollen wir, Beispiels halber, ein Objectiv betrach-
ten, wo die Dicke der Kronglaslinse 7 Linien, die Dicke der Flintglaslinse 3

D2
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Linien, betrigt, und das Brechungsverhiltnils fiir die erstere zun 1,528, fiir
die andere zu 1,618 annehmen. Dadurch wird die Entfernung der beiden
Hauptpunkte von einander niherungsweise

bl

. fiir die Kronglaslinse 2,42
S fiir -die Flintglaslinse 1,15

1

und fiir die zusammengesetzte Linse i+ 3,57 Linien

also die Brennweite um 0,89 Linien zu grofs. An einem Objective von 8
Fuls Brennweite, dem die vorausgesetzten Dimensionen zukéimen, wiirde also

der Fehler etwa —— 1300 des Ganzen betragen.

20.

' Wenn man die im vorhergehenden Art. aungegebene Bestimmungsart von
A nicht anwenden kann, oder sich nicht damit begniigen will, so scheint
folgender Weg am zweckmifsigsten’, um durch unmiitelbare Versuche dazu
zu gelangen.

Man bestimme den Platz des Bildes eines sehr entfernten Gegenstandes
(so gut man kann in der Axe der Linse) relativ gegen den Punkt D. In
sofern man die Entfernung des Objects als unendlich grofs betrachten kann,
fillt dieses Bild in F’, und der gemessene Abstand F' — D gibt also un-
mittelbar q. Man wiederhohle den Versuch, indem man die Linse umkehrt,
wo also das Bild in F fallen, und seine Entfernung von D den Werth von
p geben wird. Fiir den dritten Versuch bringe man das Object (auf der
Seite von F) der Linse méglichst nahe, bestimme die Entfernung des Bildes
von diesem Object = &’ — &, und zugleich die Entfernung D — £ = 4",
und setze £ — D' = & — £ — a” = b”. Man hat folglich

' (p— a") (g — b") = ff oler

y l“p+q—-2\f(r-a")(q b) y
Hat man. d;e Messungen in allen drei Versuchen mit. grollster Schirfe -ausfiih-
ren konied, so sind dadurch allein schon alle;'drei Elemente p, ¢, f hinling-

lich genau hiestimmt, und es bedarf keiner andern weiters .. VViinscht man
aber f mit einer noch gréfsern Schirfe zu erhalten; so hdt man ) jene Ver-
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suche nur als eine Vorbereitung zu dem Verfahren des 18 Artikels zu be-
trachten , die den Werth von A liefert. Um klarer zu iibersehen, von welchen
Momenten die Schirfe in der so erhaltenen Bestimmung von A haupisichlich
abhiingt, setzen wir obige Formel fiir A in folgende Gestalt

(p—a" — v (p—a")(¢g—b"))"

p—a’

L=a" 4 b+

und erwigen, dals p — &” — v (p — a”) (¢ — b") den Abstand des
Objects im dritten Versuche vom ersten Hauptpunkte, p — a” hingegen den
Abstand jenes Objects vom ersten Brennpunkie vorstelll.  Es erhellet daraus,
dafs unter den Statt habenden Umstinden der letzte Theil der Formel fir A
nur sehr klein wird, und sein berechneter VWerth von kleinen Ungenauigkeiten
in den Werthen von p, ¢, a”, b” nur wenig afficirt wird, also die Schirfe
der Bestimmung von A hauptsichlich nur von der Schirfe der Messung von
g — &=a" 4 b” abhingt.

21.

i
In Beziehung auf das im vorhergehenden Artikel angegebene Verfahren
verdienen ein Paar Bemerkungen hier noch einen Plata.

1. Zur Ausfibrung des dritten Versuchs, wo das Bild nur ein virtuel-
les wird, reichen die sonst anwendbaren Mittel nicht aus: folgende Methode
vereinigt aber Bequemlichkeit und Schirfe. Auf einer ebenen Fliche wird
eine Kreislinie beschrieben, so grofs oder wenig gréfser als der vorspringende
Rand der Fassung des Glases, und der Mittelpunkt dieses Kreises durch zwei
zarte Kreuzlinien bezeichnet. Das Glas wird mit der Fassung so anf die Fliche
gelegt, dafs jene mit der Kreislinie concentrisch ist; dann ein zusammenge-
setztes an einem festen Stative befindliches und mit einem Fadenkreuze ver-
schenes Mikroskop senkrecht dariiber gestellt, und in seiner Hiilse so verscho-
ben, bis das Bild der Kreuzlinie genau mit dem Fadenkreuze zusammenfillt;
sendlich wird das Glas weggenommen, und das ‘Mikraskop durch Verschieben
in der Hilse der Ebene genihert, bis das Bild der Kreuzlinie abermahls mit
dem Fadenkreuze des Mikroskops zusammenfillt: Die leicht anf irgend : eine
VVeise scharf zu messende Gréofse der letztern Verschiebung ist die Entfer-
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nung des Objects (der Kreuzlinie) von seinem durch die Glaslinse producirten
Bilde = £ — & Der Punkt der Axe der Linse, welcher in der den vor-
springenden Rand der Fassung berithrenden Ebene liegt, kann man als den
festen Punkt D selbst annehmen, in welchem Falle ¢” =0, 8" =§ — &
wird, oder, wenn ein anderer Punkt D gewishlt war, diesen mit jenem durch
leicht sich darbietende Mittel vergleichen, um a” zu finden.

1. Wenn die Entfernung des fiir den ersten und zweiten Versuch be-
nutzten Gegenstandes, zwar grofs, aber doch nicht grofs genug ist, um sein
Bild als mit dem Brennpunkte ganz zusammenfallend betrachten zu kénnen,
so ist eine Reduction néthig, welche man erhilt, indem man das Quadrat
der Brennweite mit der Entfernung des Gegenstandes dividirt, und diese Re-
duction ist von den Abstinden des Bildes von dem Punkie D abzuziehen,
um die Grofsen ¢ und p genau zu erhalten: offenbar ist dazu nur eine grob
geniherte Kenntnifs der Brennweite und der Entfernung néthig, insofern letz-
tere sehr grofs ist. Indessen kann man diese Reduction eben so leicht durch
directe strenge richtige Formeln bestimmen. Es sei fir den ersten Versuch
a der Werth von B — £, b der Werth von £’ — D; fir den zweiten Ver-
sach hingegen (wo die Linse in verke@rter Stellung angewandt wird) bezeichne
man die Entfernung D — £ mit b, und £ — D mit @’.  Auf diese WWeise
(die mit der Art. 16, I angegchenen auf Eins hinausliuft) erreichen wir den
Vortheil, dafs die fiir di¢ drei Versuche Statt findenden Gleichungen

@ —p) G—q)=1f

@ —q)@ —p=ff

@ —p) ¥ —9)=ff
gleichlantend mit denen sind, von welchen wir im 15 Art. ausgingen, und also
auch die durch Elimination darans abgeleiteten Formeln ihre Giiltigkeit behal-
ten. Ist man bei der Ausfihrung des zweiten Versuches so zu VWerke gegan-
gen, dafs der Ort des Bildes im Raume derselbe ist wie im ersten Versuche
(was leicht geschehen kann, obwohl der Erfolg bei der voransgesetzten grofsen
Entfernung des Gegenstandes gar nicht merklich abgeindert wird, wenn man
es damit nicht ingstlich genommen hat), so wird « + b =&+ a’, welche
Gréfse wir mit ¢ bezeichnen, und die Formeln des 15 Art. erhalten dadurch
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noch einige Vercinfachung. Es wird nemlich, aus der zweiten Formel fiir
p und der ersten fir ¢, ..

o (@ —a") (B—¥)

p -_a — ¢ — Q’, T‘be', :"' .
(e —a") (b =¥
¥ q = b - MTZ:“::«H* bf! m«‘,{“‘u s

II. VWenn man auch das Verfahren des 20 Art. nicht zur vollstindigen
Bestimmung der Elemente gebrauchen, sondern 'die schicfste Bestimmung der
Brennweite der Méthode des 17 Art. vorbehalten will, so bleibt doch jenes

zugleich das gee:gnetste, um die Lage der beiden IIauptpunkte festzusetzen.
Es wird nemlich

“ E:::D—{;
E =D -

(q—p) —iA=D 4 } (b —a) — }2
(g—p)+i2a=D+1 (b—da)+ }i

(e

s

22.

4

Fiir eine einfache Linse und; allgemein zu reden, auch fiir ein System
von Linsen kaun man der Brennweite einen bestimmten VVerth und den
Haupt- und Brennpunkten bestimmte Plitze nur in sofern beilegen; als von
Lichtstrahlen von bestimmter Brechbarkeit die Rede ist; fiir Strahlen von
anderer Brechbarkeit erhalten diese Punkte andere Plitze und die Brennweite
einen andern Werth, und das nicht homogene Licht von Gegenstinden erleidet
daher beim Durchgange durch Gliser eine Farbenzerstreuung. Durch eine
Zusammensetzung zweier oder mehrerer Linsen ‘aus verschiedenen Glasarien
lifst: sich diese Farbenzevstreuung aufheben: zur Vollkommenheit eines. achro-
matischen Objectivs wird aber erforderlich sein, dals Parallelstrahlen sich
unabhingig von der Farbe in Einem Punkte vereinigen, und zwar nicht blofs
solche; - die parallel mit der Axe; :sondern anch solehe, .die geneigt gegen die
Ame:ieinfalleny oder/mit andern ‘Worter;: die verschiedenfarbigen Bilder eines
ausgedehifen al umendlich entfernt béirathteten.” Gegenstandes miissen nicht
blofs. ih.:Eine Ebene Aallen;;  sonidern. auchs gleiche Grélse haben. o Die-erste
Bedingang: beruhet auf :der.Identitit..dés zweiten: Brennpunkts fiir versehieden-
farbige 'Strahlen|. die zweite auf der Gleichheit der  Brennweité) und da ‘diese
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die Entfernung des zweilen' Bremnpunkis vom zweiten Hauptpunkte ist, so
kann man auch die beiden Bedingungen dadurch ausdriicken, dals beide Punkte
zugleich fiir rothe und violette. Strahlen_dieselben sein miissen. Ist die erste
Bedingung allein erfillt, so gében die-gegen die Axe geneigten Strahlen kein
reines Bild; allein eine sehr germge Ungleichheit der Brennweiten fiir ver-
schiedenfarbige Strahlen wird immer als ganz “unschidlich betrachtet wer-

den diirfen. ’

. ) N , } )
. In.der Theorie der achromatischen Objective pflegt man mur, die erste
Bedingung, zu beriicksichtigen, ... Allgin, bei der gewihnlichen Construgtion die-
ser Objective,; wo die beiden Linsen entweder in; Beriihrung oder in einem
dufserst geringen Abstande von einander sich befinden, wird die Lage der
Hauptpunkte von der ung]elchen Brechbarkeit der Lichtstrahlen so wenig aff-
cirt, dals die ZW(‘,II}G Bedmg“ung von_ selbst erfillt ist, wenn nicht. g genau, doch
so nahe, dafs eine merkliche Unvollkommenhelt mc%t "daraus entstehen kann:
auch lifst sich, wenn man es der Mithe werth hilt, die Dicke der Linsen
so berechnen, dafs eine genaue Identitit des zweiten Hauptpunkts fiir un-

gleiche Strahlen Statt findet.

Anders verhilt es sich hingegen’; wenn die convexe .Kronglaslinse von
der concaven Flintglaslinse durch einen betrichtlichen Abstand getrennt ist.
Es lifst sich leicht zeigen, dals bei solchen Béstimmungen fiir diesen Abstand
und die Brennweiten der einzelnen Linsen, wo der zweite Brennpunkt dieses
Linsensystems fiir verschiedenfarbige Stralilen derselbe bleibt, -die.Brennweite
dieses. Systemsfiir die violetten Strahlen nothwendig grofser, wird:als fiir -die
rothen, und dals der Unterschied von :derselben: Ordnimg.ist wie derjenige]
der (im umgekehrten Sinn) bei einfachenssLinsen Statt findet.| 1 Dasselbei gilt
auch noch, wenn (wie bei den sogenafinten.dialyiischen: Fernrihrengeschieht)
anstatt: der zweiten Linse eine Zusamménsetzung 'ausbeiier Flimiglaslinsey:iund
einer Kromglashise, .in' Berithrung; odentséht gelingemoiAbstande o’ einands
dery angeirommen, wird, "} Imuienibleibf es..ubmoglichij-auf dieserVWikibe svon
einem ausgedelinten; Ohjecte iein] wollkommen farbenreinés Bild hervotzubringeén,
indem! das violette Bild yowehn. esiin démselbentiAbsbanide vofrrdem: Limsensy.
sterhe liegen:isoll ‘wie dasiretbes-aoshwiondily Brélseinwirdip als dhsilétzigrdast



DIOPTRISCHE UNTERSUCHUNGEN. * -~ 13

' Man darf jedoch hieraus keinesweges folgern, dafs Fernrdhre von
dieser letztern Einrichtung in Beziehung auf Achromatismus unvollkommener
bleiben miissen, als Fernrohre mit achromatischen nach der gewohnhch{m Art
construirten und ein vollig farbenrcines Bild hervorbringenden Ob;euwen.
Man kann vielmehr gerade umgehehrt behaupten, dals jene bei einer swohl-
berechneten Anordoung der Oculare dem Auge das farbenreinere Bild zu
geben fihig sind.

In der That bann ein vollkommen farbenreines vom Objectiv crzeugtes
Bild (mége es cin wirkliches oder virtuelles sein) wegen der Farbenzerstreuung,
welche durch die Oculargliser hervorgebracht wird, dem Auge nicht voll-
kommen rein erscheinen; man verhiitet zwar durch besondere Anorduung

8
der Oculare den sogenannten farbigen Rand, kann aber damit die Lingenab-
weichung nicht aufheben, welche noch durch den Umstand vergrilsert wird,
dafs das menschliche Auge selbst uicht achromatisch ist. Man bewirkt nur,
dals die letzten Bilder, rothes und violettes, in ecinerlei scheinbarer Grofse,

nicht aber, dals sie in gleichem Abstande oder zugleich dcutlich erscheinen.

Die ungleiche Gréfse der crsten Bilder, des rothen und violetten, welche
bei den dialytischen Objectiven unvermeidlich ist, lilst sich aber durch eine
angemessene Einrichtung der Oculare sehr wohl compensiren, so dass der
farbige Rand in der Erscheinung eben so gut gehoben wird, wie bei Fern-
rohren von gewdhnlicher Einrichtung, wihrend die zweite eben beriihrte Un-
vollkommenheit auch hier bleibt, so lange das erste rothe und violette Bild
in gleicher Entfernung von dem Objective liegen.

Es ist also klar, dals um im Auge ein vollkommen farbenrcines Bild
hervorzubringen, das erste Bild cine gewisse von den Verhiltnissen der Ocu-
lare und dem Nichtachromatismus des menschlichen Auges abhingende Lin-
genabweichung haben muss.  Theoretisch betrachtet Lifst sich nun allerdings
auch ein Objectiv von gewéhnlicher Einrichtung so berechnen, dals eine vor-
geschriebene Lingenabweichung Statt findet; allein abgesehen von der Schwie-
rigkeit, der ganzen Schirfe, welche zur Darstellung so sehr kleiner Unter-
schiede erfordert wird, in der technischen Ausfithrung nachzukommen, wiirde

doch diese Lingenabweichung immer nur fiir ein bestimmtes Ocular passen.
Mathem. Classe. 1. E
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Bei der dialytischen Einrichtung hingegen ist durch die Verschiebbarkeit der
den zweiten Theil des Objectivs bildenden Doppellinse gegen den ersten das
Mittel gegeben, diejenige Lingenabweichung. zu erhalten, welche fiir jedes
Ocular erforderlich ist, wihrend das Ocular so eingerichtet sein kann, dals
der farbige Rand gehorig gehoben wird. Ubrigens mufs ich mich hier auf
diese kurze Andeutung beschrinken, und eine ausfiihrlichere Entwickelung

d’ ses interessanten Gegenstandes einer andern Gelegenheit vorbehalten.




