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Untersuchungen ’
iiber
Gegenstiinde der hohern Geodaesie.
Von -

Carl Friedrich Gauss.

Erste Abhandlung
der Konigl. Societit iiberreicht, 1843, Oct. 23.

eI e

Bei den, zum Theil von mir selbst, zum Theil unter meiner Léitun‘g, ausge-
fiihrten tiber das ganze Konigreich Hannover sich erstreckenden trigonometri-
schen Vermessungen sind, sowohl in Beziehung auf die Art, wie die Messun-
gen angestellt wurden, als noch mehr in Beziehung auf ihre nachherige ma-
thematische Behandlung und ihre Verarbeitung zu Resultaten, VVege einge-
schlagen, die von den sonst gewShnlichen abweichen. Mein frither gehegter
Vorsatz, nach volliger Beendigung der Messungen diese nebst allen von mir
angewandten Verfahrungsarten in einem besondern Werke darzulegen, hat,
aus Ursachen, deren Auseinandersetzung nicht hieher gehért, bisher nicht zur
Ausfiithrung kommen kénnen, und ich wihle daher das Auskunftsmittel, das
im theoretischen Theile mir eigenthiimliche in einer Reihe von Abhandlungen
bekannt zu machen, um so lieber, weil ich auf diese Weise die Freiheit be-
halte, mit Ausfiihrlichkeit manche Untersuchungen zu entwickeln, welche ein
selbststindiges Interesse darbieten und mit den iibrigen in enger Verwandt-
schaft stehen, auch wenn von denselben bei meinen Messungen keine unmit-
telbare Anwendung gemacht ist. Dies gilt namentlich von dem gréssten Theile
des Inhalts der gegenwiirtigen ersten Abhandlung.
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Von der Aufgabe:

die Theile einer gegebenen Flache auf einer andern gegebenen

Fliche so abzubilden, dass die Abbildung dem abgebildeten in

den kleinsten Thejlen dhnlich wird
habe ich im Jahre 1822 eine al]gememe Auflgsung gegeben, welche Hr. Con-
ferenzrath Sch umacher im 3. Heft der Astronomischen Ablnndlungen hat
abdrucken lassen‘*‘Be: der Anwendung dieser Aufgabe auf die hihere Geo-
disie, fiir welche sie eine vorziiglich ergiebige Hiilfsquelle wird, macht sich
das Bediirfniss f'uhlbar Abbxldungen, we]che unter der angegebenen Bedin-
gung stehen, durch eine besondere Benennung auszuzeichnen, und ich werde
daher dleselben conforme Abbildungen oder Uberiragungen nenmen, indem

ich diesem sonst vagen Beiworie eine mathematisch scharf bestimmte Be-,

deutung beilege. “

In der angefiihrten Schrift ist die allgemeine Aufldsung, welche eine
willkiirliche Function einschliesst, auch auf mehrere bestimmie Flichen ange-
wandt; das letzte, dort behandelte Beispiel betrifft die conforme Ubertragung
der Oberﬂa«.hg”;}g’s{ S Umdrehungsellipsoids auf die ‘Kugelfliche,. und es ist
S. 21 zugleich . eine solche Bestinmung der arbitriren Function angegeben,
die zu einer sehr brauchbaren Anwendung auf die hohere Geodisie benutzt
werden kann. Diese Benutzung war a. a. O. nur kurz angedeutet, und eine
ausf;ihrlichexpElé'.ptwicke]upg vorbehglten, | . Ich werde jedoch anstatt dieser
speciellen Auflésung eine etwas abgeinderte und fiir die .geoditischen Anwen-
dungen noch viel mehr geeignete Methode zur conformen I"Jbertragung der
ellipsoidischen Flidche auf die Kugelfliche in der gegenwirtigen Abhandlung
entwickeln, und damit zugleich alles zu einer solchen Benutzung erforderliche
%éirbfpé.qn-. ’,

e ; M SRR z.
Die allgemeiné Auflésung der Aufgabe, angewandt auf die ellipsoidische
und sphirische Fliche, gibt folgende alle conformen ﬁbertragungen der einen
auf die andere umfassende Formel (1):

T 4 i log cotg % U=f.(t + i log {Cmg%w'.(w){re})

1 4 e cosw

e 4
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Es bezeichnen hier . ' .

e die Excentricitit'der Ellipse, durch deren Umdrehung um ihre kleine Achse
die ellipsoidische Fliche erzeugt wird; o

t und 900 — o die'Linge und Breite eines unbestimmten Punkts auf dieser
Fliche, mithin w den VVinkel einer in diesem Punkte gegen die Fliche
gezogenen Normale mit der kleinen Achse;

T und 900 — U die Linge und Breite des entsprechenden Punkts auf der
Kugelfliche; ' -

i die imaginire Einheit v~ — 1;

f die Charakteristik fiir eine willkiirlich zu wihlende Function.

Die Logarithmen sind immer die hyperbolischen. .

Durch /n wird das Vergrésserungsverhiliniss bezeichnet werden, so ver-
standen, dass jedes Linearelement auf der ellipsoidischen Fliche sich zu dem
entsprechenden Linearelement auf der Kugelfliche verhilt wie 1 zu m:
dieses Verhiliniss ist an jeder Stelle der einen und der andern Fliche ein
bestimmtes, fiir verschiedene Stellen verinderlich. '

Die einfachste Aufliisunrb; erhilt man, indem man die willkiirliche Function
schlechthin ihrem Argumente gleich, oder

Jv=wv
setzt, und diese Ubertragungsart ist in der That auch die geeignetste, wenn
die ganze Oberfliche des Ellipsoids auf die Kugelfliche iibertragen werden
soll. Fiir die Anwendung auf geoditische Rechningen, wo immer nur ein
vergleichungsweise sehr kleiner Theil der Erdfliche in Betracht kommt, ist es
aber, wie schon a. a. O. bemerkt ist, viel vortheilhafter, der Function noch
einen constanten und zwar imaginiren Theil beizufiigen, oder

fv =y — i log k
zu setzen ¥). Es lassen sich dann der Halbmesser der Kugel und die Con-
stante % so beslimmen, dass die das Vergrésserungsverhiltniss ausdriickende
Grésse m, von deren geringer Ungleichheit innerhalb der Grenzen der darge-
stellten Fliche die Bequemlichkeit der Anwendung auf geoditische Rechnun-

*) Durch einen Druckfehler ist a. a. O. 8.22. Z.7. das Minuszeiclven ausgelassen,
auch ist ebendaselbst Z. 12 auf den Art. 6 anstatt auf Art.7 zuriickgewiesen.
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gen vornehmlich abhingt, fiir den mittlern Parallelkreis = 1, und bis zu
einigen Graden Entfernung nach Norden und Siiden kaum merklich von 1
verschieden wird; die Abweichung von dem WVerthe 1 ist nemlich von der
zweiten Ordoung in Bezichung auf den Abstand vom mittlern Parallelkreise,
und. enthilt ausserdem noch die Abplattung oder das Quadrat von e als Factor.

Allein dieser Vortheil lisst sich noch sehr vergrossern, wenn man an-
statt jener Bestimmung der willkiirlichen Function eine etwas abgeinderte,
fir die Rechnung fast eben so bequeme wihlt, indem man nemlich unter
Zuziehung einer zweiten Constante ¢,

fv=oav —ilog k&

setzt. Man hat dann in seiner Gewalt, durch zweckmissige Bestimmung der
beiden Constanten zu bewirken, dass die Abweichung des Vergrosserungsver-
hiltnisses 7 von dem VVerthe 1, in Beziehung auf den Abstand vom mitt-
lern Parallelkreise eine Grosse der dritten Ordnung wird, ungerechnet den
auch hier bleibenden Factor ee.

A AN 1 Hg‘ﬂ N
L ]
3

Die Formel 1 gibt, bei dieser Bestimmung der Function f,
T ——4 at . " . . . . - . Y . . - . . o - . . . . . . (2)

iang%U:l{;tang%wf‘(w)ﬂe R &)

1 ~ & cosw/
und fiir 7z findet man leicht, aus den in der mehrerwihnten Schrift entwickel-
ten Grundsitzen, den Ausdruck .
___oaAsinU\/'(l——ee cos w?) ) @)
a sinw

wenn durch & die halbe grosse Achse des Ellipsoids und durch 4 der
Halbmesser der Kugel bezeichnet wird.

Die Differentiation der logarithmisch ausgedriickten Gleichung 3 ergibt
dU _ edw “aes sinwdw

sinU ~ sinw 1 — ee cosw?

oder

v _ a(1 — ee) sin U %)
dw - (i e coswz) sinw . . . . . . . . . . - . . . .
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Eben so ergibt die Differentiation der Gleichung 4

ee coOsw . sin w dw

d logm = cotg UdU — cotgwdw -

1 — ¢ce.cos w?

(1 — ee) cosw dw
(1 — ee cosw?) sinw

= cotg UdU —

folglich, wenn man mit Hiilfe von 5 entweder dU oder dw eliminirt,

dlogm __ (1 — ee) (a cos U — cos w)
de = (1 — ee cosw?) sinw

N )

d logm c08 w e co8 U — cosw
-—-&—5-—- fosnnsd I}Otg U So— " sin U — p sin.U . . . . . . . . . (7)
Durch eine nochmalige Differentiation der Gleichung 7 erhidlt man

dd logm __ 1 + cos U cos w + sin w dw
avz T sin /2 o sin U2 e sinl " dU

1 cos U cosw 1 — ee cos w?) sin w? .
T T U + o sin U2 +(oao: (1-—ee))sinU2 " ' - ®
Soll nun fiir eine bestimmte Breite (Normalbreite) der Werth von m der
Einheit gleich werden, fiir andere Breiten hingegen nur um Grdssen der drit-
ten Ordnung von 1 abweichen, die Dreitenunterschiede als Gréssen erster
Ordnung betrachtet, so muss, wenn die Normalbreite auf dem Ellipsoid mit
P, die entsprechende auf der Kugel mit Q bezeichnet wird, fir w=900— P,
U =900 — Q in Gemissheit der Gleichungen 4, 7, 8 sein:
a cos P
¢c8Qy (1—eesinpz) ~ = T T Tttt . ‘(9)
asnQ=sinP . ., . . . . .. ... . £10)
0=1— sinPsin @ (4 — eesin P?) cos P2
o oo (1 — ee)
oder, wenn man in letaterer Gleichung fir sin Q seinen Werth aus 10

substituirt,

A=

a“=1+e—:—£§£................(11)

Durch diese Gleichung ist demnach « gegeben, sobald fir P ein be-
timmter Werth gewiblt ist; Q kann sodann durch Gleichung 10, und 4
durch Gleichung 9 bestimmt werden; endlich ergibt sich & durch die Sub-
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stitution von w == 900 — P, .U == 908 ~Q. in der allgemeinen Glei-
chung 3, nemlich

SV e [N

__ tang (450 4 4P (1 — o sin P\F*° (12)

——— tang (450 + _%_Q) i + e sinP ' . . -: ‘ . . 2- \-’ . .

4. ' "

Die Berechnung der Constanten 4, ¢, £ und der Norma]brelle auf der
Kugel Q aus P und e wird man, da alle diese Grossen wie Grundlagen fiir
die Anwendung auf eine gewisse Zone zu betrachten smd gern mit beson-
derer Sorgfalt und Schirfe auszufuhren wunschen, und es verdlenen daher
einige daza dienliche Umformungen hier’einen Platz:  eine Unlformung wird

ohnehin ndthwendig, wenn man' ¥ einer B‘éstimmten* Nm:malbreate picht auf’

dem Ellipsoid sondern auf der Kugel, also von einem gegebenen Werthe von
Q ausgehen, und daraus die iibrigen Gréssen berechnen will.

Fithrt man drei Hilfswinkel @, g, # ein, so dass
sinP =-¢e¢ . e e e e .'.‘.‘...':‘.“._(13)
tang § = tang" (6 %éos PQ‘ R (14)
tang 4 == sin’ 4 fang p . “.'X‘ “."’i."‘". cT. Lt LU s)

€

otwird
N 1 *
oA .“_'_.": cng . . - L . . . : - . . . . . . . . . . . _(}6)

sinQ=cosdsinP . . . . . .. ... R I ¢ 1)
cosqeosQ=cos P . . . . . . . . . a0 (18)
sing =tang tangQ . . ., . . e 4 1)
tang3 (P — Q) = tang L ¢ tangfn T 61
sin (2 — @) =ecos2Q. . . . N ¢1))
.. -Die Gleichung 18 folgt leicht aus dex Verbmdung von 15 und 17; so-
dann 19 aus der Verbindung von 15, 17, 18; ferner 20 aus 17, 18, 19;
> endlich 21 aus 14 und 17. , \

Am schirfsten wird man rechnen, wenn man, in dem Falle wo P ge-

geben ist, sich der Formeln 14, 15, 20, bedient, um der Reihe nach S
zu bestimmen;, fir - den Fall hingegen, wo Q gegeben ist, vermittelst dex
, Gleichungen 21, 19, 20 die Werthe von &+ 4, P ableitet: zur Controlle mag
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man dann noch eine oder einige der iibrigen Gleichungen benutzen Fithrt
man noch einen vierten Hiilfswinkel 4 ein, nach der Formel
smé.—_esm[’.................(22)
so wird
cos ==cos dcosy cos§ . . . . . . .
und die Formeln 9 und 12 erhalten folgende Gestalt:

.

(23)

4 = a cos P . gcosy acsep a cos @
" @ cosfcos Q@ cosb  cosB2 1 — sesin P2
p — tang (450 4 L P)“
o tang (45° 4 4 Q) tang (450 - 4 f)ue -
5N

Ich begleite die Vorschriften dieser ganzen Abhandlung wil einer auf
das schirfste durchgefiihrten numerischen Anwendung, welche andern, die
aur Verarbeitung ihrer Messungen die hier vorgetragene Methode benulzen
wollen, entweder als Rechnungsmuster zur Construction der erforderlichen
Hiilfstafeln, oder auch schon unmittelbar als Hilfsapparat fiir einen grossen
Theil der gemissigten Zone dienen kann. In den meisten Fillen wird man
iibrigens sich mit einer pie/ geringern Schirfe begniigen kénnen.

Als Normalbreite wihle ich 520 40, welche ungefshr dem mittlern Pa-
rallelkreise des Kénigreichs Hannover entspricht; da es jedoch in einigen Be-
zichungen vortheilhafter ist, wenn fir die Normalbreite auf der Kugel, als
wenn fiir die auf dem Ellipsoid eine runde Zahl gewahlt wird, so setze ich

Q = 520 40’ 0”

Die Rechnung fiihre ich nach den neuesten von Bessel aus den Grad-
messungen abgeleiteten Erddimensionen (Astronomische Nachrichten 19 Band
" S.116), wonach, die Toise zur Einheit angenommen,

log a = 6,5148235337
log cos = 9,9985458202
Es folgt hieraus, mit Hilfe der zehnzifrigen Logarithmen,
@ = 40419”98262
log e 8,9122052079
¢ = 1043'26" 80402
Mathem. Classe. 11. , B

I
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.Y = 2015'42" 34083
P = 52 42 253251
loga =  0,0001966553
/ =3043"34" 24669
log% = 0,0016708804
log 4 =  6,5152074703

Nimmt man das franzisische gesetzliche Meter als Einheit an, so wird

log 4 = 6,8050274003

Wihlte man hingegen den zehnmillionsten Theil des Erdquadranten selbst,

nach obigen Dimensionen, zur Einheit, so wiirde sein

-

log 4 = -6,8049902365

6.
Die Berechnung der Breite auf der Kugel aus der Breite auf dem El-

lipsoid kann fiiglich nach der Formel 3 gefiihrt werden, wenn sie nur fiir

wenige Fille gefordert wird; fiir ausgedehntere Anwendungen hingegen wird
der Gebrauch einer Reihe vortheilhaft sein, zu. deren Entwicklung hier die
néthigen Formeln gegeben werden sollen.

Ich bezeichne eine unbestimmte Breite aul dem Ellipsoid, oder einen
unbestimmten Werth von 900 — w, durch P + p, und die entsprechende
Breite auf der Kugel, oder den Werth von 900 — U7 durch Q + g. Nach

dem Taylorschen Lehrsatze wird

5
gg P— 4. iig pP+(,-i—wg-/”“—-fz-(?—wg-ﬂ-!-u-&v"-
wo fiir die Differentialquotienten diejenigen bestimmten Werthe zu substitui-
ren sind, welche zu p =0, oder zu w= 900— P, U = 900 — Q geharen.
Die successive Entwicklung der unbestimmten Differentialquotienten ergibt

dU = o« (1 — ee) sinU

do — (1 — ee cos w2) sinw
AU e (1 — ee) sinU .
dw? T (1 — ¢e cosw?)? sinw? { @ (' — ee) cosU — cosw +

ee (cos w3 — 2 cos w sin w2)},

[
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d30p o« (1 — ee) sin U
—_ - 1 — ee)2 2 . sin U2
13 ez ws )5 sinw { e ( ee)? (cos U sin U2)
— 3a (1 — ee) cos U (cosw — ece (cos w3 — 2 cos w sin w2))
+ 2cosw? 4 sinw? — ee (4cos w* — 2sin w?)

+ e* (2co8 w8 — cos w?® sin w? -} 6 cos w? sin w‘*)} )
Die beiden folgenden, welche ich gleichfalls entwickelt habe, setze ich um den
Raum zu schonen in ihrer unbestimmien Form nicht hieher.
Die Substitution von w =900 — P, U=900 — @ ergibt dann,
wenu zugleich

anstatt o sin Q der Werth sin £, (nach Gleichung 10) und anstatt ¢ cos Q

P 0 r .
'der Werth ‘;;-Z:f;(;;;] — % (nach Gleichung 18, 16, 23) substituirt,

und zur Abkiirzung cos P == ¢, siu P = s geschrieben wird,

dU __ cosg

dw ~ cos 0

ddU 3 eecosgp

dw?z cos 65 7

d3U

i3 = ezo:();s(p (Bcc — 3ss - ee (12ccss 4 3s%))
w

d+U

i = e:o:(;s7(p .cs (16 — ee (49 cc — 13s5) — e* (56 ccss - 29s5%))
@®

d5U
155 = ezoz‘?;p (— 16 cc 4 1255 - ee (49 ¢c* — 378 coss - 9s4) -

e* (628 c*ss - 1Tdcos* — 5456) - €5 (268c*s* 4 220 ccs6 - 33s8))

Bei dieser Entwicklung von g in eine Reihe nach p ist stillschweigend
vorausgesetzt, dass beide Grossen in Theilen des dem Halbmesser gleichen
Bogens ausgedriickt sind: soll dagegen g Secunden und p Grade bedeuten,
so muss dem ersten Gliede der Reihe der Factor 3600, dem zweiten der

2
Factor 3600 _ 20 v, dem dritten der Factor 3600 (1—7;?)) = } o7 us.f

beigefiigt werden. Unter dieser Voraussetzung gibt die Anwendung der For-
meln auf unser Beispiel folgende Zahlenwerthe, welche ich in eine solche Form
setze, dass weitgestreckte Decimalbriiche vermieden werden:

B2
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4 = 359556 69447 . 2.
+ 3041,386524 . (1“56)2
—  946,260563 . (1_30)5
— 4135,396057 . (.1%)“ !

4 227, 04342 . (Jz_)5

welche Reihe, da p in der Anwendung nur wenige Einheiten betragen soll,
immer sehr schnell convergirt. Um fir die Richtigkeit dieser Zahlen eine
Bestitigung zu erbialten, habe ich die Rechnung fir p = — 6 und fir
. p=- 6, d.'1. fiir
P4 p=460 42’ 2" 53251 und fir
P+ p=58 42 2 53251
sowohl nach der Reihe, als nach der endlichen Formel 3 ausgefihrt. Die
Reihe gibt

Q + q= 460 40’ 37" 69794
Q-4 g=>58 39 44, 09285
die endliche Formel hingegen
Q4+ ¢=460 40’ 37" 69794
Q4 ¢g=58 39 44, 00283

also so genau iibereinstimmend, wie zehnzifrige Logarithmen nur verstatien,

v.
Auf ihnliche Weise lisst sich der Logarithm von 7 in eine Reihe ent-
wickeln, deren erste Glieder folgende sind:

sin 22 sin2¢?

log m, Gooagi " 5P 5% cos 06 (cc 4 11 eess) p*

e sin 2 2

s
s ———— 2¢c — 3ss — ee (40c*— 20 s —6s*
'—41_‘120 c0s 09 ( cc ( ccss s%)

— e*ss (104 c* -} 22ccs5 4+ 3s%)) ps
Auch das folgende Glied_habe ich (auf einem andern VVege) entwickelt,
jedoch nur nach dem Hauptbestandthelle des Coefficienten, welcher von der
Ordoung ee ist, und dafir gefunden:

2 s e NN i o =4
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inzgt 1

720 cos 010 © c¢

Der durch diese Reihe ausgedriickte Logarithm ist der hyperholische,

and p wird, wie oben, in Theilen des Halbmessers ausgedriickt verstanden:
verlangt man den briggischen Logarithmen, indem man p Grade bedenten

(2¢* — 18 coss — 155%) po

lisst, so muss noch der Modulus als Factor hinzukommen und %’ fir p ge-

schrieben werden. In dieser Gestalt wird fiir unser Beispiel

log m = — 0,0049612433 (£.Y’
— 0,0017329876 (1_&))*
— 0,002393772 ({&)}5

— 0,0124746 (,1%5)"'

Die Anwendung dieser Reihe auf die oben betrachteten einzelnen Fille gibt
fir p = — 6, log m = 4 0,000001050448
fir p = 4 6, log m = — 0,000001096531

Die endliche Formel 4, welche man auch so schreiben kann
_ adcos (Q 4 ¢q) V(1 — eesin (P4 p)?)
- a cos (P -4 p)
__cosy cos (Q 4 ¢) v (1 — eesin (P -+ p)?)
- cos 8 cos (P - p)

gibt, mit zehnzifrigen Logarvithmen berechnet, bis auf die zehnte Zifer ge-

nau dasselbe.

8.
Fiir die umgekehrte Aufgabe, wo ¢ gegeben und p gesucht wird, ist
die Entwicklung in eine Reihe noch wesentlicher, da die endliche’Formel 3
in diesem Falle nur auf indirectem VVege zum Ziele fihren kiunte. Der

Taylorsche Lehrsatz gibt
dw ddw d3w
= —. —_— . .. g3
P=av1 gave 177 gaps- !

wo fir die Differentialquotienten diejenigen bestimmien Werthe' zu setzen

— w8 L
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sind, welche zu ¢ =0 oder U=900— Q, w==900 — P gehiren. Fiir
die unbestimmten Werthe der drei ersten leferentialquotlernten ergeben sich
folgende Ausdriicke = L

do (1 — ee cosw?) sinw - - a .

dU T g (1,—ee)sinlU ‘ j

ddw (1 — ¢e cosw?) sinw
dU2 7 ga (1 — ee)? sin U2

(¢ (1 = ¢ee) cos U — cos w +
2 eecosw (cosw? — 2 sinw?))
d3w (1 — ee cosw?) sinw . )
e 1 — ee)? (cos U2 2 sin U?
dus 2% (1 — ee)3 sin U5a{,0m( ¢€)* (cos + )
— 3o (>~ ee) cosUcosw (1 — ee (cosw? — 2 sin w?))
+ cosw? — sinw? — eev(2cosw4' — 12 cos w? sinw? - 2 sin w*)
+ e* (cosw& — 1% cog w smcp T 6 cos w? sinw?) }

Die beiden foléenden( glegchfalls vollstindig entwickelten Coéfficienten
 setze ich um den Raum zu sehonen, nicht hicher, da sie doch nur Zwischen-
grossen sind, um zu den Endresultaten zu gelangen. Diese finden sich nach
der Substitutfon von 900 — P, 900 — () anstatt w, T, und nach Anwen-
dung der im 6 Art, angegebeneu Umformung von ¢ cos U und ¢ sin U, in-

dem zugleich zur Abkurzung ¢, s angtatt cos P, sin P geschrieben wird,
wie folgt:

cos 0
p —— = . q
COs(p o - L. .t
3 ee ¢ § .
- PrEEE AN fa b fBrm e
2 cos g
ot BRI U‘ i N Ce e AR

ee .
+ T cosp % cos (— co - ss 4 ee (5 ccss — s%)) ¢3
ee
+ 24 cos p* cos 02
ee.
—_ i 4
120 TV E {16 cc 12 ss 4 ee (41 ¢ 522 coss + 81 5%
— e*(538 ¢ ¢ ss—i536ws*+ 12636)+e6(857c4s4—1o3occ36+ 5755} q°
-+ u s £
Die numerischen WWerthe fiir unser Beispiel finden sich daraus in

dhnlicher Form wie oben, d. i.; wenn p in Secunden, g in Graden aus-
gedriickt wird,

cs {16 -+ ¢e (41 ¢g — T7ss) — e* (101 coss — 61 s“)} gt

1

ar =B el Ry

P Ny
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p = 360443 " 852122 (1_3_0)

— 3052, 649780 ((L.)°

+ 1002, 642506 (i%ﬁ)s

+ 4119, 589282 (1_36)‘*

— 431, 181623 (1_;%)5 s f

1

9.7

Auf ihnliche Weise ist der hyperbohsche Logarithm von s in fol-
gende nach Potenzen von g fortschreitende Reihe entwickelt, wobei der Coéf-
ficient von ¢6 nur nach seinem Haupttheile auf anderm Wege abgeleitet ist:

2 ¢ee

. csg’

1 = ——
o8 ™ 3 cos ¢ cosf ‘

ee a 7 N
— ————————— — .
6 cos 2 cos 62 ¢ eess) q

o { 2cc— 355 e (20 c* — 10 coss + 65%)

— e* (59 ¢c*ss — 8 cost 4 3 56) } q?

30 cos 3 cos 63 C

i

ee

+

Die Zahlenwerthe in unserm Beispiele (ﬁu‘ den briggischen Logzarnhmen,
und ¢ in Graden ausgedriickt), sind ,

. log m. = ~ 0,0049796163 94 ( )

2‘*-18005s——154 T
180 cos.p * cos B - ccx(*.c s .4° vou Ll

- 00016150307 6 (__) - ;

- 00023973954 ( ) e
‘ ~\& U T I TU VI

— 00125671 y ’(ﬁ) st ey e CE
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10.

Bei einer weitumfassenden Vermessung, wo die Ubertragung vom Sphii-
roid aof die Kugel oder unmigekehrt fiir sehr viele Puunkite vorkommt, wird
man, anstatt jedesmal auf die Formelu zuriichzukommen , lieber ein fiir alle-
mahl eine -ausgedehnte Tafel, berechnen. Der Gebrauch einer solchen Tafel
wird aber bequemer sein, weun wan ihr die Breite aof der Kugel Q + ¢
zum Argument gibt, als wenn man die Breite auf dem Sphiroid dazu wih-
len- wollte, indem der ﬁbergang von_ ersterer auf die andere viel hiufiger er-
fordert wird, als der umgékebrté.;,:l?ﬁr jeden Rechnungserfahrnen wird iibri-
gens die Bemerkung iiberfliissig sein, dass man behuf Coustruction einer sol-
chen Tafel nur eine missige Anzahl vop- Gliedern direct berechnet, aus denen
die iibrigen mit eben so grosser Schirfe und sehr geringer Miihe durch ein
angemessenes Interpolanonsverf‘ahcn Bestimmt werden. Es werden also dafir
die im 8" und' 9 Artikel mitgetheilten Reihen zur Anwendung kommen, und
gerade desweven ist es vortheilhaft, dassnicht P, sondern Q eine runde Zahl sei.

Ich fiige am Schlusse dieser Abhandlung eine solche Tafel bei, welcher
der Normalwerth Q = 520 40’ (wie dem bisher betrachteten Beispiele) zum
Grunde liegt, und die durch zwdlf Grade, von 460-40" bis 580 40, fiir
alle VWerthe des Arguments Q 4 ¢ von Minute zu Minute fortschreitet. Sie
gibt den zugehérigen Werth von P + p auf fiinf Decimalen der Secunde
genau; ferner den bugglschen _Logarithmen von m auf zehn Stellen, nemlich
in Einheitén 'der zehnten Dec1male, endlich auch noch, in Secunden ausge-

] d
driickt, den Werth von — ="
2mdyg

weiter unten erklirt werden. - Ich habe die Tafél deshalb mit so vielen De-
cimalen gegeben, damit sie auch fiir die alerschirfste Berechnung “einer tri-

; der Gebrauch dieser letzten Columne wird

gonometrischen Vermessung, ‘nem]uh fiir eine Durchfiihrung derselben mit zehn-
zifrigen Logarithmen, vollkcmmen zureiche. Jeder, der diese Tafel zur Be-
rechnung von Messungen m{nerha}b dieser 'Zone' benutzen will, wird, wenn
eine geringere Schirfe ihm genugt (und diess ist allerdings der gewdhnlichste
Fall) nach Gefallen einige def‘ letzten Decimalen weglassen. In welcher Form
man iibrigens auch die Resultate emer Messung darstellen mag, so sollte

diess, consequenter VWeise, immert in einer Scharfe geschehen, die der Schirfe

!

Loede iad w2 P

S s 4

sk, X
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ahlen der Re-
sultate immer riickwirts die beobachteten Grossen eben so scharl wieder
finden kann, wie sie gemessen waren.  VVihlt man also dazu ausschliesslich
die Lingen und Breiten, so wiirde trigonometrischen Messungen selbst von nup
miissiger Schérfe, durchaus nicht ihr Recht widerfahren, wenn man die Re.
sultate nur in solcher Schirfe ansetzen wollte, wie Lingen und Breiten sich
auf astronomischem. VWege bestimmen lassen: man -wiirde dadurch nur einen
falschen Maassstab fiir die Giite' der Arbeit erhalten, und sich oft gerade der
durchgreifendsten Priifungen dieser Giite entiussern.

der Messungen selbst entsprechend ist, so dass man aus den 7

11.
+ Die Benutzung der hier betrachteten conformen ﬂberlragung der Ellip-
soidfliche auf die Kugelfliche zur Berechnung trigonomelrischer Messungen kann
auf mehr als Eine Art geschehen: in der gegenwirtigen Abhandlung wird nur
von der unmittelbaren Benutzung die Rede sein; andere abgeleitete Arten,
sie zu jenem Zwecke zu benutzen, sollen einer zweiten Abhandlung vorbe-
halten bleiben. v oo
Die unmittelbare Benutzung ist im Wesentlichen schon in der ohen an-
gefithrien Schrift kurz angedeutet. Ein auf der Oberfliche des Ellipsoids
durch kiirzeste oder sogenannte geoditische Linien. gebildetes System von
Dreiecken wird auf der Oberfliche der Kugel durch ein Dreieckssystem dar-
gestellt, worin die Winkel den entsprechenden auf dem Sphiroid .genan gleich
sind, die Seiten hingegen, wenn sie nicht Meridianbégen sind, zwar nicht jin
aller Strenge Bigen grésster Kreise werden, aber doch von solchen so wenig
abweichen, dass sie in den meisten Fillen als damit ganz zusammenfallend
betrachtet werden diirfen, oder dass wenigstens die Abweichung, da, wo die
grosste Genauigkeit gefordert wird, mit aller nothigen Schirfe leicht berech-
net werden kann, immer vorausgesetzt, dass
o erstens die Dreiecke sich nicht gar zu weit von dem Normal- Paral-
lelkreise entfernen, und . iy
zweitens, dass sie vergleichungsweise, nemlich nach,demVerhiltnisse
dér Seitén zu einem ganzen Erdquadranten, klein sind, wie bei
wirklich messbaren Dreiecken immer der Fall ist.
Mathem. Classe. 11. ] C
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Dieses genaue Anschmiegen der auf die Kugelfliche iibertragenen Dreiecks-
seiten an Gréssiekreishégen findet nun bei der in ‘Obigem betrachteten con-
formen Darstelling in noch viel hiherm Grade Statt, als bei der a. a. O.
vorgeschlagenen. Vo diese mnach S. 24 bei cinem Abstande von 21 Grad
von dem Normal-Parallelkreise eine linearische Vergrésserung von zotovy
ergab, wiirde die neve Methode nur eine Aenderung von pgrioor geben.

Man kann daher das ganze System, nachdem man zuvérderst - eine
Dreiecksseite auf die:Kugelfliche gehorig iibertragen hat, ganz so, als: wenn
es auf dieser selbst lige, vermittelst der VWinkel berechuen, néthigenfalls mit
der eben angedeuteten Modification, sodann fiir alle Punkte die Werthe der
Breiten und Lingen bestlmmen, und. von diesen vermittelst der oben gegebe-
nen Formeln, oder vielmehr xvas die Breiten betrifft, vermittelst einer solchen
Hiilfstafel, wie hier beigefiigt ist, auf die Breiten und Liogen auf der Ellip-
soidfliche iibergehen.

' 12.

Es bleibt demnach hier moch iibrig, die Bestimmung der Abweichung
einer. aof die Kugelfliche iibertragenen geoditisohen Linie von dem zwischen
denselberi Endpunkfen enthalténen Gréssten Kreishogen zu entwickeln, wonach
sich zugleich in jedem Falle beurtheilen lisst, ob die Beriicksichtigung dieser
Abweichung néthig werdes Man kann diese Aufgabe auf mehr als eine Art
behandeln:fiir-den gegenwirtigen. Zweck, wo die Reduction immer nur eine
sehr kleine Grosse betragen “kann, scheint folgende Methode die angemes-
senste zu sein.

Es- sei L die in Rede stehende geodaetische Linie auf dem Ellipsoid in
uhbestimmter Ausdehnung betrachtet, M/ ihre conforme Darstellung auf der
Kugelfliche, F und G- die Endpunkte eines bestimmien Stiickes von M, end-
lich NV ein durch diese beiden Punkte gefilhrter Grosster Kreis. Jeder Punkt
in N werde Bestimmt -duich. seiner Abstand x von einem zunichst willkiirlich
auf N gewihlten Anfangspunkte; jeder Puunkt.von /M durch seinen senkrech-
ten- Abstand y- von N und durch das dem Fusspunkie dieses Perpendikels
zukommende w. Diese Coordinaten sind als in Theilen des Halbmessers aus-
gedriickt verstanden, und miissen demnach noch multiplicirt werden mit 4,

e —————

Lm»\\
L4
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wenn man sie nach ihrer Lineargrdsse, oder mit 206265”, wenn man sie in
Bogentheilen ausgedriickt verlangt.
Ein Element von /M wird durch

vV (cos y2dx2 4 dy2)

oder durch 227 . dx ausgedriickt, wenn man
cos Y
dy
=t
cos y dz g v

setzt, wo mithin 1) die Neigung des Elements gegen die Parallele mit N be-
deutet. Um die Vorstellung zu fixiren, mag man sich die x von der Rechten
nach der Linken, die y von unten nach oben wachsend denken, wodurch
also der Sinn positiver /) von selbst bestimmt ist,

Das wie oben mit m bezeichnete Vergrésserungsverhiltniss beim Uber-
tragen der ellipsoidischen Fliche auf die Kugelfliche kann hier wie eine
Function von x und y betrachtet werden: die Grosse des Elements von 7,
dem jenes Element von M entspricht, wird

_ Acosy

. dw

m cos Y
sein, und wenn zur Abkiirzung

log fang (450 4 4y) = u
cos y

=n

m
gesetzt wird, wo mithin » gleichfalls Function von x und y, oder was auf
Eives hinausliuft, von & und z sein wird, so hat man

du ‘
tang ¢ =— iz
und das Element von I
— An . da
cos ’l/}

Die Natur der Linie 2 wird also durch die Bedingung bestimmt, dass

. . ) n
zwischen irgendwelchen bestimmten Grenzen das Integral ey dx oder

/:‘\/<1+§':; do

&

C2
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ein Minimum werden soll, wofiir nach den Regeln der Variationsrechnung
sich die Gleichung ergibt

ndu
dn du? dx
—.f(i + ——)dx:d
du daf? du?
V(i +55)
oder
de . dao = d . n sin
du " cosy v

, Unter gﬁ ist hier der partielle Differentialquotient verstanden.  Diese

u
Formel ist. strenge und allgemeingiilig.  Fir unsern Zweck aber, wo bloss
das zwischen F und G liegende Stiick der Curve M in Betracht kommt, in
deren simmtlichen Punkten z und +J nur sehr kleine VWerthe haben kénnen,
diirfen wir 1 anstatt cos ) und tang «J anstatt sin < schreiben, mithin

a—’—’.dx:d.ntaugw )
du N

oder
dn
n tang ¢ ::fé; dx -} Const.

setzen, zugleich aber auch in dieser Formel anstatt der Werthe, welche 7 und

4% in der Linie 7/ haben, diejenigen anwenden, welche in den correspondi-

u
renden Punkten der Linie N (fir =0 oder y = 0) Statt finden, und folg-

. , 1 d d “ ..
lich mit den Werthen von — und — A ™ _ iibereinstimmen.
m mm du mm dy

Zor bequemern Ausfihrung der weitern Entwicklungen sollen jetzt die
Abscissen von dem Punkte F an gezihlt, oder in diesem Punkte x = 0, in

G hingegen x = % gesetzl werden; ich setze ferner = /, welches im

m dy
Allgemeinen zwar Function” von x und y ist, hier aber bloss nach seinem in

der Linie N oder fir y = 0 geltenden Werthe, also als Fuhction von x
allen betrachtet wird; endlich seien 1[0, w0, 79, die bestimmten Werthe von
"y, m, I in dem Punkte F, und <[, m’, I’ die in dem Punkie G. Die
obige Formel wird hienach

i

-




UNTERSUCHUNGEN UBER GEGENSTANDE DER HOHERN GEODAESIE. 21

t 0 7~
tang ¥y = o angw f_ dx

wo die Integration von x =0 anf‘angt. Nehmen wir nun an, dass / und
in folgende nach Potenzen von x forischreitende Reihen ‘
I =20 4+ Az 4+ A'xx +-u. 80w
m=rm% (1 4 ux 4+ p'xx 4+ u.s.w)
entwickelt sind, so ergibt die Rechnung
tangy = (1} pa4 p' a2z 4 uwsw) tang p©
— 03 —5A4) sa—GFNV F Ap—3Cup+ 310" )5 — usw.
und hieraus, weil = ftang} . dx
u=@4+fuzs + 234 usw) tang yO
— 3000 — (A 00) 2% — (54 + A — A 0pp 4§00 )2t — v s w.

wo keine Constante hinzuzufiigen ist, weil fir x = 0 auch z= 0 wird. Da

nun auch fir ¥ = %, # = 0 wird, so folgt aus dieser Gleichung

tang YO =410h (4 A — 5 1% hh 4 (34 A" — o Au) 43 4 uv.ew

Wird in der Gleichung fiir 1) auch anstatt & der Werth %, und stalt

tang 10 der eben gefundene substituirt, so ergibt sich

tang ' = — 1% — (3 A 75 10p) hh— (42" o A — Y4 100 =+ §1007) 13 usaw.

Da

! =194 2k A hh 4+ u s W

m=m (1 4 uh4 phh 4+ u s w)

so wird

GRS = 4105+ (1 — 42100 B 8 = drla o+ 1l
— %1%") k% u. 8 w.

GO IV D = 1Ok — (b 9 ) B — (3 PRSP
“+ P50u") A% u. 8 w.

also in den beiden ersten Gliedern oder bis auf die Ordnung %% mit obigen

Werthen von tang )9, tang 1J" iibereinstimmend: diese bequemen Ausdriicke
konnen daher als hinreichend scharfe VVerthe dieser Tangenten, oder unter

Hinzufiigung des Factors 206265” als die VWerthe der Winkel /0, J/* selbst

angenommen werden.

Die Linge der Linie L selbst, zwischen den Punkien auf dem Ellipsoid.
denen auf der Kugel die Punkie ', G entsprechen, ist das Integral
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A f__C_Q_S_:f__ dz
m cos y
von == 0 bis x = / ausgedehnt; es wird aber immer erlaubt sein, darin
sowohl cosy als cos =1 zu setzen, und fiir m denjenigen Werth, wel-
cher in der Linie J oder fiir y» = O gilt, wodurch also das Integral
] dz
mo (1 -4 ,ux -+ ' dr - u.sow)

A -
= 7. (h — fuhh 4 thup — Fu') B3 — wsow)

= A4

‘

wird. Es ist immer zureichend, den bis auf die Ordnung /4% damit iiber-
~einsimmenden Werth S :
‘ < Ah I '
.V mom’

dafiir anzunehmen. .

13.

Die Bestimmung der Gréssen 9, /' gesclueht auf folgende Weise. Es
set 5 der Winkel, welchen an ugend einer Stelle des Grossten Krelsbogens
N dieser in dem Sinne wachsender & mit dem Meridian in dem Sinne von
Norden nach Siiden genommen macht, den Winkel von diesem zn jenem in
dem Sione von der Linken nach der Rechten gezihlt; es sei ferner S die
Breite an jener Stelle, 7' die Linge von einem beliebigen Meridian _an ost-
wirts gerechnet. Man_h{qt dann daselbst . o

FIN
(R S, > A

- vy

dS = — cosy. dw + siny . dy

. sin y __ cosy
d7 = — d
cos§ m T cos S dy ’ et

und folglich den i)artiellen Differentialquon?n‘tﬁ_n‘. ,

we ‘ : yd,e et
RPN dm — sin dm . cosy dm S
d L x ~S . + \? v 18 F A
. m ?’ ‘ mdS Qs de (

Da nun bei unserer conformen Ubemagung m vou der Lange unab-

sy F
LA

hingig oder Am 9 ist, so wird
mdT

‘drn ©ox

{==siny.— .
‘ x mdS t S )::’ y

B
0

JRERT" 35 N |
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Bezeichnet man die VWerthe von o in den Punkten 7 und G mit p’0
und 1800 4 #7' (so dass nach gewihnlichem Sprachgebrauche 770 (das
Azimuth des Gréssten Kreisbogens F'G in F, und #’ das Azimuth des Gréss. .
ten Kreisbogens G F' in G bedeutei); imgleichen die (immer negativen) Werthe

n 2062657 dm . denselben Punkten' mit’ — 0, — &', so wird

2mdsS . .
206265” 10 = — 20 sin PO
206265" " = -4 2%’ sin P’
Die im vorhergehenden Artikel gegebenen Ausdriicke fiir 1[0, 1/, in

Secunden verwandelt, werden daher, wenn man die von der Einheit hier nur

unmerklich abweichenden Factoren \6/'%?., \‘/"f(_) weglisst,
m
0= — 0 (240 sin O — k' sin V)
' = — 3k (2F" sin ' — kOsin F70)

Die dicser Abhandlung beigefiigte Tafel gibt in der leizten Celumme un-
ter der Ubcrschrift £ die VVerthe von %0, £’ fiir die entsprechenden VWerthe
von S, die in der ersten Columne unter der Uberschrift Q + ¢ aufznsuchen
sind; da & immer positiv ist, und sin 770, sin ' immer enigegengeselzte Zei-
chen haben, so wird [0 negativ, 1} posiliv, wenn G westlich von F liegt
und umgekehrt: bei der Berechnung erinnere man sich, dass in diesen For-
meln 4 als in Theilen des Halbmessers ausgedriickt verstanden wird, also der
in irgend einem Lingenmaasse gegebene Abstand der Punkte F, G zuvor mit
dem in gleichem Maasse ausgedriickten VWerthe von 4 zu dividiren ist.

Da in unserer conformen Ubertragung der Ellipsoidfliche auf dje Kugel-
fliche ein Meridian auf jener wiederum durch einen Meridian auf dieser dar-
gestellt wird, so ist klar, dass jedes Element von L dieselbe Neigung gegen
den Meridian hat wie das entsprechende Element von M, und dass folglich
die Azimuthe der geoditischen Linie in iliren beiden Endpunkten resp. /70 4- 4]0
und # "4 "y’ sein werden: sind aber umgekehrt diese gegeben, so werden
sie auf die Kugelfliche reducirt durch Anbringung von — /0, — aJ’, und
fir die Berechnung dieser stets fast ganz verschwindenden Reductionen ist es
offenbar ganz gleichgiiltig, wenn man in den obigen Formeln anstait 70, 77’
die Azimuthe auf dem Ellipsoid anwendet.
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. Um nach den gegebenen Vorschriften die Reductionen der Richtungen,
behuf der Ubertragung vom Ellipsoid auf die Kugel oder umgekehrt, berechnen zu
kdnnen, ist zwar eine geniherte Kenntniss der Grésse der Linien, der orientirten
Azimuthe, und der Breiten der Endpunkte erforderlich, was nur durch eine
vorldufige Berechnung der Dreiecke zu erhalten ist: allein dieser Umstand ist
durchaus unerheblich, da_eine vorliufige schon die Ausfihrung der Mes-
sungen Schritt fiir Schritt begleitende Berechnung ohnehin in vielen Beziehun-
" gen rithlich, und zur Centrirung der excentrisch gemessenen VVinkel, so wie
zur'’ Bestimmung des sphirischen” oder sphiroidischen Excesses der VVinkel-
summe jedes Dreiecks sogar ﬁbthfwerﬂdig ist: ja fiir den ersten Zweck wird,
bei der Geringfiigigkeit jener“Reductionen schon eine ganz rohe Anniherung
immer zuveichen, wihrend’ das scbarfe Centriren zuweilen, bei etwas betricht-
licher Excentricitit der Standpunkte eine viel weiter getrichene Anniherung
ecfordern kann. Ich habe die Vorschriften deshalb entwickelt, damit man,
wenn man jene Reductionen beriicksichtigen will, alles zu ihrer schirfsten
Berechnung néthige bereit finde, oder wenn man sie nicht beriicksichtigen
will, leicht und bestimmt iibersehen kinne, wie wenigzman dadurch. aufopfert.
Bei dem ganzen Hannoverschen Dreieckssystem sind die Reductionen durchge-
hends so &usserst gering, dass ihre Beriicksichtigung als ganzlich iiberfliissig
erscheint, und in der ganzen Ausdehnung der Zone von zwilf Breitengraden,
fir welche ich den Hiilfsapparat beifige; bleiben sie noch unterhalb derjeni-
gen Bogensecundentheile, auf welche man sich bei -den..imeisten Messingen
in der Rechnung zu beschrinken pflegt. Um diess recht evident hérvortreten
zu lassen, fiige ich ~hier noch die numerische Rechnung fiir ein Paar.Bei-
spiele bei.

" In dem Hannoverschen Dreieckssystem kommen die grissten Reductionen
vor bei den Richtungen der Seiten des Dreiecks Brocken - Holiehager - In-
selsberg, welches-Breieck zugleich: das grésste und das von .dem Normal-Pa-
rallelkreise am entferntesten liegende ist; bei allen iibrigen Dreiecksseiten iibei-
schreiten die Reductionen nirgends zwei Tausendtheile der Secunde, und die
meisten erreichen nicht einmahl den Werth 0” 001.

Es 1st fir diese Punkte

[,
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Breite
| auf dem Ellipsoid | auf der Kugel | k
T Brocken | 510487 27| 510 46" 3" | 0”164
Hohehagen 51 28 31 51 26 35 0, 303
Inselsberg 50 51 9 50 49 16 0, 687

Dic Logarithmen der Seiten des Dreiecks in Toisen sind
Hohehagen - Inselsberg  4,6393865
Inselsberg - Brocken 4,7353929
Brocken - Hohehagen  4,5502669

Die Azimuthe sind

Standpunkt Brocken
Inselsberg 50 42" 227
Hohehagen 58 49 8

Standpunkt Hohehagen
Brocken 238 9 2
Inselsberg 324 23 1

- Standpunkt Inselsberg
Hohehagen 144 55 51
Brocken 185 35 21

Man braucht hiebei zwischen VWerthen auf dem Sphaeroid und denen
auf der Kugel nicht zu unterscheiden, da fiir die Logarithmen der Abstinde
erst in der achten oder neunten Decimale, (iir die Azimuthe erst in den
Tausendtheilen der Secunde Ungleichheit eintritt, und fir unsern Zweck Lo-
garithmen mit vier Decimalen und Azimuthe . in Minuten schon iiberfliissig
genau sind. Die Rechnung nach obigen Formeln gibt hiermit folgende Re-
ductionen, wie sic mit ihren Zeichen zu den Azimuthen auf dem Sphacroid
addirt werden miissen, um die Azimuthe auf der Kugel zu erhalten:

Brocken - Inselsberg- 4 0700055
Brocken - Hohehagen 4 0, 00196
Hohehagen-Brocken — 0, 00238
Hohehagen - Inselsberg — 0, 00332
Inselsberg - Hohehagen + 0, 00428
Inselsberg - Brocken ~— 0, 00083
Mathem. Classe. 11, D
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Die Winkel des Dreiecks auf dem Sphaeroid (zwischen den geoditischen
Linien) empfangen also zur Reduction auf die VVinkel des Kugeldreiecks (zwi-
schen Grosstenkreisbégen) die Aenderungen

Brocken + 0700141 .
Hohehagen — 0, 00094
Inselsberg — 0, 00511

Ein zweites Beispiel entlehne ich aus der trigonometrischen Vermessung
der Schweiz *), wo das grosste Hauptdreieck zwischen den Punkten Chasseral,
Suchet, Berra eben an die Grenze der Ausdehnung unserer Hiilfstafel fillt.
Wir haben fiir diese Punkte

Breite
| auf dem Ellipsoid | auf der Kugel | k

Chasseral | 470 8’ 1” | 470 6’ 33" | 6”137
Suchet 46 46 23 46 44 57 6, 948
Berra 46 40 36 46 39 11 7,173

Die Logarithmen der Dreiecksseiten in Metern sind
Suchet- Berra 4,7474503
Berra- Chasseral 4,7133766
‘Chasseral - Suchet 4,7808768
Die Azimuthe
Standpunkt Chasseral
Suchet 480 36" 41"
Berra 349 21 54
Standpunkt Suchet
Chasseral 228 10 40
Berra 280 47 19
Standpunkt Berra
Suchet 101 18 40
Chasseral 169 27 22
Hieraus ergeben sich die Reductionen der Sphaeroid- Azimuthe auf die
Kugel - Azimuthe

*) Ergebnisse der trigonometrischen Vermessungen in der Schweiz, herausgegeben
von J. Eschmann. Zirich 1840. 8. 79. 99. 189. 190. 196.
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Chasseral - Suchet 4 0704536

Chasseral-Berra — 0, 00966

Suchet - Chasseral 4 0, 06221

Suchet - Berra + 0, 01014 .

Berra - Suchet — 0, 04717

Berra-Chasseral — 0, 06039
also auch hier ohne Einfluss auf die Rechnung, die in dem angefithrten Werke
auf Zehntel der Secunde gefiihrt ist.

13.

Die in den Artt. 12 und 13 behandelte Aufgabe ist zwar durch die
gegebenen Vorschriften mit einer fiir dic Anwendung iberfliissig ausreichen-
den Genauigkeit aufgeldset; indessen ist es doch der Mithe werth, und zur
gleichmissigen Vollendung einer in der Folge mitzutheilenden Untersuchung
sogar nothwendig, fiir einen speciellen Fall die Genauigkeit noch um eine
Ordnung weiter zu treiben: dieser specielle Fall stcht unter der Dedingung,
dass die Linie N in einem zwischen # und G liegenden Punkte /A den Nor-
malparallelkreis treffe.  Es ist in diesem Falle vortheilhafter, den Anfangs-
punkt der x, nicht wie oben in F, sondern in 77 zu setzen, wodurch be-
wirkt wird, dass bei der Entwicklung von / und m in nach Patenzen von
x fortschreitende Reihen in der erstern das erste und zweite Glied, in der
andern das zweite und dritte ausfallen, oder dass sie folgende Form haben:

= oz 4+ A2’} wsw
m=1- pus’4 p'o* 4 ws w

Fiir unsern Zweck wird von den Coéfficienten in diesen Reihen wur
der eine A erforderlich sein, wofir sich aus der im 9 Art fiir log m gegebe-
nen Formel verbunden mit den Entwicklungen des 13 Art. leicht folgender
Ausdruck ableiten lisst:

2 ¢ecos P sin P siny cos 2
o cos ¢ cos &
in welcher ¢, P, @, § ihre oben erklirten Bedeutungen behalten, und fir
das in dem Puankie 77 Statt findende Azimuth des Bogens N zu setzen ist.
Werden obige Reihen bei der Integration der Gleichungen
D2

—
— —
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U TIE
m m

du = tang v . dw
angewandt, so ergibt sich
tangy = (1 Fpadfp's* 4 waw) — i’ — L' 2* — us.w.
2=B4+A @+ tpuatt+tp x5 + waw) — Fizt — A 2% — wosow.

Die durch die Integration eingefﬁhrien Constanten, A, B, lassen sich
durch die Bedingung bestimmen, dass z =0 werden muss fiir die beiden
Werthe von x, welche den Punkten F, G entsprechen. Es seien diese Werthe
o= — 1 (h—38) und x=+ § (A +J), wo & den Werth von2x in dem
mitten zwischen F' und G liegenden Punkte ausdriickt, und allgemein zu reden
eine Grosse von derselben Ordnung wie /4 ist, oder von einér héhern, wenn
H dieser Mitte sehr nahe liegt.  Man leitet hieraus leicht folgenden auf die
Ordnung A3 (einschl) genauen Ausdruck fiir % ab’

(54'..___. —_—
= )19211 ¢ =90 = 200+ 09)

Substituirt man diesen in der Reihe fir tangy , und legt dann der
Verinderlichen x die bestimmten WWerthe — 1 (A —14), + % (4 + ) ber,
so ergibt sich, glelchfalls auf die dritte Ordnung genau,

tang Y0 = LAk (hh — 21J + 3J4)
tang ' = — g Ak (hh — 240 - 3 46)

In dem speciellen Fall der in der Folge zu entwickelnden Untersuchung
kommt iibrigens zu der oben bezeichneten Bedingung noch der Umstend hinzu,
dass der Normalparallelkreis mitten inne liegt zwischen den beiden Parallel-
kreisen, auf welchen sich die Punkte 7, G befinden, und in Folge dieses
Umstandes werden schon die abgekiirzten Ausdriicke.

tang Y0 = 4 143
tang @' = — A A3
auf die dritte Ordnung genau sein, wie sich leicht auf folgende Art zei-
gen lisst.  Bezeichnet man die Breite von F mit Q + ¢, die von G mit
Q — ¢, so geben die sphaerlschen Dreiecke #, H, Pol und G, H, Pol die
Gleichungen
sin (Q - ¢) =sin Q cos } (b — ) 4 cos Q sin} (h — &) cos g
sin (Q — ¢) = sin Q cos§ (h - d) — cos Q sin § (h + J) cos y

e
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und ihre Summe mit 2 cos Q dividirt
tang Q (c;)Sq — cosgh . cosgd) = — cos 41 sin 4 ¢ cos y

Da nun offenbar cos ¢ — cos L 7. cos é\ eine Grosse zwelter Ordnung
ist, so wird auch sin £ cos g, und d cos 5 von dieser Ordnung sein, mit-
hin, da A\ den Factor cos %2 implicirt, A A% von der vierten, und A 444
von der fiinfien Ordnung; hiedurch ist also die Weglassung dieser Glieder
gerechtfertigt. . ,

Das Endresultat dieser Entwickelung ist demnach, unter der angegebe-
nen Voraussetzung, in folgenden Formeln enthalten, wo anstatt der Tangenten
von 0, " die Bégen selbst geschrieben sind: ,

ee cos P sin P sin y cos y2 A3

wo-——__

12 cos ¢ cos O

ee cos P’ sin P sin y cos 243

Y =+

12 cos ¢ cos

16.

Die Berechnung des Dreieckssystems auf der Kugel zerfillt in die drei
Hauptstiicke :
1) die Ausgleichung der Winkel nach allen den Bedingungsgleichungen, welche
die Beschaffenheit des Systems darbietet.
2) die Berechnung der simmtlichen Dreiecksseiten.
3) die Bestimmung der Lingen und Breiten der Dreieckspunkte, in Verbin-
dung mit der Orientirung der von jedem derselbem.}ms,g@hqnden Dreiecksseiten.
Die Verwandlung der Lingen und Brelten ‘atf der Kugel in die wahren
Lingen und Breiten auf dem Sphaeroﬂ gescheht dann fir die Langen durch
die Division mit dem constanten Divisor o, ﬁﬂ:dle’Breuen vermitielst der hier
beigefiigten Hiilfstafel, oder einer andern auf ihnliche Weise besopders con-
st;;uxrten, wenn man einen andern Normal- Parallelkreis zu ‘wihlen Ursache hat.
Mit Ubergehung der beiden ersten auf bekannten Griinden beruhenden
Geschifte fige ich hier noch einiges in Beziehung anf das dritte bei, welches
sich auf die Aufldsung der Aufgabe reducirt*): aus der in Bogentheilen

*) Da diese Aufgabe hier wie eine fiir sich bestchende betrachtet wird, so kinnen
ohne Nachtheil einige Buchstaben hier in anderer Bedeutung als oben gebraticht werden.
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ausgedriickteﬁ Grisse einer Dreiecksseite 7, ihrem Azimuthe 7' an dem An-
fangspunkte, und der Breite dieses Anfangspunkts §, abzuleiten das Azimuth
der Seite an dem andern Eundpunkte 7'’ == 1800, die Breite desselben S’
ind den Lingenunterschied beider Punkte A. Da dies nichts weiter ist als
‘die Aufldsung eines sphirischen Dreiecks, so verdient diese Aufgabe nur des-
halb hier einen Platz, weil die gewdhnlich gebrauchten Formeln hier einiger
Umformung bedirfen, wenn man in den Resultaten (nach der Bemerkung im
10 Art) dieselbe Genauigkeit erteichen will, in welcher r gegeben ist, ohne
mehrzifrige Logarithmen zu Hiilfe za nehmen. Um unter den verschiedenen
Auflésungsarten’ nach jedesmaligém Bediirfniss wahlen zu kénnen, setze ich
zuvorderst diejenigen hieher, die auf den bekannten elementaren Formeln der
sphﬁ‘rischen Trigonometrie berulren, :
Erste Methode
tang s = cos T tang r

tang T sins

tang 1 = 5 G —9
tang §' == cos } tang (5§ —s)
sin T = sin T cc'JsS
: ) €08 §
Zweite Methode

tang R = tang S .
MLRISEPRIILL 1. 4 Ly awiise 0 .
tangT'.—_—ﬂLMZ‘ N RV T L P

, ‘ R
tang §’ = cos T'. tang (R —1)

% . :;sh;k Amsidrjﬁié_‘f;l_’:us_igr.sinT'
. cosS’ | cos S o
' Pritle Methode ‘ Co :

S el (45 287 sing‘(f’r'" 1) £ s (450 4+ 3 (S 1) sin} T

' Sl gk 5(2453 _apis%;g'?)' ¢os } (T"i:{- ) =¢6in (459 'L (§ — r)) cos 4 T

cos (450 ki g8y sin 4 (B — A).== c08(45° 4 4 (S 1)) sin} T

. cos (450 - 4 87 cos 4 (T" — 4) == cos (450 + § (S — r)) cos} T
In Beziehungs auf die Kiirze der Rechpung hat die dritte Methode eini-

gen Vorzug. vor den beiden andern, wihrend diese im Allgemeinen die Re-

PRSP
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sultate ein wenig schirfer geben kinnen, namentlich A immer mit villig ge-
niigender Schirfe: 7" wird aber, wenn s einem rechten VWinkel nahe kommt,
durch die erste Methode vergleichungsweise ndr ungenau bestimmt. Verlangt
man aber alle drei Resultate mit gleichmissiger und, aus dem Gesichispunkte
des 10 Art. betrachtet, zureichender Schirfe, so ist zu einer directen strengen
Auflgsung folgende Umformung am vortheilhafiesten, wobei die beiden ersten
Formeln dieselben bleiben, wie in der ersten Methode.
Vierte Methode

tang s = cos T tangr
tang T sin s

tang 4 = m
tangt = sin T sinr tang (S —s)
sine — sin T tang L r sins
sing = tang ¢ tang A cos (S —s)
S =8 -—s—gc
7" =T—t—z= .

Diese vierte Methode lisst fir die Schirfe nichts zu wiinschen iibrig;
aber die unmittelbar in dieser Form gefiihrte Rechnung erfordert ein etwas
beschwerliches Interpoliren bei Bestimmung der kleinen Bégen durch die Lo-
garithmen der Tangenten oder Sinus: man kann jedoch diesem Ubelstande leicht
ausweichen, indem man die trigonometrischen Functionen in Reihen entwickelt,
wodurch man in den Stand gesetzt wird, ohne Nachtheil fiir die Schirfe, die
Rechnungen vermittelst der Logarithmen der Zahlen zu fithren. Es wird zé-
rcichend sein, von dieser Verwandlung nur die Hauptmomente hieher zu setzen.

f - f

Es’ sei » '
r cos T = s0
reinl =

Es wird dann, wenn zur Abkirzung die Grosse des Bogens von einer

Secunde in ‘Theilen des Halbmessers oder der Bruch 6487)00 durch ¢ bezeich-

net und r wie eine Grésse erster Ordnung betrachtet wird, bis-auf Grdssen

finfter Ordoung (ausschliesslich) genau
s =s%(1 4§ gorr— 4 003%5%) = s° (14} eovv)

H . . B
5 oy

Setzt man dann ferner R
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; o tang (§ — s5) = 1©
Y

s S —3 A0
so wird .
| (1 —feerr — $00t°tf
A0 (1 — tops®s® — 400t
$oot® (1 — froorr — te0s%s% — %020t
boes® (1 + fyeerr — ees?s9)
fir £ und A auf die fiinfte, fiir ¢ und 7 auf die sechste Ordnung (ausschl.)
genau. Noch bequemer und eben so genau ist es, hiebei sogleich die Loga-
rithmen zu gebrauchen, wodurch die Formeln, wenn man zur Abkiirzung das
Product der Grésse {500 in den Modulus der briggischen Logarithmen mit
@ bezeichnet, folgende Gestalt erhalten:

.

logs == logs® 4 4 urr — 4 ps%s0°

logt = logt0 — 2 urr — 4 pt%20
logd = log 2% — 2 5050 — 4 £, 2040
logo = log 4 001® — purr — 3 pps%s% — 3 2020

loge = log §0v0s® 4 S prr — 6 4500
Diese fiinf Formeln in Verbindung mit den vorhergehenden fiir 59, £0, A0
bilden. eine fiinfte Aufldsungsart, deren. eigenthiimliches es ist, dass geniherte
WVersthe der Gréssen s, #, A, ¢, 7 durch kleine sehr leicht zu berechnende
an. den Logarithmen anznbringende Correctionen zu scharfen erhoben werden.
Die hiehet vorkommenden seonstanten Logarithmen sind
log o == 4,6855748668  (— 10)
log 4 0 = 4,3845448712 (— 10)
log 4 = 7,9297527989 (— 20) ‘
oder wenn jene Correctionen sofort als Einheiten der siebenten Decimale er-
scheinen sollen. -+ .. © Lol
vy~ dapn 108 g TF 49207527989, (— 10) P
von welchen Lagé;ffﬁﬁmén jedoch hier nur die ersten Ziffern zur Anwendung

. =y
P A N A T "

kommen.

' ) I'l"o N

Viel einfacher lassen sich aber die Relationen zwischen den. Grossen
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ry 8, 8. T, T X .ausdricken, wenn man von dem Mittel der beiden Brei-
ten .und dér beiden .Azimuthe ausgeht. Schreiben wir

99 L L e . %‘(S_*_S')::zyh "

sy ibataer vy %:(T-{BT’)&",} T ) ‘ RV ,

Loge s aun N sl Shodan o e -

bew 1rddonn apd SR F 5 0 e o o w0t e g

so haben wir zuvorderst! die Formdeln » 2.+ i . )

sin § r sin 4 = sin § A cos B

sin £ r cos 4 = cos 4 A sin § 0

co8 4 rsinfa = sin } 1 sin B

c08 4 rcosya==cos} A cos }b
wonach man also, wenn Z, B, r als gegeben betrachtet werden, a und )\
durch die Formeln

sin 4 tang B tang }r» = sin}a

sin 4 sind r .

-——gﬁ——— = 8 -L- A

und sodann & aus
cos 4 tang 4 r

= tan /
cos ta g4t
oder
cos 4 sindr = singb

cos § A

'

bestimmt. Anstatt dieser Formeln wird man aber, wegen der Kleinheit von
r, a, A, b, lieber die folgenden anwenden , welche viel bequemer, und bis
auf die fiinfte Ordnung (ausschl) genau sind:
a% = r sin 4 tang B
r sin 4
cos B
50 = r cos A4
loga == loga® - prr 4+ fua®a®
logh == log A% — Surr 4+ F0A0A°
logh = logb® 4 L ua®a® 4 pAi0A0°
wo, wie man sicht, die dritte Correction der Summe der ersten und der dop-
pelten zweiten gleich ist.
Mathem. Classe. 1I. E

A0 =

i
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Fiir unserg. Aufgabe geben zwar diese- Formeln keine directe Aufldsung:
indessen kann man sie als Controlle oder als concentrirte iibersichtliche Inhalts-
wiederhohlung der directen Auflgsung gebrauchen. *Wer aber in numerischen
Rechnungen einige Gewandtheit besitzt, wird sie auch leicht zu einer indirecten
Auflésung benuizen kénnen, und dieser, zumahl wo -anderer Zwecke wegen
eine grob gendherte schon vorangegangen ist, wegen ihrer Bequemlichkeit und

" R .
Schirfe vor allen andern Auflésungen den Vorzug geben. - - il
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e T A o~y
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-

' log m logm b
P k P k
+p + Q+yq +r +
494 2144731358 | 1825 | 27237 §500 0’508 1:48"50876] 936 172291
P22 44,42184 1 1798 [2,2058 51 | U 12-88;610007 919 1,412
m 23 44,52993 |. 1771 f2,183 T e [ 1 3 4‘8,71124“ 902 {1,394}
24 44,63784'|.1745 |2,162 BT 4'48,8192%) 885 | 1,377
25 44,745587.1718 | 2,140 4 5 48,91303 | 868 .|1,359
26! 44, 85315 | 1692 |2, 118 5 6 49,01367 | 852 |1,342
: 27 44,96054 | 1666 | 2,097 6 7 49,11413 7] 835 |1,325],
28 45,06777 | 1641 | 2,075 7 8 4921442 819 |1,308
29 45,17481| 1615 72,054 ‘8 9 49,31454| 803 [1,291]
2 30 45; 281691590 |9, 033 -9 |« 10 40:41448 | 787 | 4,274
31 ‘45, 88838.|" 1566 [2,012 10| 17 |49,51425 1 772 1,257 |-
« 32 45,49491 | 1541 | 1,991 41| 1R749,618859 757 |1, 2411
33 45,60126 | 1517 | 1,970 12" 13 49,71927‘ -742 | 1,224 ;
"0 34 45,70744. 1493 {1,949 13 14 49; 812534 727 1,208 ;
.+ 35 45813351469 | 1,928 14 15 49,91161 | 712 | 1,191 [;
36 45;91928°[°1446 |1,908F - 45| - 16 5001051 697 1,175 |
o 37 46,02494 1222 |1.887F © 46 |- 1&*”591?0925 683 |1,159|'
i 38 46,13043.1399 (4,867}« (47| ‘18 50“20781 ~669 1,143 ],
39°46,23574 161377 14,847 K/ * 4B | - 19 50 '30649°[ 655 - 'i* 127 |
40 “46,34088 | 1354 |'1,827 9| 20 56 404417 644" 1 112}
40 | 41 46,44584 | 1332 | 1,807 20 21 50;50245| 628 (1,096}
M, 42 46,55063 1. 1310 | 1,787 21 22 50,60032 615 | 1,080
ITi49:] . 43746,63525 | 1288 (1,767 22 23 50,69802| 601 |1,065
Tietag (¢ 44 46,75970 | 1267 |1,747) 93 24'50,79554| 589 1,050
‘71441t 45 46,863971 1245 (1,728 94 25 50,89290 | 576 |1,034
t i 46 46,96807 | 1224 | 1,708 25 26 50,99007 | 563 |1,019
46| . 47 47,07199 | 1203 | 1,689 26 27 51,08708] 551 |4,004].
Y 48 47,17574| 1183 |1,6708 27 28! 51,18391" 539 ,/0,990]'
it 148 49 47,27932 | 1163 1,651 + 28, *h29f51 28058 527 (0,975
b 049 | 1 5047,38273 | 1142 (1,632 7190 | ¢ 30’”31,37166 515 . 0960
’ : ;
{1180 51 47,48596{ 1123 (1,613 ' 30 31 51,47338| 503 |0,946
§7V0510 52 47,58002 | 1103 | 4,594 31 32 5156952 492 0,931].
{UUIB2 [ v 53 47,69191 | 1084 | 1,575 32} 33 51, ;66540 ] 480 0,917
2 1188, 54 47,79462 1 1064 | 1,556 33|+ 34 51 761291469 | 0,903
{viiba | v 55 47,89716 | 1045 | 1,538 34| 4173551 /85602 { - 458 0,889 1.
£1055,] 10 56447;99952 | 1027 | 1,520 - '35 | i' 136 51,95237} 447 |0,875
b, 56| 5794840172 1008 | 1,501 36| - 37 52,04765 ! 437 0%861
Y 5T | ol 58 48,20374| 990 1,483 37| - 38 52,14276| 426 |0i847
. 58] 77 59 48,30559| 972 [1,465] 38 39 52,93770| 416 |0:833
05950 0 48,40726] 954 | 1,447 39 40 52,33246 | 406 |0:820}
B0 ol . 148,50876- 936 '1,429 40| 4 52 42705 396 0,806 |
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UNTERSUCHUNGEN UBER GEGENSTANDE DER HOHERN GEODAESIE, 4;

logm log m
Q+q P+p L |k ety P+p N k
520 0'(520 1'59743754| 15 |07090 § 520 40'(520 42'92"53251 ] O 0”000
1 2 59,51823| 14 |[0,086 41 43 2,60640 0,000
2 3 59,59876| 13 |0,081 42 44 2,68013 0,000
3 4 59,67911| 12 0,077 43 45 2,75368 0,001
4 5 59,75929| 11 {0,073 44 46 2,82706 0,001
5 6 59,83931| 10 0,069 45 47 2,90027 - 0,001
6 7 59,91915| 9 (0,065 46 48 2,97331 0,002
7 8 59,99882 8 10,061 47 49 3,04619 0,003
8 10 0,07832| 8 |0,058 48 50 3,11889 0,004
9 11 0,15765| 7 |0,054 49 51 3,19143 0,005
10 12 0,23681| 6 |0,051 50 52 3,26379 0,006
11 13 0,31580| 6 (0,047 51 53 3,33599 0,007
12 14 0,39462| 5 0,044 52 54 3,40802| O |0,008
13 15 0,47327| 5 [0,041 53 55 3,47987| 1 0,010
14 16 0,55175( 4 0,038 54 56 3,55156 | 1 |0,011
15 17 0,63006| 4 [0,035 55 57 3,62308 | 1 |0,013
16 18 0,70820{ 3 |0,032 56 58 3,60443| 1 0,014
17 19 0,78617| 3 |0,030 57 59 3,76561{ 1 0,016
18 20 0,86397! 2 |o0,027 58153 0 3,83662| 1 0,018
19 21 0,94159| 2 10,025 59 1.3,90747| 2 [0,020
20 22 1,01905| 2 [0,023853 0 2 3,97814| 2 10,023
21 23 1,09632| 2 |0,020 1 3 4,04864) 2 0,025
22 24 1,17346| 1 |0,018 2 4 4,11898| 2 0,027
23 25 1,25040f 1 [0,016 3 54,189151 3 10,030
24 26 1,327181 1 {0,014 4 6 4,25914{ 3 0,033
25 27 1,40379f 1 |[0,013 5 7 4,32807| 4 10,036
26 28 1,48023| 1 |0,011 6 8 4,39863| 4 0,038
27 29 1,55649| 1 |0,010 7 9 4,46813| 5 0,041
28 30 1,63259| 0 |0,008 8 10 4,53745| 5 [0,044
29 31 1,70852 0,007 9 11 4,60660| 6 |0,048
30 32 1,78428 0,006 10 12 4,67559| 6 |0,051
31 33 1,85986 0,005 11 13 4,74440) 7 10,054
32 34 1,93528 0,004 12 14 4,81305| 8 10,058
33 35 2,01053 0,003 13 15 4,88153| 8 |0,062
34 36 2,08561 0, 002 14 16 4,94984| 9 0,065
35 37 2,16052 0,001 15 17 5,01798 | 10 {0,069
36 38 2,23526 0,001 16 18 5,08595 | 11 " 0,073
37 39 2,30982 0,001 17 19 5,15376 | 12 |0,078
38 40 2,38422 0,000 18 20 5,22139 | 14 |0,082
39 41 2,45845 6,000 19 21 5,28886.| 14 |0,086
40 42 2,53251' 0 10,000 20 22 5,35616 ' 15 10,091

Mathem. Classe. I1.

F




4 CARL FRIEDRICH GAUSS
logm

Q+gq P4p _g_ E 1Q+4gq P+p ogm |y
530 20'] 530 22'5"35616-| 15 07091 f540 0']520 2 7791036] 119 |0"363
21 23 5,42329 | 16 | 0,095 1 3 7,97078 | 123 |0,373
22 24 5,49025 | 17 0,100 . 2 4 8,03103| 128 |0,382
N gomel noemlod) b e
24 26 5,02367 | 20 | 0,110 4 6 8,15103| 137 |0,401
2 27 5,09013 | 21 | 0,113 5 7 8,21079 | 142 | 0,411
26 28 3,70642 | 22 0,120 6 8 8,27037| 147 |0,420
27 20 582254 | 24 10,123 7 9 8,32079| 153 | 0,430
28 30 5,88 2619, 8 10 8,38004 | 158 |0,440
1 5,95428 0,136 9 11 8,44812 | 163 0,450
‘30 32 6,01989 | 29 |0,142 10 12 8,50704| 169 |0,460
g; gi g,gggg-; 3;1; g,:g 11 13 8,56579 | 175 | 0,471
) ) 12 14 8,62438 | 180 |0, 481
33| 3562573 3410150} 43| 15 s6sr0| 186 |0a00
g?; 332,32222 gg g:gg 14 16 8,74104 | 192 0,502
36 376,345 | 38 10171 15 17 8,79913 | 199 |0,513
3¢ 38 6,41006 | 41 0,17 16 18 8,85705 | 205 |0 524
38 20653877 | 45 |0191] 18| 30 Seressl 21a |03
38 40 ,538771 450, 18 20 8,97238 | 218 |0,546
. 197 19 21 9,02980 | 225 |0,557

4

:tl) ii 2, gggg; gg g,gﬁ 20 22 9,08705| 232 (0,569
a 43 6,73068 | 53 ) 0,211 21 23 9,14413| 239 10,580
42 44.6,79418 | 55 10,218 22 24 9,20105| 246 |0,592
v 45 6,80762 | 58 | 0,203 23 25 9,25781| 253 | 0,604
# 4 6,92088 | 61 10,232 24 26 9,31439| 261 |0615
45|, AT o9, 64102400 25 27 9,37081| 268 |0,627

1 a8 7,00001 | 67 10,247 26 28 9,42706 | 276 |0,639
i d9.7,10067 | 70 10,205 27 29 9,48315| 284 | 6,652
o G0 717227 | 73 10,2 28 30 9,53907 | 292 |0,664
, , 270 29 31 9,59483| 300 |0,676
?1) gg ‘;,ggggg gg 8,%2 30 32 9,65042| 309 |0,689
o 83 7,30008 | 83 10,286 31 33 9,70584| 317 0,701
- 5 7,42008 | 86 10,294 32 34 9,76110| 326 (0,714
8 30 748073 | 90 10,303 33 35 '9,81619( 335 |0,727
3 fozsas2 ) 940,311 34 36 9,87111| 344 |0,740
56 58 7,66700 | 102 |0, 328 | 3 ooaer) 353 10,703
b 57 59 7,72809 | 106 |0,337 o 3 10 03000 | 552 | %766
B 5e 05 LTas9 | 106 10,337 37 39 10,03489 | 372 }0,780

59 1 7,84977 | 114 |0, 354 3| o 1619355 | 391 |0 a0y

: 0, 391 {0,807

4 0 \2 7,91036 | 119 |0,363 40 42 10,19718' 401 0,820

e



UNTERSUCHUNGEN UBER GEGENSTANDE DER HOHERN GEODAESIE. 43

logm 1

Q+q P+4p Rk l Qg P+p \ i

540 40" 540 42'10"19718 | 401 | 07820 550 207|550 22" 1221889 953 |1"a63
41| 43 10,25004| 411 |0,834§ 21| 23 12,26605| 971 |1,481
a2| 42 10,30454| 421 |0;8a8] 22| 24 12,31306| 989 | 1,500
43| 45 10,35797| 432 |0,862] 23| 25 12,35990 | 1008 | 1,519
aa| 46 1041124/ 443 |0;876] 24| 26 12,40657 | 1026 {1,538
45| 47 10,46432| 453 | 0,800 25| ‘27 1245308 | 1045 | 1,557
46| 481051727 464 0,905} 26| 28 12,40043 | 1064 | 1,576
47| 49 10,57004| 476 [0,919] 27| 29 12,54561 | 1084 | 1,595
as| 501062265 | 487 |0,93¢] 28| 30 1259163 | 1104 | 1,614
49| 511067500 | 498 |0,000] 20| 31 12,63749| 1123 [1,633
50| 52 10,72736| 510 |0,064] 30| 32 12,68318 | 1144 |1,653
51 53 10,77947 | 522 |0,978 31 33 12,72870} 1164 {1,673
52| 5a10,83142| 534 |0904] 32| 34 12,77407 | 1185 |1,092
53| 55 10,88320| 546 |1,000] 33| 35 12.81927| 1205 {1,712
54| 561093481 | 559 [1,024] 32| 36 12,56430 | 1226 {1,732
55| 57 10.98626| 571 [1,030] 35| 37 12,90018 | 1248 |1,752
56| 58 1103754 | 584 |1,055] 36| 38 12,95389 | 1269 |1,773
57| 59 11.08s66| 507 [1,0m1] 37| 39 12,99843| 1201 |1,793
58 |55 0 11,13961] 611 | 1,086 38 40 13,042821 1313 | 1,813
59 1 1119040 | c24 [1,102] 39| 4t 13,08703 | 1336 |1,834

55 0 o 1,24102| 638 |1,118] 40| 42 13,13100| 1358 [1,855
1 3 11,20148| 651 |1,13a] 41| 43 1317408 1381 [1,875
a| 11134177 665 [1,151] 42| 44 13,21871 | 1404 {1,896
3 5 11,39190 | 680 |1,467§ 43| 45 13,26228 | 1428 [1,917
7 6 11,44186| 694 |1,18¢] 42| 46 13,30568| 1451 [1,939
5 7 1149166 | 709 |1,200] 45| 47 13,3a802| 1475 |1,960
6 8 1154129 | 723 [1,217] 46| 48 13,39199| 1499 | 1,981
7 9 1159076 | 738 |1,234] 47| 49 13,43401 | 1524 [2,003
8| 10 11.64007| 754 |1.251] 48| 50 13,47766| 1548 2,024
o 11 11,68021] 760 |1,268] 49| 51 13,52024| 1573 2,046
10| 12 11,73s18| 785 [1,285] 50| 52 13,56267 | 1598 |2,068
1| 13 1478699 [ 800 [1,302] 51| 53 43,60493| 1624 | 2,090
12| 141183564 | 817 |1.320] 52| 54 13,64703| 1650 |2, 112
#3| 15 11.88a12| 833 |1,337] 53| 55 13,68896| 1676 |2,134
ta| 16 11.93244| 840 |1,355] 52| 56 13,73074] 1702 | 2,157
5| 17 11,98059 | 866 [1,372] 55| 57 13,77235] 1728 | 2,179
16| 18 1202858 | 883 |1,390] 56| 58 13,81379| 1755 |3,202
17| 19 12,07640| 900 |1,408] 57| 59 13,85508| 1782 |2,225
18| 20 1212406 | 917 [1,426] 5856 0 13,89620 1810 |2,247
19| 21 12,17156| 935 |1,445] 59 1 13,3716 | 1837 | 2,270
20| 22 12218801 953 [1,463156 o 2 13,97795 | 1865 | 2,293




44 CARL FRIEDRICH GAUSS
logm logm
Q49 P+p A EE P+p Tk
560 0'[56° 2/13797795| 1865 |27293] 560 40'|560 42'15"47703 | 3231 | 37314
© 1 3 14,01859 | 1894 | 2,317 41 43 15,51120 | 3272 | 3,342
2 4 14,05906 | 1922 | 2,340 42 44 15,54521 | 3313 | 3,370
3 5 14,00937 | 1951 | 2,363 43 45 15,57906 | 3355 | 3,398
4 6 14,13952 | 1980 | 2,387 44 46 15,61275 | 3396 | 3,426
5 7 14,17950 | 2009 | 2,411 45 47 15,64627 | 3439 | 3,455
6 8 14,21932 | 2039 | 2,434 46 48 15,67964 | 3481 | 3,483
7 9 14,25898 | 2069 | 2,458 47 49 15,71285 | 3524 | 3,512
8 10 14,29848 | 2099 | 2,482 48 50 15,74589 | 3567 | 3, 541
9 11 14,33782| 2130 | 2,506 49 51 15,77878 | 3611 | 3,570
10 12 14,37699 | 2161 | 2,531 50 52 15,81150 | 3654 | 3,599
11 13 14,41600 | 2192 | 2,555 51 53 15,84407 | 3699 | 3,628
.12 14 14,45485 | 2223 | 2,579 52 54 15,87647 | 3743 | 3,657
13 15 14,493541{ 2255 | 2,604 53 55 15,90872 | 3788 | 3,686
14 16 14,53206 | 2287 | 2,629 54 56 15,94080 | 3834 | 3,716
15 17 14,57043 | 2319 | 2,654 55 57 15,97273 | 3879 | 3,746
16 18 14,60863 | 2352 | 2,679 56 58 16,00449 | 3925 | 3,775
17 19 14,64667 | 2385 | 2,704 57 59 16,03610 | 3972 | 3,805
18 20 14,68455 | 2418 | 2,729 58 (57 0 16,06754] 4019 | 3835 |
19 21 14,72226 | 2452 | 2,754 59 1 16,09883 | 4066 | 3,865
20 22 14,75982 | 2486 |2,780§57 0 2 16,12995 | 4113 | 3,806
21 23 14,79721 | 2520 | 2,805 1 3 16,16092 | 4161 | 3,926
22 24 14,83444 | 2555 | 2,831 2 4 16,19172 | 4210 | 3, 956
23 25 14,87151 | 2589 | 2,857 3 5 16,22237 | 4258 | 3,087
24 26 14,90842 | 2625 | 2,883 4 6 16,25286 | 4307 | 4,018
25 27 14,94517 | 2660 | 2,909 5 7 16,28318 | 4357 | 4,049
26 28 14,98175 | 2696 | 2,935 6 8 16,31335 | 4406 | 4,080
27 29 15,01818 | 2732 | 2,961 7 9 16,34336 | 4457 | 4,111
28 30 15,05444 | 2768 | 2,988 8 10 16,37320 | 4507 | 4,142
29 31 15,09054 | 2805 | 3,014 9 11 16,40289 | 4558 | 4,173
30 32 15,12648 | 2842 | 3,041 10 12 16,43242 | 4609 | 4,205 |
31 33 15,16226 | 2880 | 3,067 11 13 16,46179 | 4661 | 4,236
32 34 15,19788 | 2917 | 3,094 12 14 16,49100 | 4713 | 4,268
33 35 15,23334 | 2955 | 3,121 13 15 16,52005 | 4766 | 4,300
34| . 36 15,26863 | 2994 | 3,148 14 16 16,54895 | 4818 | 4,332
35 37 15,30377 | 3033 | 3,176 15 17 16,57768 | 4872 | 4, 364
36 38 15,33874 3072 | 3,203 16 18 16,60625 | 4925 | 4,396
37 39 15,37356| 3111 | 3,230 17 19 16,63467 | 4979 | 4,428
38 40 15,40821 | 3151 | 3,258 18 20 16,66293 | 5034 | 4,461
39 41 15,44270| 3191 | 3,286 19 21 16,69102 | 5089 | 4,493
40 42 15,47703 | 3231 | 3,314 20 22 16,71896 | 5144 | 4,526

P




UNTERSUCHUNGEN UBER GEGENSTANDE DER HOHERN GEODAESIE. 45

log m logm

Q+q P+p Tk Qg P+p s

570 20'|570 221671896 | 5144 | 4’526 580 0’| 589 2717"70678| 7698 |57933
21 23 16,74674 | 5200 | 4,559 1 3 17,72825| 7771 5,990
22 24 16,77436 | 5256 | 4,592 2 4 17,74956 | 7844 6,005
23 25 16,80182 | 5312 |4, 625 3 5 17,77072| 7918 |6,046
24 26 16,82913 | 5369 | 4,658 4 6 17,79171| 7993 6,084
25 27 16,85627 | 5426 | 4,691 5 7 17,81255| 8067 6,122
26 28 16,88326 | 5484 | 4,724 6 8 17,83324| 8143!6,160
27 29 16,91008 | 5542 | 4,758 7 9 17,85376; 82186,199
28 30 16,93675 | 5600 | 4,792 8 10 17,87414] 8294 16,237
29 31 16,96326 | 5659 | 4,825 9 11 17,89435 8371 6,276
30 32 16,98962 | 5719 | 4,859 10 12 17,9441 ] 8448 6,315
31 33 17,01581 | 5778 | 4,893 1 13 17,93431 8526 | 6,354
32 34 17,04185 | 5839 | 4,927 12 14 17,95406 | 8604 | 6,393
33 35 17,06772 | 5899 | 4,962 13 15 17,97365| 8682 |6,432
34 36 17,09344 | 5960 | 4,996 14 16 17,99308 | 8761 6,471
35 37 17,11900 | 6021 | 5,030 15 17 18,01236| 88416,511
36 38 17,14441 | 6083 | 5,065 16 18 18,03148] 8921 6,550
37 39 17,16965 | 6146 | 5,100 17 19 18,05045| 9001 ] 6,590
38 40 17,19474 ! 6208 15,135 18 20 18,06925] 908216,630
39 41 17,21967 | 6271 {5,170 19 21 18,08791| 9164 6,670
40 42 17,24444 | 6335 | 5,205 20 22 18,10641| 9246 {6,710
41 43 17,26905 | 6399 | 5,240 21 23 18,12475| 9328 6,750
42| a4 17,29351| 6463 | 5,275 22| 24 18,14293| 94116,790
43 45 17,31780 | 6528 | 5,311 23 25 18,16097 ] 9495 | 6,830
44 46 17,34194 | 6593 | 5, 346 24 26 18,17884| 9578|6,871
45 47 17,36593 | 6659 | 5,382 25 27 18,19656| 9663 |6,912
46 48 17,38975 | 6725 | 5,418 26 28 18,21412) 9784 6,952
47| 49 17,41342 | 6792 | 5,454 27| 29 18,23153| 9833 6,993
48 50 17,43693 | 6859 | 5,490 28 30 18,24879) 99197,034
49 51 17,46028 | 6926 | 5,526 29 31 18,26588 10006 | 7,075
50 52 17,48348 | 6994 | 5,563 30 32 18,28283 (10092 | 7,117
61 53 17,50652| 7063 |5, 599! 31 33 18,29962 10180} 7,158
52 54 17,52940| 7131 | 5,636 32 34 18,31625 10268 7,200
53 55 17,556212 | 7201 {5,672 33 35 18,33272 10356 | 7,241
54 56 17,57468 | 7270 | 5,709 34 36 18,34905 | 10445 7,283
56 57 17,59709 | 7341 | 5,746 35 37 18,36521 10535 | 7,325
56 58 17,61935 | 7411 | 5,783 36 38 18,38123 110625 | 7,367
57 59 17,64144 | 7482 | 5,820 37 39 18,39708 {10715} 7,409
58 |58 0 17,66338] 7554 | 5,858 38 40 18,41279 | 10806 | 7,451
59 1 17,68516 | 7626 | 5,895 39 41 18,42833 | 10898 | 7,484

58 O 2 17,70678 ° 7698 ' 5,933 40 42 18,44373110990|7,536
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