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o - Untersuchungen -
ther
Gegenstiinde der hohern Geodisie.
- Von . '
Carl Friedrich Gauss.

Zweite Abhandlung.
Der Konigl. Societit iiberreicht 4846, Sept. 1.

-

Die Aufgabe, aus der Grosse der Seite eines Dreiecks auf der Erdoberfliche,
dem Azimuthe an dem einen Endpunkie, und der geographischen Breite dieses
Endpunkts abzuleiten das Azimuth an dem ‘andern Endpunkte, dessen Breite
und den Lingenunterschied beider Punkte, gehért zu den Hauptgeschiften
der hohern Geodisie. Fiir den Fall der Kugelfliche ist der Zusammenhang
zwischen jenen sechs Gréssen am Schlusse der ersten Abhandlung in der
einfachsten und zar schirfsien Rechnung geeigneten Form aufgestellt, welche
auch leicht zu einer bequemen Auflésung der Aufgabe selbst benutat werden
kann. Es wird dadurch das Verlangen nach dem Besitz einer analogen un-
mittelbar fiir die Ellipsoidfliche giiltigen Auflésungsart erweckt, und der Zweck
der gegenwirtigen Abhandlung ist, eine solche zu entwickeln. Verher soll
jedoch erst die Auflssung fiir den Fall der Kugelfliche in ein noch helleres
Licht gestellt werden. Des bequemern Zuriickweisens wegen lasse ich die
Zahlenbezeichnung der Ariikel sich an die erste Abhandlung anschliessen.

i8.
Um den Grad der Genauigkeit, welcher durch die Formeln des 17. Art.

erreicht wird, besser beurtheilen zu kénnen, werden noch die Glieder der
nichstfolgenden Ordnung entwickelt werden miissen; es ist jedoch wohl der
Miihe werth, das Verfahren anzugeben, nach welchem diese Entwicklung

beliebig weit getriecben werden kann.
A2
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Ich erlaube mir an den dort gebrauchten Bezeichnungen einige Abén-
derungen, theils des bequemern Drucks wegen, theils um den verschiedenen
Bezeichnungen in den einzelnen ‘THeilen der gegenwirtigen Abhandlung etwas
mehr Symmetrie geben zu kénnen. Zunichst bedeute hier

r die Emfbéﬁyn’gﬁ}éf Leiden Punkte von einander, den- Halbmesser der
Kugel als Einheit angenommen.
B4 L1b und B — Lb die Breite am ersten und zweiten Endpunkte von r.
T4 4t und 77— 1t =180 das Azimuih des zweiten und ersten End-
punkts resp. vom ersten und zweiten aus.
2 den Lingenunterschied.
Es wird angenommen, dass das Azimuth von Siiden nach WWesten zu gezihlt
und / als positiv betrachtet wird, wenn der zweite Punkt westlicher liegt
als der erste.

Es soll ferner gesetzt werden

E=rcos 7
¢ = rsin T'.tang B
- __rsinT

~ cos B’
welche Gréssen dasselbe ausdriicken, was im 17, Art. mit 59, a9, A° be-
zeichnet war, nemlich die bis auf die dritte Ordnung (ausschliesslich) genauen
Werthe von b,¢, Z, und zwischen denen die Gleichung
rr < oz = §8 -+ 2

Statt findet. Die Ordoungen werden hier immer so verstanden, dass r wie
eine Grosse erster Ordnung betrachtet wird.
Zur Abkiirzung wird noch geschrieben
2 tang 1 r
r

=m

2sin 3 r
— I M.
r

Zu der beabsichtigten Entwicklung gelangen wir am leichtesten durch
Benutzung der Umwandlung der Formel
o . x = siny
mn die Reihe

! 191 2497

1 11
1 =1 — — gt 6 8 . .
gy =logx 4 wax + 5% + 25 + [i3a00F T WY
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welche man leicht aus der bekanmen S .

k““

NN

1
y:x(i-}-—ﬁ-xx-}- ‘*—{-—-1—1—5 +“52x3—{-us.w)
ableitet. VWendet man’ dieselbé zuvirderst -an’ auf die Gléichang
tang B .sin 7', tang § r = sin 11¢,
oder
fmr =sin}i,
indem man x =— %m T, ¥ == 31 setzt, so wird (I)
Iogt::logfz+logm+ mmm—{»zséo *z++?:f:21—}§6m515+“£—}66m813+u.&w.
Eben so, aus der Anwendung. auf die Gleichung
P .- - -~ sin Isinir
o e B

oder .
%,« nA = sin 1l

= sin }?

ergibt sich (II) ’
191 2497 -
il n gt 626 =0 858 1 u.s w.
logZ_.Iog),—{-logn—}- n/z)..3,+2880 pl +362880ﬂ A -}-2903040072 M usw
Die dritte Anwendung wird gemacht auf die Gleichung
cos B tang 1

=sin{b,’

tang T°
nachdem derselben vermdge der Substitutionen
< ni
tang 3 / =
2V (1 — L nnii)
cos B §
tang T
{olgende Gestalt gegeben ist
ng .
= sin 1 b.

k3

2V (1 — Lana)
Es ergibt sich dann (11)

1 1 )
logb = log§ -+ logn - g Al + n*it b — 384 n6is 4 ‘;(FS n8i% 4 u.s.w.
@’@(fm -+ --n‘*).}. -+ —-rzs)“-}- 52”8}‘6 + w.sow.)
4 — b — 834 ,
+2880 *(n +2n 22.+16/2). + ws.ow) ”

191 3
o 6+ Zn8l) + wsw
Se2880° " g T e w)
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2497

+ 55030400 29030400
+ uwsaw .

oder, indem man die Glieder glelcher Ordnung zusammenfasst,
logb = log§ + log z
1
+ 55 7 (68 + 3“«)

&e (n3 + uws.w.)

T+ 2880 — % (118 + 308804 + 451%)

+ sezagg 7° (19168 + 693 g@. 4+ 945 £21% + 945 15)

n8 (2497 §8 -+ 114605621 - 20790 §* 1% -} 18900 §5 16
-+ 14175 28)

1
+ 29030400
-+ wsow.
Um die Gleichungen I, II, IIT in eine ganz entwickelte Gestalt zu brin-

gen, wird man in denselben noch substituiren
1 B 7 31 6 127

— — r4 S —_— 8 V80 W
logm = 5™ 1440 gor20” T asssaco’ T WV
31
=1 3 6 W
i + 5+ 720 + foos0 T vV

m* =1 -}-é—rr +Z(—)r4'+u.s.w.

i
mb =1 4 57T ws W

u. 5. W.
log 1rr 1 r 1 r6 1 8
= — —rr — —— 1% — —_—— 8 .y, 5w
8 27 2880 181440 9676800 . W
1 1 1
=1 — — —rt — — 16
nn 5 rr+360r 50160 + wsw
1
n‘*:i-——ﬁrr—}-——-z‘*——usw

i
né = 1 — er—}-u.s.w

w s W,
Wir erhalten demnach fiir die Logarithmen von ¢, Z, 5, oder vielmehr

fir die Unterschiede dieser Logarithmen von den geniherten Werthen log 7,
log A, log &, znsammengesetzte Reihen, welche fortschreiten
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fiir log ¢ nach-den geraden Potenzen von. 7 und-r,: und deren Producten,

fiir log 2 eben so nach A und r, N R

fiir log & nach §, A und r, )
und die beigebrachten Zahlen enthalten diese Entwicklung bis-zu den Grossen
der achten Ordnung (einschl), daher #, Z, & selbst dadurch bis zu den Gréssen
der neunten Ordnung einschliesslich, oder der ellften Ordnung ausschliesslich
bestimmt werden.. . . .

Die Entwicklung von log & kann auch auf eine andere Art, nemlich
nach- den” Potenzen von &, -7 und = geschehen.  Seizt man -
5 == tang v, \

so wird

1 1 1 1
=% — —g5 e — 25 — — g7 A 9 u.s
y z 3% +5z 7 % +gz u.s, W,

und bieraus

1 251 3551
logy = & -3 56 g% — w8 wy
8y =Tgs — g + ~ 2835 + 56700 e w
Wendet man diese Relhe an auf dxe Gleichung
tang 1 ¢
tang1b = —>2
M =GB ag T’
nachdem man derselben vermége der Substitutionen.
i ;
tgB.tg T = —
€
me
tang 1 £ = - )
z i 2\f(1 — 1 mmar) -
folgende Gestalt gegeben hat
&m - ’
== tang 1b -
L 2V (1 — § mm e7) 2%
so ergibt sich . L,

1 1 1
logb =1 Io — gt e — 1646 848
s 0g & ~- logm -}~ Smmw-i- migt 4 Ty Rk +2048m 2% 4 ws.w.
1 1 1
—_ —-g’@(mm—i- —m““w + —-m5rp‘* -+ ;—4m%5 + u.sw)

- e

1440§4(m4‘+ mﬁfw -+ ——-?77/87/4'+ U 8. W.)

251
6 (1.6 —m8 R -
181440 g ( + meey + u. s \V) -

3551
+ 1152006 7° + waw) S .

~ u.sw
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oder, indem man ‘die Glieder gleicher Ordnung zusammenfasst, .o
logh = log § + logm S o S

1
_ﬁmm(2§§j3tw) ‘ e

(%3

%. 4 60 5
+ QSaOm (26@ 60gges + 4 "
—_— 6 (502 6 —— 4 1890 ¥ - 6 .- .
362380 ™ (50 g 1638§ 7z -} §§z 945.9%)
1 .J - ha
— 102 §8 — 30120 pbg- 49104’4'-»« 80 5.
-+ Sso30200 ™ (71 &8 —3 e m-}- 40 £% 9% — 37800 £L35,
- 14175 48)
— . s W

Durch Substitution der oben “gegebenen WWerthe von ‘log m, mm, m*
u.s.w. erhilt man hieraus die gesuchte Reihe, welche sich iibrigens auch aus
der erstern nach §, A, r fortschreitenden unmitte]bar ableiten ldsst, indem
man rr — §& — 77 fiir A substituirt.

19.
Fir unsern Zweck reicht es hin, die Formeln nur bis zur vierten Ord-

nung (einschl) genau aufzustellen, nemliéh

1 .
log ¢ = logz -+ ﬁ(2r/' -+ o) - 2——8@(44'4 +-20rrez - 11:¢%)

1
log? = logl — EZ(IT — M) — == (r* 102 — M)“)

2889

1 .
logh = log § — 21 (rr — 88 — 322) — 5880 (14' + 10r1 &8 -+ 30rri) —-H@“‘

— 3088 — 45A% ¢ . e
Anstatt der letzten Formel kann man auch eine der folgenden gebrauchen:
logh = log § + —(2/r—-2§§+ 327) + —= 2880 (141“'-—~40rr§g’+60rrm+26§4'
— 60ECTT -+ 452%) -
logb = log ¢ + 5 (2},}. + TT) — 3350 —— (128542 — 12585 re — 14 2% — 3224 ¢3 +2%)

logd = log§ -+ 2—4(2),). -+ 22) — -58—80-(127‘1'2).——121‘1":1-»—26).“‘——-82).%—-—“14).
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In allen diesen Formeln sind.r, &, A, 7 b, Z, ¢t .als in Theilen des Halb.
messers ausgedriickt und . die. Logarithmen. als hyperbolische zu verstehen,
Sollen dagegen jene sieben Grissen in Bogensecunden ausgedriickt und die
Logarithmen die briggischen sein, so erleiden die Formeln weiter keine Ver.
dnderung, als dass der gemeinschafiliche Zahlencoéfficient der Glieder zweiler
Ordoung ot in Ly, und der gemeinschafiliche Zahlencoéfficient der Glieder
vierter Ordnung 5l in p verwandelt werden muss, wo 1> v die Producte
der Gréssen 14500 und 5o ot in den Modulus der briggischen Logarithmen
bezeichnen, ¢ in der im Art. 16 angegebenen Bedeutung genommen (und
damit auch x). Man hat fir diese constanten Factoren
log = 7.9297527989 (— 20)
log » == 4.9206912908 (— 30).
Bis zu den Gliedern zweiter Ordnung stimmen diese Resultate mit den
im 17, Art. gegebenen iiberein, Der Zweck der vorstehenden weitern Entwick-
lung war nur, klar hervorireten zu lassen, dass selbst zur schirfsten Rech-
nung die Glieder zweiter Ordnung villig zureichen: in der That kommt in
dem ganzen Hannoverschen Dreieckssystenre kein- Fall vor, wo die Glieder
vierter Ordnung den Betrag von,_ zwei Einheiten der zehnten Decimale erreich-

ten, und nur ein Paar Fille, wo .sie Eine Einheit der zehnten Decimale
iiberschreiten. )

<0.

Wenn unsere Formeln, welche nicht von der Breite und dem Azimuth
an dem einen Orte, sondern von dem Mittélwerthe dieser Gréssen an den
beiden Ortern ausgehen, zur Auflgsung der zu Anfang dieser Abhandlung
aufgefithrten Aufgabe benutzt werden sollen, so wird diess auf eine indirecte
Art, oder richtiger durch stufenweise beliebig weit geirichene Anniherung
geschehen miissen, Der Gang der Arbeit besteht darin, dass man von irgend
einem gendherten Werthe von 7' ausgeht (wofiir man in Ermangelung aller
anderweitigen Kenntniss oder Schitzung zuerst das gegebene Azimuth an dem
ersten Orte annehmen kann) und daraus einen viel schirfern ableitet; mit
diesem dann dieselbe Rechnung wiederhohlt, und damit so lange fortfihrt, bis
man zu sichenden Resultaten gelangt. Man hat dabei zu beachten, dass bei

Mathem. Classe II1. B
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den ersten Rechnungen nur 4 oder & Zifern der Logarithmen beriicksichtigt
zu werden brauchen, und dabei .§ und 7 ansiait der corrigirten; 5 und #
angewandt werden diirfen, daher man auch, bei diesen ersten Rechnungen,
sich um A und 7 noch nicht zu bekiimmern braucht, ~ Die Formeln sind so,
wenn fir den ersten Ort die Breite mif B9, das Azimuth mit 70 hezeichnet
wird, der Reihe nach folgende:

L =rcosT

'B= B° — i{§

¢ = r sin T tang B

T—= T0 — is. .
Nachdem man dahin gelangt ist, dass bei dem Gebrauch von fiinfzifrigen
Logarithmen der Werth von 7' sich nicht mehr 4ndert, berechnet man A

nach der Formel
2 = rsin T sec B

und fithrt dann eine neue Rechnung mit sieben Decimalen, wobei man die
logarithmischen Correctionen vermittelst der Formeln
~ logh = log& + pAd -4 % uve
logz == loge -+ wir -+ Lz
zuzieht und B = B0.— 15, T==T° — 1¢ setzt. Eine nochmalige Wieder-
holung wird in der Regel dieselben, oder kaum merklich geinderte Resultate
wiedergeben, und dann erst wird auch noch die Berechnung von 7 nach

der Formel
logZ == log A — Lurr 4 s uli

beigefiigt. Um die Schnelligkeit der Anniherung (die hauptsichlich von der -
Kleinheit von 7 abhingt), an einem Beispiele zu zeigen, setze ich die Haupt-
momente der Rechnung fiir den Ubergang von dem Dreieckspunkte Brocken
zu dem Punkie Inselsberg hieher. Es ist diess die grosste Dreiecksseite in
dem Hannoverschen Dreieckssystem, viel grdsser, als sonst bei trigonometri-

schen Operationen vorzukommen pflegen.

Bei der nach den Grundlagen der ersten Abhandlung bearbeiteten con-
formen Darstellung auf der Kugelfliche ist die Breite des Brockens
BO = 510 46’ 3" 6345; das Azimuth der Seite Brocken-Inselsberg 70 =
504922177704, der Logarithm dieser Seite in Toisen = 4,7353929 oder
in Theilen des Halbmessers = 8,22018543, oder in Bogensecunden, wie bei
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unsern Formeln vorausgeseizt ist, log r = 3,5346106.. Setzt man zuerst
T = 5042, so wird
& = 3408
B = 51917 40"
T = 424"
und folglich ein geniherterer Werth
T'= 5938 50",
Die hiemit wicderholte Rechnung ergibt

g = 3407" 9
B = 51017 39" 7
T = 420" 55

= 5938 51" 5.
Mit diesem Werthe von 7' wird nun die schirfere Rechnung angefangen

und dabei zugleich die logarithmische Correction' mit zugezogen. Es findet
sich, in Einheiten der siebenten Decimale,

- urr == 99,76
ull = 247
pre = 1,50
folglich
pAh + Fure = 4 3
urr 4+ 3 uze = + 101
—dprr G Ludd = — 49
und

log§ = 3. 5324974e
log b = 3.5324977
b = 3407”9852

B = 51017 39" 6419
log ¢ == 2.6238492
log ¢t == 2.6238593
t = 420" 5904

7'= 5°38 51" 4752.
Eine nochmalige Wiederhohlung der Rechnung mit diesem Werthe von 7'
bringt bei & gar keine Anderung hervor, und # verwandelt sich in 420" 5808.
Man erhilt daher
Breite des Punkis Inselsberg
- - BO — & = 50049 15" 6493
B2
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Azimnth der-Dreiecksseite=Inselsberg - Brocken -
T0 — 5 1 1800 = 1850 35’ 21" 1806.

Endlich findet sich
log A = 2,7315487

log I — 2,7315438
I — 53879442 — 008 58" 9442.

Die Bequemlichkeit dieses Verfahrens wird allerdings erst dann in ihrer
vollen Grésse fithlbar, wenn man sich die Hiilfen des kleinen Mechanismus
bei Handhabung derartiger Methoden zu eigen gemacht hat, wozu eine An-
weisung hier nicht an ihrem Platze sein wiirde. Ich begniige mich hier
nur anzudeuten, dass, was in obigem Beispiele wie eine viermalige Rechnung
erscheint, nicht in der Form von vier getrennten Rechnungen, sondern wie
eine einzige geschrieben werden soll, indem man bei jeder neuen Uberarbei-
tung nur die letzten Zifern erginzt oder verbessert. Jedenfalls braucht man
immer nur die letzte Rechnung aufzubewahren, und gerade darin besteht ein
grosser Vortheil, zumal bei Messungen von bedeutendem Umfange, dass man
dann den ganzen wesentlichen Kern der Berechnung fir alle Dreiecksseiten
im moglich kleinsten Raume und in der iibersichtlichsten zu beliebiger Prii-
fung der Richtigkeit geeignetsten Form besitzt.

=1.

Ich gehe jetzt zu der Hauptaufgabe selbst iiber, welche fiir die Ellipsoid-
fliche eine #hnliche Methode fordert, 'wie fiir die Kugelfliche im Vorher-
gehenden gegeben ist. Die Auflésung dieser allerdings etwas verwickelten
Aufgabe soll hier auf zwei ganz von einander verschiedenen VVegen abgeleitet
werden. Da die eine Ableitung, mit welcher der Anfang gemacht werden
wird, sich auf diejenige conforme Ubertragung der Ellipsoidfliche auf die
Kugelfliche griindet, deren Theorie in der ersten Abhandlung entwickelt ist,
so kann die Auffindung dieser Auflésung wie die erste mittelbare Benutzung
dieser Theorie fiir . die Zwecke der hohern Geodisie betrachtet werden.
(Vergl. Art. 11). 7

Es mégen demnach jetzt durch B + 16 und B — 45 die Breiten
zweier Punkte auf der Ellipsoidfliche bezeichnet werden; ihr Léngenunter-
schied durch 7; das zwischen ihnen enthaltene Stiick einer geoditischen Linie

s——
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(und zwar hier nach beliebiger Einheit gemessen) durch r; die Azimuthe der
Linie am ersten und zweiten Endpunkte durch 7" 4 32 und 7 — Lz 2= 1800
Es handelt sich also darum, &, Z und # aus », B und 7 zu finden durch
Formeln, welche den oben fiir die Kugelfliche gegebenen analog sind, und
in dieselben iibergehen, wenn man die Excentricitit = 0, oder die beiden
Halbachsen der erzeugenden Ellipse unter sich gleich und =1 setzt.

Die Breite des der conformen Ubertragung auf die Kugelfliche zum
Grunde liegenden Normalparallelkreises bezeichne ich (wie oben Art. 3) mit
P fir die Ellipsoidfliche, und mit Q fir die Kugelfliche; zugleich nehme
ich an, dieser Normalparallelkreis sei so gewshlt, dass Q dem arithmetischen
Mittel der Breiten der beiden betreffenden Punkte auf der Kugelfliche gleich
wird: diese Breiten selbst seien Q 4+ 4g und Q — 1¢. Es sollen ferner
a, 4, a,e,D, § dieselben Bedeutungen behalten, wie in der ersten Abhand-
lung, Art 2.3.4ff; es bedeuten nemlich

a die halbe grosse Achse des Ellipsoids, oder den Halbmesser des Aquators,

A den Halbmesser der Kugel,

1: das cagstante Verhiliniss der Langenunterschiede auf dem Ellipsoid
zu den entsprechenden aunf der Kugel,

e = sin O die Excentricitit der erzeugenden Ellipse,

sin § = e sin P,

Den zwischen den beiden Punkien auf der Kugelfliche enthaltenen
Graosstekreisbogen bezeichne ich mit s; die Azimuthe dieses Bogens am ersten
und zweiten Endpunkte mit U 4 4z und U — %z == 1800. Erwigt man
nun noch, dass der Lingenunterschied zwischen beiden Punkten = a7 ist,
so findet man zunichst die vier strengen Formeln

sin }s.cos U = cos Lal.sinlq
sin 4s.8in U = sin  al.cos Q
- cos 4s.cosfu== costal.cosiq
cos 1s.sinfu=—= sin lal.sin Q
und hieraus die niherungsweise richtigen
g =s.cosU(1 4 599 — ggss + Leeld) . - o o o« o o o . oo (D)
DU s b draall) e o e e e e e e (@)

cos Q
w == S. Sin U. tang Q ('1 + -1-1;288 + 2—%“[&) e & o e s % ® & o o 8 (3)

al==s.
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Es ist unndthig zu erinnern, dass in diesen drei Gleichungen 4 g, s, z in Theilen
des Halbmessers ausgedriickt verstanden werden. Man sieht leicht, dass sie bis
aof die fiinfte Ordnung (ausschl) richtig sind, indem s wie eine Grésse erster
Ordnung betrachtet wird, nnd dass man, ohne den Grad der Schirfe zu
vermindern, in den eingeklammerten Gliedern rechter Hand statt ¢, 7 und z
sin U
cos

auch s.cos U, s.

, s.sin U.tang Q substituiren darf,

7.

Es miissen nun zuvérderst die Grossen B, b, 7, ¢, r, welche auf der
Ellipsoidfliche ihre Bedeutung haben, mit ihren Correlaten auf der Kugel-
fliche Q, ¢, U, u, As verglichen werden. Alle dafiir hier aufzustellenden
Gleichungen werden bis wenigstens auf die dritte Ordnung (einschl) genau
sein, und, dass dieser Bedingung geniigt werde, wird sich aus der Entwick-
lung selbst leicht erkennen lassen.

Wendet man die im 8. Art, gegebene Reihe auf unsere beiden Punkte
an, so miissen die dort allgemein mit p und ¢ bezeichnetch Grossen nach
unserer jetzigen Bezeichnung ausgedriickt werden

fir den ersten Punkt durch B 4+ 16— P und 1g,
fir den zweiten Punkt durch B — 16 — P und — 1gq,
und wir haben demnach die beiden Gleichungen

cos 3ee
b=P g — . s P.
B4 +2c08(p ¢ Seos gt cos P.sin P.gq
ee p— 2 in P2 2, si 2 g y 5
+16003 P c-o-s—aC cos P +sxf1 - ee (5 cos P2.sin P sin P4)) g
cos 3ee )
“‘éb: - . - . Pu P.
B—1 P 2 cos ¢ | 8 cos ¢ 2 cos L7 .81 2. 99

—_ i%wijm (— cos P2~ sin P2~} ee (5 cos P2, sin P2 — sin P%)) ¢°.

Durch Addition und Subtraction ergibt sich also

3ee
=P— . B N e S €
B Scosg? cos P.sin P.gq 6)
b ::cosg.q-f- i (— cos P24~ sin P2 - ee (5 cos P2.sin P2 —sin P4)) ¢5 (5).
cos (p Bcos g3 cos .
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Man sieht iibrigens leicht, dass die Gleichung (4) um Gréssen vierter, die
Gleichung (5) hingegen nur um Gréssen fiinfter Ordnung ungenau ist.

Um 7 und ¢ mit U und z zu vergleichen, werden die am Schluss des
15. Art, entwickelten Formeln benutzt werden miissen, denen eine Voraus-
setzung zum Grunde lag, welcher in der gegenwirtigen Untersuchu_ng geniigt
ist. Man hat dabei nur zu erwigen, dass die dortigen +[9, und ]’ nichts
anderes sind, als hier 7+ L2z — (U + Lu) uwnd 7 — 3t — (U — Lu);
ferner das dortige % dasselbe was hier s; endlich dass das dortige & von
der hier mit U bezeichneten Grésse im Allgemeinen nur um eine Grisse
zweiter Ordnung verschieden sein kann, jedenfalls aber der Unterschied wenig-
stens von der ersten Ordnung ist. Es ergibt sich so, auf die dritte Ord-

nung einschl. genau

T4 4t= U4 Lu — ee cos P .sin P .sin U. cos U2.35

12 cos ¢ cos 0

.sin P.sin UU. j2
T 3t = U_%u_{_eecosP sin P.sin /. cos U e
= 12 cos ¢ cos O

und folglich, eben so genau,
T=U. .. i, ®

eecos P.sin P .sin U.cos U2
t =1 — .85.........-(7).
6 cos ¢ cos

Die Vergleichung der Lipge der geoditischen Linie auf dem Ellipsoid
mit dem Grosstekreisbogen auf der Kugel ist zwar in Art. 15 fir den in Rede
stehenden Fall nicht besonders entwickelt: es ist jedoch sehr leicht, diess zu
erginzen. Es ist nemlich in den dortigen Bezeichnungen die Linge des geo-
ditischen Bogens

cos y
m cos 1Y

~ welche Integration von m = — 1 (A— ) bis x = + L (% + J) auszudehnen
ist. Da y und ) nur Gréssen von der dritien Ordnung sind, so sieht man

:A .dx

A in dem Werthe des Integrals

. . €os
leicht, dass die Weglassung des Factors S

nur einen Fehler der siebenten Oxdnung hervorbringen kann. Jene Linge ist
also, bis auf die fiinfte Ordnung einschl. genau,
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:Af‘:{-: Aﬁx (1 — ux3 — p'x%)
= 4 (x — Lux* — 1 p'x5 + Const.
= A (h— §(158 + h8%) o — gy (5 - 107508 4 546%) 4.
Die Coéfficienten gz, ' lassen sich angeben, wenn man in der Reihe

. _2eecosP.sinP 5 ee cos P2 i P2Y ot
m = “Beosg cosl . g —_——6(:03@200502 (1 — Teesin P9)g* . ...
(welche von selbst aus der Ar. 9 gegebenen folgt) fiir ¢ die Substitution macht
g = ~— cosy.x — %tang Q.siny2xx . ..

(deren leichte Ableitung hier weggelassen werden kann), und das Resultat mit
der Reihe ’
m =1 pxd 4 pxt...
zusammenhilt. Fiir unsern gegenwirtigen Zweck ist jedoch mehr nicht néthig,
als nachzuweisen, dass die gesuchte Linge des geoditischen Bogens von 4%
nicht mehr als um eine Grésse fiinfier Ordnung abweicht. Da nun ersicht-
lich A5 4 104348 - 543% eine solche Grésse ist, so braucht der entwickelte
Werth von p” nicht hichergesetzt zu werden. Fiir g -aber ergibt sich
der Werth :
__2eecos P.sin P

B T s g cos 0

und da Jcosy nach Art. 15 eine Grésse zweiter Ordnung ist, so wird offenbar
auch (433 4 74%) u eine Grisse fiinfter Ordnung.

Wir haben demnach, da % dasselbe bedeutet, was jeizt mit s bezeichnet

ist, bis auf die fiinfte Ordnung ausschliesslich genau

r
3:;..-....-.........-...-(8).

. cos 5

Endlich, damit alles fiir die weitere Entwicklung erforderliche hier bei-
sammen sei, seize ich noch folgende schon in der ersten Abhandlung (Art. 4,
6 und 3) gebrauchte sirenge richtige Gleichungen hieher:

__acosg 0
_coSezncc--co.c....o ()
wsQ = PP o)

@ COs ¢

- sinQ:smP

3
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und die aus der Verbindung dieser beiden hervorgehende
cos ¢ tang P

tangQ::—-—c—a;—a——-—......‘..........(ii).

=3. -
Zur Erreichung unsers Zwecks brauchen nun bloss diese Gleichungen
gehdrig combinirt zu werden.
Zuvérderst ergibt sich aus der Verbindung der Gleichungen (1), (2), (3),
dass ¢q 4 ctetld ~— un — ss eine Grisse vierter Ordnung ist, daher man
anstatt (2) auch schreiben kann

s .8in°U
. cos O (t — 2599 + sy un),

oder wenn man nach (8), (9) und (10)

r cos 62 cos 0 cos P
y €CO8Q — "
@ cos ¢ €os ¢

I =

—

schreibt,
rcos §sin U
l= T s P (1 — 2499 + Fuw).
. /] 1 — eesin P2 . .
Es wird ferner cc:: = vV ccsee;m ) vermittelst der Gleichung (4) und

durch eine leichte Rechnung entwickelt in

cos 6 /(1 — ee sin B?) 3 ee sin P2

cos P cos B + 8(1——eesinP2)'qQ)’
was bis auf die vierte Ordnung ausschl. genau ist. Wir haben daher, wenn
zugleich 7’ fiir U geschrieben wird, gemiss der Gleichung (6),

_ 1V (1 —eesinB?),sin T 1 — 10 ee sin P2 ,
t= (- 24(1—-eeainP2).gq+gzuu)'

a cos B

s . . . o . - cos ¢
Nachdem in dem eingeklammerten Theile noch substituirt ist VA —cesm Pg)'b

fir g, sedann # fir z und endlich B fur P, was alles, nach Gleichung (5),
(7), (4), wie man leicht sieht, geschehen kann, ohne den Grad der Genanig-
keit zu vermindern, und wenn wir ausserdem, zur Abkiirzung,

V(1 — ee sin B2) = k
schreiben, so erhalten wir (I)

kr sin T (1 — 10 ee sin B2?) cos 2 .
‘= rE Ty +Bb + Aot}

Mathem. Qlasse 111, C

(-
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4.
Auf shnliche Weise verwandelt sich Gleichung (1) in

g=scs Ul — 799 + o555 + Juu)
und daher Gleichung (5) in

__Tc0osf3cosU . ee . . 2t D2
5—-——-—~——-——-a cos 2 (1—-(T§+—-—-——————————8°08¢ Tons 02(°°3P —sin P2—ee(5cos P2sin P2— sin P4))) gq

oy s+ ).
Fir cos §3 = (1 — ee sin PZ)? findet man leicht die vermittelst (4) so weit,
wie hier néthig ist, gefiihrte Entwickelung

9 e* cos P? sin P2
8 cos g2 (1i— ee sin P2) £ 99),
wodurch die vorhergehende Gleichung sich verwandelt in

3
cos 63 = (1 — ee sin B2?)" (1 —

r(i-—eesinB2)gco§U . ee
a cos ¢? (1—-(T"‘;_I.Scosqoz(1--—e«esin]-"b’)(‘ms
ee (4 cos P? sin P2 |- sin P4))) qq - % ss -} L uw)
oder in einer etwas verinderten Form
rk3cosU 1
— — 14 M sin P2 — O g% sin P4
o gt (1— 24cosq>2(1——eesinP2)(2+ee (8ee —14e%)sin P2 —9e*sin P#) gq

+ t s o+ )

b =

P2 —sin P2 4

b=

Schreibt man nun noch hierin

cosp.b
v (1 — ee sin P?) anstatt ¢, wegen (5)

rr (1 — eesin P2%)2
aa cos g?
- T und ¢ anstatt U und z,” wegen (6) und (7)
und zuletzt
B fiir P wegen (4),
was alles, ohne Nachtheil fiir die Genauigkeit gescheben kann, so erhilt
man (II) \
k3

1
— . —_— — — 14 ¢*) sin B2 — 9 ¢* sin B) , bb
b_acosq>2 cos T'(1 Yy (24ce — (8ee — 14¢*) sin B e* sin B¥)
2z

12 aa cos ¢?

anstatt ss, wegen (8) und (9)

-+ orr 4 L)
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25.
Aus den Gleichungen (1) und (3) erhellet, dass gqu  son

. . s%cos ¢ cos U2 sin U, tang P
85 cos U2 sin U tang Q, oder nach’ (11), von L vy g nur
um eine Grosse fiinfter Ordnung verschieden ist: es ist daher verstattet, die
Gleichung (7) auch so zu schreiben

ee cos P2
6 cos p? 99);
oder wenn man fiir z den Werth aus (3) substituirt, und nach (), 9y, (11),
_.Tcosf®  rcosd tang P
T acosy  atang Q

t=u (1 —

setzt
__rcos@tang P.sin U ee cos P2
¢ = - (14 Fruu +T’583~W~%)-

Fiir cos §.tang P = v (1 — eesin P2?). tang P findet man nach (4) den so
weit wie hier néthig ist entwickelten Werth

. 3ee — 6 e* sin P2 - 3 e* sin P+
L o h\f(i — ee sin B?).tang B (1 ~} Soong? (1 — veoin %)
und folghe

i — 14.6%) sin P2 4 sin P4
=r1:ta.ngaBsmU(1+See+(;:ios ;fa)iflefs;lfzg sin P g g 55 oy ).
Macht man nun noch hierin dieselben Substitutionen, wie im vorhergehenden
Art., so erhilt man als Endresultat (IIT)

A 3 — 4\ g1 2, 4 o1 4 4
tziltangf.sxn T( 1 +5ee+(4ee 14;4)21:13 -+ 5e*sinB b +12( “:ccos{pz‘rr A th).

Die drei Formeln I, I, IIl enthalten im WWesentlichen die Auflésung
unsrer Aufgabe. Dass sie bis zur dritten Ordnung einschliesslich genau sind,
steht durch ihre Ableitung unmittelbar fest. Dass aber in der Wirklichkeit
ihre Genauigkeit noch eine Ordnung weiter reicht, oder dass der Fehler jeder
der Formeln von der finften Ordoung ist, wiirde sich leicht durch einige
erginzende Zwischenentwicklungen, oder auch dadurch darthun lassen, dass
in den Ausdriicken ihrer Natur nach keine Gréssen gerader Ordnung Statt
finden kénnen: ich halte mich jedoch dabei nicht anf, da die zweite in den
folgenden Artikeln (26 — 32) auszufithrende Ableitung der Formeln dasselbe
Resultat von selbst in sich begreift.

q99)

z

C2
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26.

Diese Untersuchung ist wie eine selbststindige von allem vorhergehenden
unabhingige zu betrachien, und es sollen daher zur Bequemlichkeit und zur
Verhiitung von Ungewissheiten alle dabei zu verwendenden Bezeichnungen
so-wie sie auftreten erst erklirt werden. - Meistens werden diejenigen Buch-
staben, welche schon in der ersten Ableitang gebraucht sind, ihre- dort:ge
Bedeutung behalten, doch werden ein Paar derselben (z und s), da sie dort
bloss Hiilfsgrossen vorstellen, die in den Resultaten nicht mehr erscheinen,
hier ohne Ubelstand zu anderm Zweck benutzt werden diirfen.

Durch die zwei Punkie der Ellipsoidfliche, auf welche die Aufgabe sich
bezieht, werde eine geoditische Linie, zunichst von unbestimmter Ausdeh-
nung, gefithrt, und auf derselben ein beliebiger Anfangspunkt gewihlt. Das
Stiick jener Linie von dem Anfangspunkte bis zu einem unbestimmten Punkte
werde durch z bezeichnet; der VWinkel, welchen, an letzterm Punkte, die
geoditische Linie mit dem Meridian macht, jene in dem Sinne wachsender z,
diesen von Norden nach Siiden genmommen, durch X; Breite und Linge
des unbestimmten Punkies durch ¥ und Z. Ich nehme an, dass die Lingen
von Westen nach Osten, die Azimuthe X in dem Sinn von Siiden nach
Westen zun wachsen. Werden nun noch, wie immer bisher, halbe grosse
Achse und Excentricitit der erzeugenden Ellipse durch @ und e bezeichnet,
so hat man, aus bekannten Griinden

dY _ cos X (1 — ee sin Y2)2

== s R IR O
aZ sin X (1 — ee sin YZ)%
= — N )
Es ist ferner, nach einem bekannten Lehrsatze, die Grosse
sin X cos Y

v (1—eesin Y2)
fir alle Punkte derselben geoditischen Linie constant, und hieraus, wenn
man logarithmisch differentiirt,

cgtanngX: tangY__My_’ dY__(ig-ee____)_ﬂg-.—-Y-.dY, )

1 — ee sin Y2 1— ee sinY?
folglich, aus der Verbindung mit (1), ‘
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aX sin X tang Y (1 — .ee sin Y%).';' o 5 R

-d—I; — 2 . . »* . - 3 . . - ‘. »(?)-
Wir wollen jedoch unsere Aufgahe allgemeiner fassen, und |

dX dY az

—_—= X —_— - ==

du ’ du Y . )

setzen, indem wir zunichst nur voraussetzen, dass x, y,z :irgendwelehe ge-
gebene Functionen der beiden Verinderlichen X und ¥ sind. Es entstehe

ferner durch neue Differentiation
dr = &'dX - &"dY
dy = y'dX 4 y"dY ’ .
dz = 7dX 4 z"dY ;

und dann durch nochmalige Differentiation S
ds’ = &"dX '+ xdY, ds” = sdX 4 xdY - - - . .
&y = y"dX 4+ ydY, &y’ = yvaX 4 ydY
dz" = 5"dX 4 z2vdY, dz”’ 2vdX - z7dY.

Es wird demnach, insofern Z, implicite, nur eine Function von u ist,
iz
<du
%d‘—g = xz’ - yz"
a3z 'y ' o "o, " o
5 = %5’z = xyz" 4 &y - s +xx 4+ 2xyzv + yyzv.

Die successiven Differentiélqnotigmeﬁ' von X und 'Y lassen-sich auf die-
selbe Art entwickeln, oder ummittelbar aus denen von Z ableiten, wenn man
nur darin fir z ohne und mit Accenten bezxehungswexse x und y ebenso
accentuirt substituirt.

= —— a a

1

=z ol s ° - N ;

.o B

-

e,

Es seien nun die bestimmter Werthe, welche die vier Grossen u, X, Y, Z
in den beiden Pupkten annehmen, auf welche unsre . Aufgabe sich bezieht,
der Reihe nach,

fir den ersten Punkt R — Lr, T 4.1t, B 445, L+ 3!

fir den zweiten Punkt R +3r, T—4t, B—4b, L —412
und eben so, fiir den]emgen Punkt der geoditischen Linie, welcher zwxsehen
jenen in der Mitte liegt, beziehungsweise R, T, B, L, wo demnach die-Cursiv-
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typen T, B, L _von. ({en‘ Antiqua T, B, L wohl unterschieden werden
miissen.

Es mégen ferner die in-der Gestalt von Functionen von X und ¥ er-
scheinenden achtzehn unbestimmten Grissen

x,x,x,x,x”,xv
Ty e - -

¥ ¥ ¥y A
z, z, 2% 2", zv, v
durch die Substitution X= 7, ¥ = B die bestimmten Werthe
f,f'gfwf"f"'f" , .
8 81858 8% &
h, K, B, K", h“’ kv 5
annehmen; hingegen durch_die Substlmtlon X.... T,- Y=38 folgende
f, ', £7, f”‘ frv, f"
8.8, 8,€"% g% &
h, k', h”, h”, h!v,,h"

Durch den Taylorschen Lehrsatz wird der Werth von Z fir z=R — Lr
in die Reihe
5
L-—-%r.——-—-{-% ddZ ——-—fgrf'.%—ug'-}- ws W,

entwickelt, und der fur v=2R + irin - -
ddZ d3Z
L+§r.~—+§rr.-—v—+zg .55 Fusw

wo fiir die: Dxffe’remlaiquonenten dxe}emgen bes‘tlmmten Werthe gesetzt werden

miissen, welche dem Werthe z = R entsprecben, ‘also -
dZ
de
daZ 4 ” -
duz—fh-j-gh st T
d3Z

a;g — ff’h' + fgzhrr + f”'gh’ _*_" gguhu + ffhp"?t’:; 2 }.‘g.hw + gghv.

Da nun jene beiden Werthe von Z beziehungsweise .-.;.Lm}— ll and L — 1!
sind, so erhilt man -

L=L+4+ }({h4gh)rr ., . ... . . . N )]
1= — by — g (W + T+ g+ gg’b K" - 206h0 - gghv)r5 (5)

= h
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wo die erstere Gleichung bis auf Gréssen der vierten, die andere bis auf
Grissen der fiinften Ordnung ausschl. genau ist *). N

Wenn man erwigt, dass in der obigen Entwicklung in Beziehung auf
Z nichts weiter- vorausgesetzt ist, als dass es eine von z abhiingige verinder-

liche Grésse ist, deren Differentialquotient 4, = 2 durch irgend eine Function

von X und Y ausgedriickt werde, so kann man die gefundenen Resaliate
auch unmittelbar auf jede andere in gleichem Falle sich befindende verinder-
liche Grésse, namentlich auf X oder Y- selbst, iibertragen, wenn man nur
anstatt L, L, Z, und der verschieden accentuirten h beziehungsweise 7) T, ¢
und die verschiedenen f, oder B, B, 5, und die verschiedenen g einschiebt.
Zunichst giebt uns demnach die Gleichung (4), von welcher hier sonst kein
directer Gebrauch gemacht wird, folgende beiden, gleichfalls bis zur vierten
Ordnung ausschl. genauen:

T=T4 LU+ fg) rr

B=2B+}( + gg") rr.
Man schliesst hieraus zuvirderst, dass & und h, als die Werthe von z, je
nachdem man 7" und B, oder T und B fiir X und ¥ substituirt, von
“einander um eine Grésse zweiter Ordnung verschieden sind, und zwar wird
dieser Unterschied, bis auf die vierte Ordnung ausschl. genau, bestimmt
durch die Formel

* ” dz l— ” d
h=nh4 L' 4 £g) rr.(aj-)() + 3 (8 34 g8 }rr(a%),
wo fiir die partiellen Differentialquotienien (g)f-{) und (;v—zf), oder z’, z”

ihre bestimmten Werthe bei X=T, ¥ =B anzunchmen sind, nemlich h’
und h”. Es ist also, bis auf die vierte Ordnung genan,

h=hA—§ Y 4 h" 4 £gh’" + gg"h") rr
und vermdge der Substitution dieses WWerths in der Gleichung (5) wird auf
die fiinfte Ordnung ausschl. genau =
I=— hr + ¢ (2N 4 24g'h" + A"gh' 4 2g5"h" — f1h"” — 2fghtv — gghv) r,

. . r . .
*) Die Bemessung der Ordnungen geschieht so, dass — wie eine Grésse erster

Ordnung betrachtet wird, Man erkennt leicht, dass die Coéfficienten von r, rr, r3
u. s. w. die Divisoren @, aa, a% w s.w. impliciren.
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I

Aus gleichen Griinden; wie h von %, werden auch f, ', £/ n.s.w. 8.8, 8
ws.ow. b, h" ws.w von £ £, fMus.w. g, g, g vs.w. A, B u,s.w. he-
ziehungsweise um Gréssen zweiter Ordnung verschieden sein, und man kann
daher in dem eben gegebenen Ausdruck fiir / anstatt jener Gréssen die lelz-
tern ohne Verminderung des Grades der Genauigkeit substituiren. Es ist
also gleichfalls bis auf die fiinfte Ordnung ausschl. genau

l=—hr + 5 QIE + 218K + 2fg'H + 288" K" — ffK" — 2 fghw
— g rs. . . . . . . . (6)
Der obigen Bemerkung zifolge darf man nun auch in dieser Gleichung 7 mit
¢ oder mit b vertauschen, wenn man nur
anstatt %, &, B, K, b, hv
-im erstern Falle £, f', /7, ", fr f¥
und im andern’ g, g, g, &7, gv, g
seizt, so dass man hat A
t=—fr+ & QS+ 2/ s+ 28+ 288" — 111" — 2ffvg
—fge)yrd . . . . . ... @)
b= —gr + 5 Qff8 + 2/ 88’ + 2/5's" + 28"s" — ffg" — 2 fggv
—gggrd . . . .. L L. 8.

%S.

Die drei Formeln (6), (7), (8) enthalten bereits das Wesentliche zur
Auflésung unsrer Aufgabe, so dass zu ihrer Vervollstindigung nur noch eine
mechanische Rechnung, nemlich die Entwicklung der WWerthe der verschie-
denen Differentialquotienten und deren Substitution iibrig bleibt. Jene Ent-
wicklung gibt, indem wir sofort anstatt der unbestimmten Werthe x, 2” u.s.w.
y u.s.w. die zu X=7, ¥ = B gehirigen bestimniten f, f’ u.s.w., g u.s.w.
schreiben, und zur Abkiirzung noch setzen

cos B = ¢
smB =.s
V(1 — ee sin B2) = F,
folgende achizehn Werthe:
f=— ksin T
ac

S
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f,=___l:cosT.s ..
ac .
f": —_— s;nkcf.(l — 2eess+ ees‘?)
m__ o ksinT
FT= 4 il
T
V= — ‘ZZ — (1 — 2eess -} ees?)
v _sinT
fr= Pyrat ((2—3e)s + (ee 4 2¢e%)s5 — (2ee-}e)s5 - e*s?)
_ £3 cos T'
&= a(t — ee)
. k3 sin T
&= +9(1—ee)
" 3keecos T
g =+ m.cs
o k3 cos T
& = a (1—ee)
w—. 3SkeesinT s
&= a(l—ee)’
3eecos T
g = 2 — ee)l: (A — (2 4+ 2¢¢)s5s 4 3eest)
ksinT
ho=— ac
W o— kcos T
T Tac
rr sin 77
W= — (1—
2 wook (1—ee)s
e ksin T
h ._—+ ac
cos T°
Voo — e
v = (u;ck'(1 e\e)s

= — (i—;e—-———?;?gz.(i -+ ss — 2ees®).
C

Mathem. Classe III. : D
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9. 5
Wir wollen nun die drel Gleichungen (7), (8)., (6) in folgende Form

setzen L=
— Jr (t -+ Frr) '
— gr (1 4 Grr)
— hr (1 4 Hrr),
wo . -
_ksinT:tangB‘r .- =

[43
k3 cos T -
a(t—ee)’ g
k sin 71
acos B
bezichungsweise die geniherten und bis auf die dritte ‘Ordnung ausschl. ge-
nauen Werthe von 2, 5,7 sind, die zur Abkiirzung mit 7, &, A bezeichnet
werden sollen. Jede der Gréssen F, G, H ist das Aggregat von sieben Thei-
len, nemlich )

2%
)
LS

feovens

[

I
>
I

—-g‘r

—_—hr =

. r -~

P=—orf —LLE — g —LEC 4 atr o+ dasve + 558
#g e JEE g

=gy 0S8 TUpg T hEs Tt H e sy

MK fgl fg A gg"]z, SR S | ggh¥
H“—mh— 127 127 127 + 24h+ 12h+ 247"

30.

Die Werthe der sichen Bestandtheile von F ergeben- sich der Reihe
nach

y e TE
12 ac cc
2) — %c.(l — 2eess 4 ees?)
3) +-i-—2—§j—(s:¥é—:m.(1—-2eess+ees‘*) . .
4 + % (1 — 2eess 4 ees*) &
DA LA
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£k cos T2
R aa (1 —ee)cc’
) 48T o 3ee 4 (e 244)~$sw« (2ee + e*) s*).
24 ca (1 — ee)?cc ‘
Hier destruiren die Bestandtheile 2 und 6 einander; 1 4 und 7 vereinigen

sich zu - .

bk cos T'2
24 an (1 — ee)2” — & 4 g%
+24aa(1 ee)z (2 +‘336+(2€8 126)88-—1— 56 8),

die Bestandtheile. .3 1und- 5 hmgegen zu

Lt i or K sin B2
T 1 2 ¢e s*
" 24ua (1— ee)cc ( + 388)88 + ees?)y

oder, da 2 — (1 4 3ee)ss 4 2¢e s# identisch ist mlt 2cekk + (1 —ee)ss,

“ + k¢ sin P2 — +bb,sm~T2.Ss o . .
12aq (1— ee) 24 aa cc .
. - k*sin 72 o
Indem man nun noch 5——7—— (1~—ee)""m' U -
2 o REsin P2,
12aa (1 —ee)  12aa (1 —ee) CT
verwandelt, und ‘alles vereinigt, erhalt man ; . Z‘ L
N L “FE sin Tz”tang B2 e
T 12aa (1 — ee) + “2%taa
3 ]:i c((;s T:}Z :(ii') ee -}-‘{4 ee — 14 e“‘)gs =+ Sets¥)
und hieraps, in Gemissheit von: 7= T Ci ﬁ-“Frr),
T4 IR
t= =< (1 -+ —-————-————-——12““(‘1” Pt ‘}—j—ﬁzqq; .b—fi@‘( eeL}Jr (48 -—; 4@4;)83

(1 -—-—-2eess«bees*} . -

- . 1
AP .

F B - - - . Gt e (9).

> .7 * PR
Yoy

P s | "SEC A
Fiir die sicben Bestandtheile von G ergeben sich folgende Werthe:
kk sin T2 o s
1) + 12 aq oo * 88 LAY
kk sin 2 . . .
. - 2 g
2) +12aa(1—ee)cc ( . cess + ees?) ey
kk sin T'2 .
3) — S ks L
4aa(l —ee)

D2
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3 e*kkE cos T2
- 4aa(1-—ee)2'c
5) — k& sin Tz‘.ss B
24 aa cc
eekk sin T2 °
daa(1—ee)’ 5
7y — é—e;-;-?%f—;é.(i — (2 4 2e€)ss. 4 Beest).

Hier destruiren die Theile 3 und 6 einander; die ibrigen vereinigen sich,

4) €ss - - - -

o +

indem man einerseits 1, 2 und 5, andererseits 4 und 7 zusammenfasst, in
. g )
__ eekk cos T2 1 —
8 aa (1 — ee)?
Das erste Glied verwandelt sich, da 2 4 (1 — 5ee)ss + 2ee s* mit
2¢cckk 4+ 3 (1 — ee)ss identisch ist, in
k¥ sin 2 kE sin T2
12 aa (1 — ee) Baacc -
Losen wir hier F sin 72 in £ _ Ko TH
) 12 aa (1 —ee) 12 aa (1 — ee)

(2 — 4ee)ss — 3eest).

(1 —ees
12 aa (1 — ee) ( o¢ 53)

auf, so gibt die Vereinigung aller Theile
‘ B+ %k sin 7' tang B2
G—12aa(l-—-—ee)+ 8aa .
k& cos T'2 @
- 24 aa (1 — ee)2’
und hieraus, in Gemissheit von 8 =& (1 4 Grr),

)2
b=¢g(1 +_——_12aa(1—-—ee)'" 4 L

+ ee — (Bee — 14¢%)ss — 9e* %)

— 24—153.(2 +-ee —(8ee — 14 %) ss — 9e*s%) §F) . .. (10).

e

3%.

Endlich ergeben sich die VWerthe der siecben Bestandtheile von A
folgendermaassen :
k& cos 1'%

1) — BT
aacc

-
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o kk cos 1'2
-2 - 12 aa (1 — ee) cc
kk sin T'2
3) +

12 aacc
4) +

(1 — 2€es8 eest)

ee kk cos T2
—_— .55
4aa(l—ee)
kk sin T2
24 aa cc
"kk cos T2
. 88
12aacc
kk cos T2
D+ 24 aa (1 — ee) cc ’
Die Glieder 1 und 6 destruiren einander; die. iibrigen ergeben durch ihre
Vereinigung

5) — . 88

6) + s

(1 F ss — 2ees%).

kk sin T2 bk cos 1'%
H.—m.ss m (i--iOeess),
woraus, in Gemissheit von /= A (1 4 Hrr) hervorgeht
1—ee

Z=).(1+§1—_fw-—-m;—.('l—-10eess)§§). N € 5 )8

Die Formeln 9, 10, 11, welche die Auflésung unsrer Aufgabe in sich
fassen, unterscheiden sich von den Formeln III, 1I, I (Artt. 25, 24, 23)
bloss darin, dass jene innerhalb der Parenthesen da 7 und & haben, wo in
. diesen ¢ und & steht, was, wie man leicht siecht, in den Endresultaten nur
Unterschiede fiinfter Ordnung hervorbringt: da nun jene, wie aus ihrer
Ableitung erhellet, bis zur fiinften Ordnung ausschl. genau sind, so ist be-
wiesen, dass auch die nach der ersten Methode gefundenen Formeln I, I[ 1
(Art. 23 —25) dieselbe Genauigkeit besitzen.

Ny

33.

Zur numerischen Berechnung wird man die Formeln 9, 10, 11 lieber
in folgende logarithmische Form bringen, bei welcher offenbar der Grad der
Genauigkeit ungeindert bleibt; M bezeichnet darin den Modulus des ge-

wiahlten Logarithmensystems :

k¢ - .
logt = 1"3'”'*'1‘27;53%322) .rr-g-g%M¢'€+2%k;(ﬁee+(4fe—i4e‘*)fs+5e“*s4)g’§



30 . . . CARL FRIEDRICH GAUSS R T

4

ME M .
logb=—log{§-}- m. rr-t Moy — m(?-{—ee—:—(See-—du*)s&—- 9etsh) £8

1—ee) M
10gl:logl+g%;Mzw—(———é4—‘3£27~(1 — 10 ee s5) §5.

Da, wie man leicht sieht, in allen bisher entwickelten Formeln die
Grossen ¢, 7, b, G, Z, A als in Theilen des Halbmessers ausgedriickt ange-
nommen sind, so wird man, wenn jene in Secunden ausgedriickt und die-
selben Bezeichnungen fiir sie belbehalten werden sollen, den Formeln fiir

7, & A (Art. 29) noch den Factor —9— beifigen miissen; in den Gleichungen

9, 10, 11 hingegen, so wie .in- den daraus abgeleiieten logarithmischen,
muss den Gliedern, die 77 oder & enthalten, noch der Factor oo zugesetzt
werden, wo o (eben so wie oben Art. 16 und 19) die "Grosse (Tes Bogens
von einer Secunde in Theilen des Halbmessers bedeutet. Behilt man nun
auch noch 4 in der’oben gebrauchien Bedeutung bei, nemlich

K=y Moo ‘
und schreibt zur Abkirzung

1) :-—Ii

ap
&)

k3
50

Il

a(l—ee)o .
_ up -
—'*12cm(1—-ee)' . 3 .

1 et Bose Dsar

S (4) = 2k‘* (5ee - (4ee-—- 14 e‘*) 58 =} :)e’fs’*) whelanne o
(6 = 2[:4 (2 + ee — (See — 1464)3.9 — 964' "’)

(1 —e)p . iz -
(6) = ——2—F~— (‘l—-—l()eess)

M =ip, L
so ist unsre Auflésung in folgenden sechs Formeln enthalten:
© - g = {)r'sin T tang B L
G’-—(2}r cos T S .
= (1) r sin T sec B . S
bw—mf+@w+m&+mn

logb = log& + @yrr — (5)88 + 3(Myrr

logl '=log A’ — (6)88 + (Mrr. =~ 1 w ..
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2 . ’ 34.

* Von -den sieben Coéfficienten (1),-(2) u.s. w. ist der letzte counstant,
nemlich

log (7) = 7,6287228032 (— 20)
und -~ log3(7) = 8,1058440580 (— 20),
die ibrigen werden, sobald bestimmte VVerthe fir die Dimensionen des
Ellipsoids gewihlt sind, Functionen der Breite B, und lassen sich also in
eine Tafel bringen, ’deren Argument B ist. Steht eine solche Tafel zu Ge-
bote, so ist die Rechnung nach dieser Methode fiir das Ellipsoid eben so
bequem, wie die Rechnung fiir die Kugel. ‘
: Ich ‘fiige am Schlusse dieser Abhandlung eine solche Tafel fiir die Zone
von 510 bis 540 bei, in welcher die Werthe von B von Minute zu Minute
forischreiten, und bemerke dazu folgendes.

Von den Ellipsoidelementen ist die Tafel nur in so fern abhingig, als
darin eine bestimmte Abplattung oder ein bestimmter Werth von e zum
Grunde gelegt ist, derjenige nemlich, welchen die”letzte von Bessel ausge-
fiihrte Rechnung ergeben hat, und der auch der der ersten Abhandlung bei-
gefiigten Tafel zam Grunde liegt ‘(s. Art.'5). - Damit der Zahlenwerth von «
bloss von der Abplattung abhingig werde, st als Einheit nicht die Toise
oder ein sonstiges willkiirliches Maass angenommen; sondern der zehnmillionste
Theil des Erdmeridians, wonach also3a unmittelbar durch e vermittelst der

Gleichung
L1 3’ | 1:3.15 o 1.3.15.35 oo 1:8.15.35.63
ma(l— gee — 5% ~ 1.16.36 4.16.36.64 1.16.36.64.100

— w8 W.) = 20000000,
deren Gesetz offenbar ist, gefunden werden kann, oder vermittelst der ihr
gleichgeltenden

__ 20000000 15 579 515
PR Lo 2o 8 10 4 u.s.w.).
-+ ee"' ¢+ 556" T+ 16381 T Graze T e

Man ﬁndet s0, mit jenem Werthe von e,
a = 6376851,447
log a = 6,8046062999.
Es versteht sich, dass bei Anwendung unsrer Tafel auch r erst in derselben
Einheit ausgedriickt sein muss; um dies zu erreichen, wird man (gemiss
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dem von Bessel in" Toisen angegebenen Werthe von «, Art §), wemn r
urspriinglich in Toisen ausgedriickt war, zu dem Logarithmen hinzuzusetzen

haben -
0,2897827662,

oder, wenn r urspriinglich in franzésischen gesetzlichen Metern gegeben war,
wird von dem Logarithmen subtrahirt werden miissen
0,0000371638.

Die Glieder, welche die Factoren (3), (4) u.s.w. enthalten, konnen als
Correctionen betrachtet werden, durch welche die geniherten Logarithmen
log 7, log &, log A in die berichtigten log ¢, log 5,.1og Z verwandelt werden.
Diese Correctionen siud in allen Fillen, fir welche unsere Methode ange-
wandt werden soll, nur sehr kleine Decimalbriiche, und da jene Logarithmen
in der Regel sicbenzifrig gerechnet werden, so ist es bequem, auch jene
Correctionen sofort in Einheiten der sicbenten Decimale ausgedriickt zu er-
halten. Dies geschieht, indem man den Coéfficienten (3), (4) u.s.w. anstatt
der im vorhergehenden Art. angegebenen Werthe zehnmillionenmahl gréssere
beilegt, oder ibre Logarithmen um sieben Einheiten vergrossert. Auf diese
Weise sind sie in unserer Tafel angesetzt, und so wird denn auch

log (7) = 4,62872 (— 10)

log3(7) = 5,10584 (— 10)
gesetzt werden. Ubrigens sind auch so noch 3), 4), (5), (6), eben so wie
(1) und (2) 4chte Briiche, oder ihre Logarithmen an sich negativ: in der
Tafel stehen sie aber nach iiblicher Art, indem simmtlichen Logarithmen 10
Einheiten geborgt sind. -

35.

Von der Benutzung unsrer Formeln zur Auflosung der zu Anfang dieser
Abhandlung aufgestellten Aufgabe gilt nun alles, was oben (Art. 20) in Be-
ziehung auf dieselbe Aufgabe fiir die Kugelfliche gesagt ist, fast unverindert
und unter geringen Modificationen. Bezeichnet man die wirklich gegebenen
Grossen, nemlich die Breite und das Azimuth an dem ersten Orte mit B°
und 70, so wird man zuerst, von einem gendherten VWerthe von 7 ausgehend
(wofiir man in Ermangelung aller andern Kenniniss 70 annehmen mag), die
vier Formeln berechnen
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E=(2)resT -

B=B°— 1§

z = (1) r sin 7" tang B

T=17°—1¢
und zwar wird man den Werth von (2), der aus der Tafel mit dem Argu-
ment B entnommen werden sollte, das erstemahl mit dem Argument BO ent-
nehnien knnen, wenn man nicht durch Schilzung einen schon mehr geni-
herten Werth von B anticipiren zu kénnen glaubt; den-Werth von (1) nimmt
man aus der Tafel mit dem eben gefundenen WWerthe von B,

Dieselbe Rechnung wiederhohlt man mit dem durch die vierte Gleichung
gefundenen Werthe von 7, indem man (1) und (2) mit dem schon verbes-
serten B aus der Tafel entlehnt, und so macht man néthigenfalls eine aber-
mahlige Wiederhohlung, bis das Resuliat zum Stehen kommt, d.i. bis man
durch die vierte Formel denselben Werth von 7' wiedererhilt, von dem man
zuletzt ausgegangen war. Zu allen diesen Rechnungen wird man nur fiinf-
zifrige Logarithmen verwenden. )

Bei den weitern Wiederhohlungen wird man die Rechnung mit sieben-
zifrigen Logarithmen fithren, die logarithmischen Correctionen von log 7 und
log & mit zuziehen, und B=B0— 1%, T=T0— 4t setzen. Erst wenn
auch diese Rechnung stehende Resultate gegeben hat, wird man auch A und Z
nach den am Schluss des 33. Art. gegebenen Formeln berechnen. Zur Er-
lduterung dieser Vorschriften mégen hier die Hauptmomente eines Beispiels
stehen, welches eben so wie oben Art. 20 bei der sphirischen Rechnung von
der Dreiecksseite Brocken - Inselsberg hergenommen ist.

Bei der ellipsoidischen Rechnung ist die Breite des Brockens
= 51048179294 = BO, das Azimuth der Seite Brocken - Inselsberg
= 50422177699 = 70. Der Logarithm der Dreiecksseite in Toisen ist
bis auf die siebente Decimale derselbe wie in der conformen Darstellung auf
der Kugelfliche, nemlich = 4,7353929, folglich in der unsrer Hiilfstafel zum
Grunde liegenden Einheit log r = 5,0251757.

Wenn man, Behuf der ersten Anniherung, 7= 504222, und aus
der Tafel mit Argument 51048  den Logarithmen von (2)= 851004 setat,
so findet sich § = 3412”, B = 51019'36”; und, wenn ‘man hiemit

Mathem. Classe III. E
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log (1) =8,50893 setzt, 7 =425 und 7'=5038'49". Eine neue Rechnung
mit diesem WWerthe, wobei man (mit dem vorher gefundenen Werthe von B)
log (2) = 8,51007 setzt, ergibt
€ = 3413", B = 51°19'35", 7 = 420”5, 7T = 5°3851"5.
Mit dem gefundenen WWerthe von B entlehnt man aus der Tafel
log (1) = 8,5089337
log (2) = 8,5100716
log (3) = 1,94876
log (4) = 3,32553
log (5) = 4,92770
log (6) = 4,61132.
Mit 7 = 5038 51”5 findet sich zuvorderst log §& = 3,5331341, oder
§=3412"983, und indem man hier noch einmahl & anstatt & anwendet,
B =51019'35"4379. Hiemit ferner log s+ = 2,6238475. Hiernichst findet
man, in Einheiten der sicbenten Decimale
(8) rr = 99,80
(4) 88 = 2,46
(5) €8 = 98,62
(6) €& = 47,60
3()or = 2,26
(Nre = 0,75
und hiemit die logarithmischen Correctionen

von log&..... + 3
logz oo .. -} 103
10824 «oon- — 47,

Man hitte diese Rechnung auch schon mit den friihern Werthen von log &
und log r machen kénnen, ohne ein anderes Resultat zu erhalten; es wiirde
dann sogleich mit log b = 3,5331344 der WVerth von &= 34127985, und
B =151019"35"4369 sich ergeben haben. Auf log 7 hat dies keinen #ndern-
den Einfluss; wir haben mithin log ¢z = 2,6238578, = 42075889, 7 =
5038'5174755. VVollte man mit diesem VVerthe von 7' die Rechnung noch
einmahl durchgehen, so wiirde B keine Anderung erleiden; fir log  wiirde
man finden 2,6238470, also log z = 2,6238573, ¢ = 420”5884, mithin
7= 5°3851"4757. Eine nochmahlige Rechnung mit diesem VVerthe wiirde
gar keine Anderung hervorbringen, und offenbar hitte man auch bei dem
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vorhergehenden Resultate schon stehen bleiben kénnen, da bei der Anwendung
siebenzifriger Logarithmen die vierte Decimale der Secunde um eine oder
einige Einheiten schwankend bleiben kann. Das Endresultat ist also
Breite von Inselsberg = B0 — b = 50051’8"” 9444.
Azimuth der Seite Inselsberg-Brocken = 1800 4~ 70 — ¢
= 1850 35" 21" 1815.
Endlich findet sich fiir den Lingenunterschied
log A = 2,7313519
log I = 2,7313472
! = 53877002 — 0°8'58"7002.
Es ist iibrigens nicht néthig, hier die am Schluss des Art.20 gemach-
ten Bemerkungen zu wiederhohlen, welche auch hier ihre vollkommene Gel-
tung behalten.

E2
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B log (1) log (2) log(3) | log(4) | log(5) | log(6)
510 0' | 8,5089417 | 8,5100959 | 1,94879 | 3,32421 | 4,92773 | 4,61145
1 13 47 79 27 73 45
2 09 |- 34 79 34 73 44
3 05 22 79 41 72 43
4 | 85089401 | 8,5100909 78 48 72 43
5 | 8,5089397 | 8,5100897 78 55 72 42
6 93 85 78 61 72 41
7 88 72 78 68 72 4
8 84 60 78 75 72 40
9 80 47 78 82 71 39
10 | 8,5089376 | 8,5100835 | 1,04877 | 3,32488 | 4,92771 | 4,61138
11 72 23 77 | 3,32495 71 38
12 68 | 8,5100810 77 | 3,32502 71 37
13 64 | 8,5100798 77 09 71 36
14 59 85 77 15 71 36
15 55 73 77 22 70 '35
16 51 61 76 29 70 34
17 47 48 76 36 70 34
18 43 36 76 42 70 33
19 39 23 76 49 70 32
20 | 8,5089335 | 8,5100711 | 1,94876 | 3,32556 | 4,92770 | 4,61132
21 31 | 8,5100699 76 63 69 31
22 26 86 75 69 69 30
23 22 74 75 76 69 29
24 18 61 75 83 69 29
25 14 49 75 90 69 28
26 10 37 75 | 3,32596 69 27
27 06 24 75 | 3,32603 68 27
28 | 8,5089302 12 74 10 68 26
29 | 8,5089298 | 8,5100600 74 17 68 25
30 | 8,5089293 | 8,5100587 | 1,94874 | 3,32623 | 4,92768 | 4,61125
31 89 75 74 30 68 24
32 85 62 74 37 68 23
33 81 50 74 44 67 23
34 77 38 73 50 67 22
35 73 25 73 57 67 21
36 69 13 73 64 67 20
37 65 | 8,5100501 73 70 67 20
38 60 | 8,5100488 73 77 67 19
39 56 76 73 84 66 18
40 | 8,5089252 | 8,5100463 | 1,94872 | 3,32691 | 4,92766 | 4,61118
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B lIog (1) log (2) log (3) | log(4) | log(5) | log(6)
510 40’ | 8,5089252 | 8,5100463 | 1,94872 | 3,32691 | 4,92766 | 4,61118
41 48 51 72 | 3,32697 66 17
42 44 39 72 | 3,32704 66 16
43 40 26 72 11 66 16
44 36 14 72 17 66 15
45 32 | 8,5100402 72 24 65 14
46 27 | 8,5100389 71 31 65 14
a7 23 77 71 37 65 13
48 19 65 71 44 65 12
49 15 52 71 51 65 1
50 1 8,5089211 | 8,5100340 | 1,94871 | 3,32757 | 4,92765 | 4,61111
51 07 28 71 64 | 64 10
52 | 8,5089203 15 70 ¢ 64 09
53 | 8,5089199 | 8,5100303 70 78 | 64 09
54 95 | 8,5100291 70 84 64 08
55 920 78 70 91 ! 64 07
56 86 66 70 | 3,32798 64 07
57 82 54 70 | 3,32804 63 06
58 78 41 69 11 63 05
59 74 29 69 18 63 05
52 0 | 8,5089170 | 8,5100217 | 1,94869 | 3,32824 ‘ 4,92763 | 4,61104
1 66 | 8,5100204 69 31 63 03
2 62 | 85100192 69 38 | 63 02
3 58 80 69 44 62 02
4 53 67 68 51 | 62 01
5 49 55 68 58 62 00
6 45 43 68 64 62 | 4,61100
7 41 30 . 68 7 62 | 4,61099
8 37 18 68 78 62 98
9 33 | 8,5100106 68 84 E 61 98
i
10 | 8,5089129 | 8,5100094 | 1,94868 | 3,32891 | 4,92761 | 4,61007
11 25 81 67 | 3,32898 61 96
12 21 69 67 | 3,32904 ' 61 96
13 17 57 67 11 61 95
14 12 44 67 17 61 94
15 08 32 67 24 | 60 94
16 04 20 67 31 60 93
17 | 8,5089100 | 8,5100007 66 37 . 60 92
18 | 8,5089096 | 8,5099995 66 44 60 91
19 92 | 83 66 51 60 91
20 | 8,5089088 | 8,5009971 ! 1,94866 | 3,32057 | 4,92760 | 4,61090




e
B log (1) log (2) | 1og(3) | log(4) | log(s) | log(6)
52020 | 8,5080088 | 8,5099971 | 1,94866 | 3,32957 | 4,92760 | 4,61090
21 84 58 66 64 59 89
22 80 46 66 71 59 89
23 76 34 65 77 59 88
24 71 21 65 84 59 87
25 67 | 8,5099909 65 90 59 87
26 63 | 8,5099897 65 | 3,32997 59 86
27 59 85 65 | 3,33004 58 85
28 55 72 65 10 58 85
29 51 60 64 17 58 84
30 | 8,5089047 | 8,5000848 | 1,94864 | 3,33024 | 4,92758 | 4,61083
31 43 36 64 30 58 83
32 39 23 64 37 58 82
33 35 | 8,5009811 64 43 57 81
34 31 | 8,5099799 64 50 57 80
35 27 | 86 63 57 57 80
36 22 74 63 63 57 79
37 18 ‘ 62 63 70 57 78
38 14 50 63 76 57 78
39 10 37| 63 83 56 77
i N
40 | 8,5089006 | 8,5099725 i 1,04863 | 3,33090 | 4,92756 | 4,61076
41 | 8,5089002 | 13 | 62 | 3,33096 56 76
42 | 8,5088998 f 8,5099701 | 62 | 3,33103 56 75
43 94 | 85099688 | 62 09 56 74
44 90 | 76 | 62 16 56 74
45 86 ; 64 | 62 22 55 73
46 82 | 52| 62 29 55 72
47 78 | 40 | 61 36 55 72
48 73 | 27 | 61 42 55 71
49 69 15 | 61 49 55 70
{ |
50 | 8,5088965 ; 8,5099603 | 1,94861 | 3,33155 | 4,92755 | 4,61070
51 61 | 8,5099591 | 61 62 54 69
52 57 | 78 | 61 69 54 68
53 53 66 | 60 75 54 67
54 49 54 | 60 82 54 67
55 45 42 60 88 | 54 66
56 41 29 60 | 3,33195 | 54 65
57 37 | 17 60 | 3,33201 53 65
58 33 | 8,5099505 | 60 08 53 64
59 29 | 8,5099493 | - 59 14 53 63
53 0 | 8,5088925 | 8,5009481 | 1,94859 | 3,33221 | 4,92753 | 4,61063
Mathem. Classe II1. F

41
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|
B log(1) | log(2) | log(3) | log(4) | log(5) | log (6)
{

530 0 | 8,5088925 ; 8,5099481 | 1,94859 | 3,33221 | 4,92753 | 4,61063
1 20 | 68 | 59 28 53 62
2 16 | 56 59 34 53 61

3 12 | 44 59 41 52 61
4 08 | 32 | 59 47 52 60
5 04 20 | 59 54 52 59
6 | 8,5088900 | 8,5099407 | 58 60 52 59
7 | 8,5088896 | 8,5099395 | 58 67 52 58
8 92 | 83 : 58 73 52 57
9 88 i 71 58 80 51 57

10 | 8,5088884 | 8,5099359 : 1,94858 | 3,33286 | 4,92751 | 4,61056
11 |. 80 46 | 58 93 51 55
12 76 | 34 | 57 | 3,33299 51 54
13 72 22 | 57 | 3,33306 51 54
14 68 ' 85090310 ! 57 13 51 53
15 64 | 8,5099298 57 19 51 52
16 60 86 57 26 50 52
17 55 73 57 32 50 51
18 51 61 56 39 50 50
19 47 49 56 45 50 50
20 | 8,5088843 | 8,5009237 | 1,04856 | 3,33352 | 4,92750 | 4,61049
21 39 25 56 58 50 48
22 35 | - 13 56 65 49 48
23 31 | 8,5099200 56 71 49 47
24 27 | 8,5099188 55 78 49 46
25 23 76 55 84 49 46
26 19 64 55 91 49 45
27 15 52 55 | 3,33397 49 44
28 11 40 | 55 | 3,33404 48 44
29 07 | 27 55 10 48 43
30 | 8,5088803 | 8,5099115 | 1,94854 | 3,33417 | 4,92748 | 4,61042
31 | 8,5088799 | 8,5099103 54 23 48 42
32 95 | 8,5099091 54 30 48 41
33 91 | 79 54 36 48 40
34 87 67 54 43 47 39
35 83 55 54 49 47 39
36 78 42 53 56 47 38
37 74 30 53 62 47 37
38 70 18 | 53 69 47 37
39 66 | 8,5099006" | 53 75 47 36
40 | 8,5088762 | 8,5098994 | 1,94853 | 3,33481 | 4,92746 | 4,61035




¥

B log (1) { log(2) | log(3) | log(4) | log(5) | Iog (6)
53040° | 85088762 | 8,5008994 | 1,94853 | 3,33481 | 4,92746 | 4,61035
41 58 82 53 88 46 35
42 54 70 53 | 3,33494 46 34
43 50 58 52 | 3,33501 46 33
44 46 45 52 07 46 33
45 42 33 52 14 46 32
46 38 21 52 20 45 31
47 34 | 85098909 52 27 45 31
48 30 | 85008897 52 33 45 30
49 26 85 51 40 45 29
50 | 8,5088722 | 8,5008873 | 1,04851 | 3,33546 | 4,92745 | 4,61029
51 18 61 51 53 45 28
52 14 49 51 59 44 27
53 10 36 51 65 44 27
54 06 24 51 72 44 26
55 | 8,5088702 12 50 78 44 25
56 | 8,5088698 | 8,5098800 50 85 44 25
57 94 | 85098788 50 91 44 24
58 90 76 | 50 | 3,33598 43 23
59 86 I 64 ‘ 50 | 3,33604 43 23
54 0 | 8,5088682 | 8,5008752 | 1,94850 | 3.33611 | 4,92743 | 4,61022
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