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Beitrage
zur

Theorie der durch die Gauss’sche Reihe F(«,5,v,x)
darstellbaren Functionen

yon

Bernhard Riemann,
Assessor der Konigl. Gesellschaft der Wissenschaften.

Der Kéniglichen Societit vorgelegt am 6. November 1856.

o —————— -

Die Gauss'sche Reihe F(e, 3, y, «), als Function ihres vierten Elements =
betrachtet, stellt diese Function nur dar, so lange der Modul von z die
Einheit nicht iberschreitet. Um diese Function in ihrem ganzen Umfange,
bei unbeschrinkter Verinderlichkeit dieses ihres Arguments, zu untersuchen,
bieten die bisherigen Arbeiten iiber dieselbe zwei Wege dar. Man kann
namlich eniweder von einer linedren Differentialgleichung welcher sie geniigt
ausgehen, oder von ilrem Ausdruckt‘s durch bestimmte Integrale. Jeder dieser
Wege gewiihrt eigenthiimliche Vortheile; jedoch ist bisjetzt, in der reichhalti-
gen Abhandlung von Kummer im 15. Bande des mathematischen Journals
von Crelle und auch in den noch unveriffentlichten- Untersuchungen von
Gauss, nur der erste betreten, woll hauptsichlich desshalb, weil die Rech-
nung mit beslimmten Integralen zwischen complexen Grenzen noch zu wenig
ausgebildet war, oder doch nicht als einem grossen: Leserkreise geldufig vor-
ausgesetzt werden konnte.

In der folgenden Abhandiung habe ich.. dfése Tramscendenle nach einer
neuen Methode behandelt, welche im Wesentlichen auf jede Function, die
einer lineiiren Differentialgleichung mit algebraischen Coefficienten geniigt, an-
wendbar bleibt.  Nach derselben lassen sich die friher zum Theil durch
ziemlich mithsame Rechnung gefundenen Resultate fast unmittelbar aus der
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4 BERNHARD RIEMANN,

Definition ableiten, und dies ist in dem hier vorliegenden Theile dieser Ab-
handlung geschehen, hauptsiichlich in der Absicht fir die vielfachen Anwen-
dungen dieser Function in physikalischen und astronomischen Untersuchungen
eine bequeme Ubersicht iiber ihre moglichen Darstellungen zu geben. Es ist
nothig, einige allgemeine Vorbemerkungen iiber die Betrachtung einer Function
bei unbeschrénkter Veranderlichkeit ihres Arguments voraufzuschicken.

Betrachtet man den Werth der unabhingig verénderlichen Grosse x =y =i
zur leichteren Auffassung ihrer Verinderlichkeit als vertreten durch einen
Punkt einer unendlichen Ebene, dessen rechtwinklige Coordinaten y, s sind,
und denkt sich die Function w in einem Theile dieser Ebene gegeben, so
kann sie von dort aus nach einem leicht zu beweisenden Satze nur auf eine

dw dw
Weise der Gleichung == i@ gemiss stetig fortgesetzt werden. Diese Fort-

setzung muss selbstredend nicht in blossen Linien geschehen, worauf eine
partielle Differentialgleichung nicht angewandt werden konnte, sondern in
Flachenstreifen von endlicher Breite. Bei Functionen, welche, wie die hier
zu untersuchende, ,mehrwerthig¢« sind oder fir denselben Werth von z je
nach dem Wege, auf welchem die Fortsetzung geschehen ist, mehrere Werthe
annehmen konnen, giebt es gewisse Punkte der z-Ebene, um welche herum
sich die Function in eine andere fortsetzt, wie z.B. bei v'(z —a), log (z—a),
(z — a), wenn u keine ganze Zahl ist, der Punkt a. Wenn man von
diesem Punkte & aus sich eine beliebige Linie gezogen denkt, so kann der
Werth der Function in der Umgebung von a so gewiihlt werden, dass er sich
ausserhalb dieser Linie iiberall stetig éndert; sie nimmt aber dann zu beiden
Beiten dieser Linie verschiedene Werthe an, so dass die Fortsetzung der
Funetion iber diese Linie hiniiber eine von der jemseits schon vorhandenen
verschiedene Function giebt.

Zur Erleichterung des Ausdrucks sollen die verschiedenen Fortsetzungen
Einer Function fiir demselben Theil der x-Ebene ,Zweige« dieser Function
genannt werden und ein Werth von «, um welchen herum sich ein Zweig
einer Function in einen andern fortsetzt, ein ,Verzweigungswerth«; fir einen
Werth, in welchem, keine Verzweigung statifindet, heisst die Function »ein-
éindrig oder monodrome. -
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L

Ich bezeichne durch
abec
e By
o By
eine Function von z, welche folgende Bedingungen erfiillt:

1. Sie ist fiir alle Werthe von « ausser a, b, ¢ einiéindrig und endlich.

2. Zwischen je drei Zweigen dieser Function P’, P”, P"’ findet eine
lineire homogene Gleichung mit constanten Cpefficienten Statt,

P 4 ¢"P’" + ¢'"P'" = 0.

3. Die Function lisst sich in die Formen

. P ' P(“), s pB) + o pB ), e, P + e, P

mit constanten ¢ , ¢ ,, ..., ¢, selzen, so dass
e’ T« b4

P

PO —a)"% Pe—a)
fir = a einindrig bleiben und weder Null noch unendlich werden, und ebenso

PB—y™F 2 de—b)~" B tir 2=b und PV dw—ey 7, PY do—e)~ '
fir £ =c. In Betreff der sechs Grossen e, ¢’, ..., y’ wird vorausgesetzt,
~dass keine der Differenzen ¢ — ¢, B — ', y —y' eine ganze Zahl upd die
Summe aller ¢« + ¢’ + B + B +y + ¥ = 1 sei

Wie mannigfaltig die Functionen seien, welche diesen Bedingungen ge-
niigen, bleibt vorliufig unentschieden und wird sich im Laufe der Untersuchung
(Art.IV) ergeben. Zu grosserer Bequemlichkeit des Ausdrucks werde ich x
die Veranderliche, @, b, ¢ den ersten, zweiten, dritten Verzweigungswerth und
e, a'; B,8; v,y das erste, zweite, dritte Exponentenpaar der P-function
nennen.

1L
Zunichst einige unmittelbare Folgerungen aus der Definition.

abec
efBya
al ﬂ',/’
liebig unter einander vertauscht werden, sowie auch o mit &', 8 mit g, »

In der Function P konnen die drei ersten Vertikalreihen be-
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’ ’

abec c (

efByax y «'}, wenn man fir z’

o' By’ 7. |

einen rationalen Ausdruck ersten Grades von x setzt, der fir = = a,b,¢ die

Werthe ¢, b, ¢’ annimmt.

Ooot
«fy

o' By’

mit denselben «, &', ..., ' zuriickfibren lassen, werde ich zur Abkiirzung

mit y'. Es ist ferner P

’ ’

a
o
o

b
B
B

Fir P{e , auf welche Function sich demzufolge alle P-functionen

auch bloss I‘(Z,g, 2: ' :c) setzen.

In einer solchen Function konnen also von den Grossen o, ¢’; 3,8; 7,7
die Grossen jedes Paars unter sich, sowie auch die drei Grossenpaare beliebig '
mit einander vertauscht werden, wenn man nur in der sich ergebenden P-
function als Verénderliche einen rationalen Ausdruck ersten Grades von z
substituirt, welcher fiir die zum ersten, zweiten, dritten Exponentenpaar dieser
Function gehorigen Werthe von = die Werthe 0, o0, 1 annimmt. Auf diese

Weise erhalt man die Function P(Z,‘g,;,w) ausgedriickt durch P-functionen

Lo 1 1 T 1
mit den Veranderlichen ¢, { — 2, —) 1l ——), —— | —— und denselben
: T ' z—1" 1—

Exponenten in anderer Ordnung.
~ Aus der Definition folgt ferner:

b b
PZﬂ;xhw——a)d\: ; 0B — ;c/m(,
aﬂl' w_b I ﬂ’ y"

1o
' aﬂy a+6,8——3—82’+8
also auch @ (1——w) P( ,B'y'w) -—P( "+ —0—¢ ¥ +s$)°

Durch diese Umformung konnen zwei Exponenten verschiedener Paare beliebig
gegebene Werthe erhalten und als Werthe der Exponenten, da zwischen ihnen
die Bedingung o« 4 ¢’ 4+ 8+ B '+ y =+ y = 1 staitfindet, jedwede andere
eingefihrt werden, fiir welche die drei Differenzen ¢ — o', g — 8, y — v’
dieselben sind. Aus diesem Grunde werde ich spiter zur Erleichterung der
fIb’ersicht durch P(e -- ', 8 — B', y — y', ) simmiliche in der Form

a: - ) P(a ﬁ 4 ,w) enthaltenen Functionen bezeichnen.
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Es ist jetzt vor allen Dingen nothig, den Verlauf der Function etwas
genauer zu untersuchen. Zu diesem Ende denke man sich durch simmtliche
Verzweigungspunkte der Function eine in sich zuriicklaufende Linie I gezogen,
welche die Gesammtheit der complexen Werthe in zwei Grossengebiete scheidet.
Innerhalb jedes von ihnen wird alsdann jeder Zweig der Function stetig und
von den iibrigen gesondert verlaufen; liangs der gemeinschaftlichen Grenzlinie
aber werden zwischen den Zweigen des einen und des andern Gebiels in
verschiedenen Begrenzungstheilen verschiedene Relationen stattfinden. Zu ibrer

_ bequemeren Darstellung werde ich die mittelst des Coefﬁcientensystems S= (p ’ q)

aus den Grossen ¢, » gebildeten lmearen Ausdriicke pt + qu, rt 4+ su durch
(S) (¢, w) bezeichnen. Es moge ferner nach Analome der von Gauss vor-
geschlagenen Benennung »positiv laterale Einheit« fir 44 als »positive« Sei-
tenrichtung zu einer gegebenen Richtung diejenige bezeichnet werden, welche
zu ihr ebenso liegt, wie -4 ¢ zu 1 (also bei der iiblichen Darstellungsweise
der complexen Grossen die linke). Demgemiss macht a2: einen »positiven
Umlauf um einen Verzweigungswerth a«, wenn es sich durch die ganze Be-
grenzung eines nur diesen und keinen andern Verzweigungswerth enthaltenden
Grossengebiets in einer gegen die Richtung von Innen nach Aussen positiv
liegenden Richtung bewegt. Es gehe nun die lee ! "der'Réihe nach durch
die Punkte # = a, =5, =¢, und in dem auf ihrer positiven “Seite lie-
genden Gebiete seien P’, P’ zwei in keinem constantén Verhiltnisse stehende
Zweige der Function P. Jeder andere Zweig P"' lisst sich dann, da in der
vorausgesetztermassen stattfindenden Gleichung ¢’ P’ + P+ ¢"P"=0
¢’”’ nicht verschwinden kann, lineér und mit constanten’ COefﬁclenten in P’
und P’ ausdriicken. Nimmt man nun an, dass P’, P”’ durch einen positiven
Umlauf der Grosse « um @ in (4) (P, P'"), um b in (B) (P P"), um ¢ in
(C) (P, ") tbergehe, so wird durch die Coefficienten der Systeme (A),
(B), (C) die Periodicitat der Function vollig. bestimmt sein. Zwischen diesen
finden aber noch Relationen. Statt.  Wenn, nimlich = das negatlve Ufer .der
Linie ¢ durchléuft, so miissen dle Functionen P’, P” dle vorigen Werthe
wieder annehmen, da der durchlaufene Weg negahverseits dte ganze Begren-
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zung eines Grossengebiets bildet, innerhalb dessen diese Functionen allent-
halben einandrig sind. Es ist dies aber dasselbe, als ob der Werth « sich
von einem der Werthe ¢, b, a bis zum folgenden auf der positiven Seite
fortbewegt, dann aber jedesmal um diesen Werth positiv herum, wabei
(P, P”) der Reihe nach in (C)(P’, P'), (B)(C)(P’, P"), schliesslich in
A B (P, P") tbergeht. Es ist daher

) W © = (37),

welche Gléichung vier Bedingungsgleichungen zwischen den zwolf Coefficienten
von A, B, C liefert.

Bei der Discussion dieser Bedingungsgleichungen beschrinke ich mich,
zur Fixirung der Vorstellungen, auf die Function P(z, g, ;: , a:), also auf den

Fall, wenn ¢ =0, =00, ¢=1, was die Allgemeinheit der Resultate nicht
wesentlich beeintriichtigt, und wihle fir die durch 1, 00, 0 zu ziehende
Linie ! die Linie der reellen Werthe, welche um der Reihe nach durch c,b,a
zu gehen von — oo nach 4 oo gerichtet sein muss. Innerhalb des auf der
positiven Seite dieser Linie liegenden Gebiets, welches die complexen Werthe
mit positiv imaginiirem Gliede enthdlt, sind dann die oben charakterisirten Be-

standtheile der Function P, die Grossen Pa, P“, Pﬁ s Pﬂ , P s pY einiandrige
Functionen von & und sind bis auf constante Factoren, welche von der Wahl
der Grossen €pr Cytr o2 cy, abhingen, vollig bestinmt, wenn die Function

4

P gegeben ist. Die Functionen Pu, p® gehen durch einen positiven Umlauf
der Grosse x um O in Paean., Pa'ga'?ni iiber und ebenso durch einen
positiven Umlauf dieser Grosse um oo die Functionen PP , PP in PP Qm.,
Pﬂ ' eﬂ i und durch einen positiven Umlauf um 1 die Functionen Py, pY '

in Pté 27", pY ¢ Qm. Bezeichnet man den Werth, in welchen 2 durch
einen positiven Umlauf von 2 um O ibergeht, durch P’; so ist, wenn

o e o2« a2 o
P...caP +ca,P,P...cde P+ca,e r.
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Diese Ausdriicke haben eine von Null verschiedene Determmante, da n. V.
o« — o keine ganze Zahl ist und folglich konnen Pe Pa auch umgekehrt in
P, P’, also auch in Pﬂ Pﬁ P” F’/ linedr mit constanten Coefﬁcienten aus-

gedruckt werden. Setzt man nun
’ rd +

P“:aﬁP'B+uﬁ,Pﬁ -« P7+u,Py ku""‘“""%w
I , )’ 4 ) g t. @,{'\f\&‘{ A 2

| Pﬁ ! ,Pﬂ =« P o ,Py
“gt T g “yt T }
c,, « a ., o,
und zur Abkiirzung 3 ﬁ B g ) 30‘ a;,
ﬁ, ﬂ’ y, ’,’

und die inversen Substitutionen von (b) und (¢) bez.w. = (b)_"1 und (¢)

= (¢)

so ergeben sich fiir die Functionen (P“, Pa) die Substitutionen -
53“2”2 eﬁ2m ;/2m 0

70 C_.
(O ’ea'2m' 0 eﬁ2m » (C)=(e) 0 ey2m

Aus der Gleichung (4) (B)(C) = 1,0 folgt nun zundchst, da die Deter~
0,1 ,

minante einer zusammengeseizien Substitution dem Producte aus den Deter-
minanten ihrer Componenten gleich ist,
1 = Det (4) Det (B) Det (O) '
= Lot BBy I b0 4y Det (5) ! Det(c) Det (o) 1

oder, da Det () Det(8) ~ 1 = 1, Det(c) Det () ! = 1,

() e+ +B+8+y+y = einer ganzen Zahl, womit die obige An- |
nahme, dass diese Exponentensumme —= 1 sei, vereinbar ist.

(4)= , (B)=(b) Ol

Die iibrigen drei in (4) (B)(C) = ((1)’ (1) enthaltenen Relationen geben
)

drei Bedingungen fiir (6) und (¢), welche indess leichter auf folgendem Wege
gefunden werden.

Wenn « erst um oo und dann um O positiv herumgebt, so bildet der
durchlaufene Weg zugleich einen negativen Umlauf um 1. Der Werth, in

welchen P” dadurch ibergeht, ist daher
Mathem. Classe. VII. B
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—ymi Ly —y' iy eﬁ?m’ B eﬂ'?m‘ BN\ o2ni
—ec e r o ,e P ={e P o, P e .
Y T (ﬂ t ) o
o2

Multiplicirt man diese Gleichung mit einem willkihrlichen Factor e
und die Gleichung

4 7 B g
¢ P e P = P e, , P’ mt e
yo e %t T %

und subtrahirt, so ergiebt sich nach Abwerfung eines allgemeinen Factors

—— 02ni

e, sin(c—p)me 0P 4 uy,sin(o——y’)ne—ym r’ =

ag S0+ + Hae” A ag sin(o+ e+ gme” T Bomi

Aus ganz #hnlichen Griinden hat man auch, wenn man iiberall & fir « setzt,
die Gleichung

o sn@—pme P rd sine—yyme” TP =

a'ﬁ sin(oc+ '+ ﬁ)ne(u'-'- B P’B + a'ﬁ, sin(o 4 &'+ ﬁ')ne(a,_'_ Bymi Pﬂ,

mit der willkiihrlichen Grosse o. Befreit man beide Gleichungen von einer

’
der Functionen, z. B. P , indem man ¢ demgemiss bestimmt, so konnen sich

die resultirenden Gleichungen nur durch einen allgemeinen constanten Factor
unterscheiden, da f-g-, nicht constant ist. Diese Elimination von P? giebt

daher: P

ur o 8 sin(e+ B + y)n eam o 8 sin(e + '+ y)n R
@) ~—= o o'ni
o u'ﬂ sin(e'+ B+ y)ne a'ﬁ, sin(e'+ '+ y)ne

und die éhnliche Elimination von P
o, e, sin(e + ﬁ-}-y)nea
3 7= A : =
3 - PR o'ni .., i o
“}" aﬂsm(u 4+ B+ y)ne aﬁ, sin(e 4+ B+ y)ne

T8 417

dﬂ' sin(e¢ + 8"+ y)nea

’

13
e

welches die vier gesuchien Relationen sind. Aus ihnen ergeben sich die
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o ﬂ 1] ﬂ ] c ,
Verhiltnisse der Quotienten ——, =, Z, ._Z. Die Gleichheit der beiden
o

’

« ,
“8 %8 %y %y
4
aus der zweiten und vierten fliessenden Werthe von _— . _—_ erhellt leicht
o o
B

als eine Folge aus ¢ + ¢’ + 8 4+ ' 4+ 7 + ¥y = 1 mittelst der Identitat

sin sn = sin (1 —s)m.
o ¢, « o,

B B vy

Demnach sind von den Grossen ——, ——, _ 2, _Z_ durch eine von
. o o, o o,
B 8 v vy
[

ibnen, z.B. _B , die iibrigen bestimmt und die drei Grissen o g a’y, o
“I

4

durch die finf Grossen “ﬁ’ o B’ “ﬁ” e , ay,. Diese fiinf Grossen aber

hangen von den in P p” ) P‘B ‘3 , P’ , wenn die Function P ge-
geben ist, noch vv]llkuhrhchen Factoren oder vielmehr von deren Verhaltnissen -
ab, und konnen durch geeignete Bestimmung derselben jedwede endliche
Werthe erhalten.

IV.

Die so eben gemachte Bemerkung bahnt den Weg zu dem Saize, dass
in zwei P-functionen mit gleichen Exponenten die denselben Exponenten ent-
sprechenden Beslandtheile sich nur durch einen constanten Factor unterscheiden,

In der That, ist £, eine Function mit denselben Exponenten wie P, so
kann man die fiinf Grossen aﬁ . ” uy, und e’ 8 bei beiden gleich an-
nehmen und dann miissen auch die Grélssen o g a’y, a’y, bei beiden iiber-

einstimmen. Man -hat also gleichzeitig:
&% 1y = P, ) = @, )
und % Py = melf PPy = @7, pYh
folglich
(Pp% %P =pet(v) (PP PP — pF pPy = pat o) (P PY — P PY)
B2
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Von diesen drei Ausdricken bleibt der erste, mit = & * multiplicirt,

offenbar fiir = O einéndrig und endlich; ehenso der zweite, mit z‘s +h =

g O Yt multiplicit, fir z =00, der dritte, mit (1=a)" 7 7
multiplicirt, fir = 1, und dasselbe gilt von allen drei Ausdriicken fir alle

von 0, .00, 1 verschiedenen Werthe von x: es ist daher

(PP* — P"P* T T )T Y
eine allenthalben stetige und einindrige Function, also eine Constante.
ist ferner = O fiir = 00 und muss folglich allenthalben = O sein.
Hieraus folgt

Sie

P'a B P'&
-Pa' p%

B g B B a
P P e P e, P P
Lo Bt Tt o n

BT BT B g
P P e, P e, P

gt
P,y Py’\ e« PV -|-a,Py
DI AU A
PP e Py, P
v v
Pa
Die Function —- ist demnach einwerthig und muss iberdies allenthalben

Pa

endlich, also, w. z. b, ist, constant sein, wenn noch bewiesen wird, dass

’

P% wnd #% nicht zugleich fir einen von 0, 1, 0o verschiedenen Werth von

« verschwinden kdnnen.
Zu diesem Ende bemerke man, dass

pe 4P°

—_— — P

dx

o dP® o gadp
= =D (7
apy’ . dpPY
y Y
Det (¢) (.P % 7

B g arhy _
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und folglich fir # = 0, 00, 1 unendlich klein von den Ordnungen &+ & — 1,
B+pf+1=2—a—e&—y—y, y+ y— 1 wird, ibrigens aber stetig
und einédndrig bleibt, so dass

— —_— x

dr dz
eine allenthalben stetige und eindndrige Function bildet, folglich einen con-
stanten Werth hat. Dieser constante Werth dieser Function ist notbwendig

o o
PadP Pa'dp —ae—a'4+ 1 (1_w)—y—y'+ 1

von Null verschieden, weil sonst log PpY - log r% = const., folglich ¢ = «
sein wiirde gegen die Vorausselzung; offenbar miisste sie gleich Null werden,

. . o o .
wenn fir einen von O, 1, 00 verschiedenen Werth von & P u. P~ gleich-

B ar® ar”®
zeitig verschwinden, da —,
dz dx

bender Functionen nicht unendlich werden koénnen.

als Derivirte eindndrig und stetig blei-

Es werden daher P” u. P fir keinen von 0, 1, 00 verschiedenen

.Werth von z gleichzeitig = O, und es bleibt die einwerthige Function
p®  p%  pP P'ﬂ' p? P

S A 4

allenthalben endlich, mithin constant, w. z. b. w.

Aus dem eben bewiesenen Satze folgt, dass in zwei Zweige Einer
P-function, deren Quotient nicht constant ist, jede andere P-function mit
gleichen Exponenten sich linedr mit constanten Coefficienten ausdriicken lésst
und dass durch die im Art. I. geforderten Eigenschaften die zu definirende
Function bis auf zwei linedr in ihr enthaltene Constanten vdllig bestimmt ist.
Diese werden in jedem Falle leicht aus den Werthen der Function fiir specielle
Werthe der Verinderlichen gefunden, am bequemsten, indem man die Ver-
anderliche einem der Verzweigungswerthe gleich setzl.

Ob es immer eine jenen Bedingungen geniigende Function gebe, bleibt
freilich noch unentschieden, wird sich aber spiter durch die wirkliche Dar-
stellung der Function mittelst. bestimmter Integrale und hypergeometrischer

Reihen erledigen und bedarf daher keiner besondern Untersuchung.



14 BERNHARD RIEMANN,

V.
Ausser den fir jedwede Werthe der Exponenten moglichen Transfor-
mationen des Art. II. ergeben sich aus der Definition noch leicht die beiden
Transformationen :

¥

x> Y
RR -
8
i
~y
N N
X% 8
RN =
<
8

sO
(A) Plo
'y

wo nach dem Friheren 84 84 y 4+ " = { sein muss, und
0 oo 1 1 o 0% 5
(B) P)OO}'w(= 3777 \’w(,
Py 7 rrv

wo y + y = % und ¢ eine imaginire dritte Wurzel der Einheit bezeichnet.
Um sdmmtliche Functionen, welche sich mit Hiilfe dieser Transformationen
auf einander zuriickfihren lassen, bequem zu iibersehen, ist es zweckmissig,
statt der Exponenten ihre Differenzen einzufibhren und, wie oben vorge-
schlagen, durch P(e¢ — o', 8 — B°, y — y’, &) simmiliche in der Form

w6(1 —_ :c)‘E P(Z, g ;: , :c) enthaltenen Functionen zu bezeichnen, wobei
e« —d, f—f, y—y die erste, zweite, drilte Exponentendifferenz genannt
werden mag.
Aus den Formeln im Art. IL. folgt dann, dass-in der Function
P(Ay p, v, )
die Grossen 4, u, » beliebig in’s Entgegengesetzte verwandelt und beliebig
unter einander vertauscht werden konnen. Die Verinderliche nimmt dabei

1 1 1
einen der 6 Werthe =, 1 — 2, —, 1 — —, z
T

, an, und zwar
r 1 —ax x—1

haben von den 48 auf diese Weise sich ergebenden P-functionen je acht,
welche durch blosse Zeicheninderung der Grossen 4, u,» aus einander her-
vorgehen, dieselbe Veranderliche.

Von den in diesem Art. angegebenen Transformationen A und B ist die
erste anwendbar, ‘wenn von den Exponentendifferenzen entweder eine gleich
4 oder zwei einander gleich sind, die zweite, wenn von ihnen entweder zwei
= 4 oder alle drei einander gleich sind. Durch successive Anwendung dieser
Transformationen erhélt man daher durch einander ausgedriickt:
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L P(u, 4, ), P(u, 2, uy ©1) und P( 2, » os),

wobei V(1 — @) = 1 — 2z, xf(l— 1y = 1 — 2z;, also
Ay wz
| . .
g = 42, (1 — @) = — —_ sich ergiebt.
2 1( 1) 4w5(1—x5)

v v v
. P(» % 5), P(, 2 ) @2), P(E'; 2, 2 @),

v v v
P(h v k@), P(§, 50 4 @5), P(5> %, 55 %6))

1 x5 + 0 \* oo 1 3(e*—e) x5 (1 —x5)
enn 1 —— = ( -= und folglich — =
e 2 (xs + 92) x4 (02 + x5)3

’

5(02 3 — — 2))3
vl —x4) = (o + #5)°%(e> + 25)° _ (4 —=5(1 — a5)) . forner nach L
27 x52 (1 _— x5)2 7 x52(1 —-x5)2
{ 1
- =25 = ————, 4x5(1 — =% = ——.
by (1 — 2) = 5 T (1—20) x3(1 —x3) = % I =)

L. P(v,v, 4%, %), P(v, 20,7, x,)
P(§y 2 4y 75), P(, 2, % %4),
wemn a3 = } (2 — 1ff‘2'—':;:-2) = 4w, (1 — x4), %0 = 42 (1 — x;).

Alle diese Functionen konnen noch mittelst der allgemeinen Transformationen
umgeformt und dadurch ihre Exponentendifferenzen beliebig vertauscht und
mit beliebigen Vorzeichen versehen werden. Ausser den beiden Transcen-
denten IL und IIL lasst, wenn eine Exponentendifferenz willkiibrlich bleiben
soll, nur noch die Function P(», §,4) = P(», 1, ») eine hiufigere Wieder-

holung der Transformationen A und B zu, welche indess, da P(g _Oy (1) x) =

const. x¥ 4 const.’, auf ganz elementare Formeln fiihrt.

In der That ist die Transformation B nur anwendbar auf P(»,%, ») oder
P(%, 7, %), also nur auf die Transcendente II.; die Transformalion A aber
lasst sich haufiger als in I. nur wiederholen, wenn entweder von den Grossen
&, v, 2u, 2v eine gleich } gesetzl oder eine der Gleichungen u =», u = 2,
v = 2u angenommen wird. Von diesen Annahmen fiihrt = 2» oder » = 2u
auf die Transcendente I, u=w», sowie 2u oder 2v =} auf dia Transcen-
dente LI, endlich « oder » = § auf die Function P(», §, }).
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Die Anzahl der verschiedenen Ausdriicke, welche man durch diese
Transformation fiir jede der Transcendenten I --III. erhilt, ergiebt sich, wenn
man bericksichtigt, dass in den obigen P-functionen als Verinderliche alle
Wurzeln der Gleichungen, durch welche sie bestimmt werden, zuldssig sind
und jede Wurzel zu einem Systeme von 6 Werthen gehort, welche mittelst
der allgemeinen Transformationen fiir einander als Verinderliche eingefiihrt
werden konnen.

Es fiihren aber im Falle 1. die beiden Werthe von x, und x3, welche
zu einem gegebenen x, gehoren, auf dasselbe System von 6 Werthen, so
dass jede der Functionen I. durch P-functionen mit 6.8 = 18 verschiedenen
Verinderlichen ausgedriickt werden kann.

Im Falle Il fiihren von den zu einem gegebenen Werthe von x5 ge-
horigen Werthen die beiden Werthe von x5 und x4, die 6 Werthe von x3
und von den 6 Werthen von x, und von x; je zwei zu demselben Systeme
von 6 Werthen. Es liefern also x, und x, je drei und w;, ..., ¥ je ein
System von 6 Werthen, also alle zusammen 6.10 = 60 Werthe, durch
deren P-functionen sich jede der Functionen II. ausdriicken lasst.

Im Falle IIL. endlich liefern x5, die beiden Werthe von xy, die beiden
Werthe von x4, und von den vier Werthen von x; je zwei ein System von 6
Werthen, so dass jede der Functionen NI durch P-functionen von 6.5 = 30
verschiedenen Verinderlichen darstellbar ist. '

In jeder P-function konnen nun ohne Anderung der Veranderlichen mit-
telst der allgemeinen Transformationen die Exponentendifferenzen beliebige
Vorzeichen erbalten, und also kann, da keine dieser Exponentendifferenzen
=0 ist, eine und dieselbe Function auf 8 ‘verschiedene Arten als P-function
derselben Veranderlichen dargestelit werden. Die Anzahl simmtlicher Aus-
dricke betrigt also im Falle I. 8.6.3 = 144, im Falle IL 8.6.10 = 480,
im Falle IIl. 8.6.5 == 240.

" VL

Wenn, man siémmiliche -Exponenten einer P-function um ganze Zahlen
andert, so bleiben in den Gleichungen (3) Art. Ill. die Grossen
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e - .. p i »(f fr H [T
s.m(a t,ﬂ_i){')ﬂe?n"_‘ sm(a +ﬂ 13 l“m ialui .

HU TSI

sin(e’"+ B+ y)n ea’m. . sin (e + B -fhm)w.ea,!’s“ Ui oaguin
sin (e + B +op)m ™ | sin(e F VL RS% D
sm(a + ﬁ + y)a a‘”f.’ . sin (@ + ﬁi'l' )’)7’3 m

ungeéndert.
Sind daber in den Funehonen-—P(\\, ﬂ s x), Pl( oll ‘g} 71 x) die ent-
I

sprechenden Exponenten ¢, und e, etc. um ganze Zghlen verschleden, so kann
man die acht Grossen ( b NG ,3)’ (u ), ... den achf. Groseen % aﬂ, g
gleich annehmen, da, aus der Gleichheijt.. der fiinf wxllkuhrhchen dlp Gleichheijt
der drei iibrigen folgt.

Nach der im Art.1V. angewandien Schlussweise folgt hleraus

PP pe p‘j‘l:Det(b)(pﬁp‘f —Pé pll)znet(c)(p‘yp‘{l—p”p?'l);
und wenn man von den Grossen o 4 ', und o, +a’, 4+ ', und B, + 48,
v+, und ¢, 4+  diejenigen Grossen jedes Paars, welche um eine positive

ganze Zahl - klemér smd a!s dle andern, duxxh ,ﬂ, o : bezeichnet, so ist

nJ— [

(P- P?"' Pa P“‘)W - (1*—5:} B T PR

eine Fanetion von x, welche dinandrig:-und - endlich. b}exbta :fnr x =0, o= &
und alle abrigen endhchen Werthe von x, fiir ® =00 aher unendlmb wu'd

vaon. der Ordrwng S o =B folglich; em,e ganze Fug]ctwn F qu Grade

. u i ‘3..._.7 R L T S T L PN 11 B3 N A | IL IS YO0 1 SN TRNP PR

Man bezeichne nun, wie frither, die Exponentendifférenzen .« i-- 'a,
B i B e o' dirch Z; w; v |- IniBetreff dieser evgiebt!-sich. ziinichst: jhre
Siimine' #hdert: sich' um “eine gotade Zahy, wienn sick bimimilicher Expooenten
um ganze Zalilen -#ndern; denn - sie: -bertrifit- die Somme': sammilicher Expo-
nenten, wélehe ‘unverandert = 1: bleibt, ' um: —2 (o F ‘B Foe’), iWelche
Grosse sich dabet uin eind -gerade Zabdi-tindert:: :8io- kimilen-sichi aber - dabet
um jedwede gatize Zahlon Endern, ‘deretl Somme getade:ist mliezemhubi man
fermer o a';;i iy ot Ol Ay aayg oty uind dunche afdy fus

Mathem. Classe. VII. C
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absoluten Werthe der Differenzen 42— 4,, u —pu,, »—»,, so ist von den
Gréssen « 4 o', und &’ + @, dxejemge, welche um die posnuve Zahl 42
kleiner ist, als dle andern o .

p)
—Z:%;—“+“";—“+“’ und ebenéo
. ‘_‘.E;;A_ﬁl_.ﬂ-l-ﬁ:.-l'ﬁ'-l-ﬁ;
2 B
‘_;.;._-A_Z_V'FV']"'?""V]
. ) ? )

Der Grad der ganzen Function F, welcher gleich der Summe dieser Grossen
ist, ergiebt sich daher

- dA 4 du 4 Ay 1
T P) )
VIL
s s a a, B, 7 a, ﬁz Y2 .
Sind jetat P(a' . 5 x) ) 2 (a lﬁ,l?,lx) ) 4 ( o x drei

Functionen, in welchen swh die entsprechenden Exponenten um ganze Zahlen
unterscheiden, so fliesst aus diesem Satze mittelst der identischen Gleichung
Pa(PfZlP:C'z “lp 2) +P“1(Pa2P zpﬁ‘) + sz(P“P? 1_p% Pf‘l)_.___o
der 'wichtige Satz 'dass zwischen ihren ent§prechenden Gliedern eine lineiire
homogene Gleichung stattﬁndet deren Coefficienten ganze Functionen von x
sind, und dass also . N ~
.. pshmmtliehe P-funchonen, deren entsprechende Exponenten s1ch um ganze
<1 Zahlen unterscheiden:sich in zwei beliphige von ihnen lineir mit ratio-
» /nalen Functionen: von x als Coefficienten ausdriicken lassen.

Eine specielle Folge aus den Beweisgriinden dieses Satzes ist, dass sich
der zweite Differentialquotient einer P-function, Jineér mit rationalen Functionen
- alsCobfficienten in dén érsten und die Function selbst ausdriicken lisst, und also
dieFuanction einer lineiiren homogenen Differentinlgleichung zweiter Ordnung geniigt.
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Beschriinkt man sich, um ihre Ableituig mogliclist zu vereinfachén, auf
den Fall 4y =0, auf we]chen der allgemeine nach Art. IL leicht zuriickgefiihit
wird, und setzt P_ Y, Pi= y , P“ =y, 80 erglebt sich dass die Functionen

dyu dy. dzyp dzy" ' dyo’ dzyn dy“ dz:'/'
Y dlogs ¥ Tlogx’ dlogaz? “diog vz” * dlogz dlogat ™ dlogx dloga®

mt v %1 —a)" Y +2 multnplwlrt endlich und einiindrig bleiben

fir endliche Werthe von « und unendlich von der ersten Ordnung werden
fir x = oc, und dass iiberdies das erste dieser Producte fiir # = 1 unendlich
klein von der ersten Ordnung wird. Fir y = const.” y’ 4 ‘const.”’ y’’ findet
daher eine Gleichung von der Form s’tatt .

dzy d ’

in welcher A, B, A', B’ noch zu beshmmende Constanten bezeichnen.

Nach der Methode der unbestimmten Coefficienten lisst sich eine Lésung
dieser Differentialgleichung nach um 1 steigenden oder Tallenden Potenzen in

eine Reihe
n

Ea”:c

entwickeln, und zwar wird der Exponent u. des Anfangsgliedes im ersten
Falle, wo er der niedrigste ist, durch die Gleichung -

pp — Ap + A"=0
und im zweiten, wo der hochste ist, durch die Gleichung

A pe + By + B' =0

bestimmt. Die Wurzeln der ersteren Gleichung wilssen « und «', die der
letztern — B und — ' sein und folglich ist

A=a 4+ a A" = ad

B=g+ 8 B =48,

und es geniigt die Function P(“, ﬂ , 2, a:) = y ‘der Diﬂ'erentialgleichung

Il

d2

(1_'“’),“0:2 (ec4+a" 4+ (B+8)x).

+ (aa’— ' x)y = 0.
Cc?

dlogx
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Es bestimmen sich ferner die Coefficienten ays einem von ihnen mittelst

der Recursionsformel
a

nt+1 (m+p) (e + B
a  (ti—a)mt+1-a)
Const.
On—o) H(n—a') H(- n—B) H(—n - 3)
Demnach bildet die Reihe

welcher 'n = geniigt.

n
T

Hin—a) H(r— o) H(—n—P) H(—n— B)

sowohl wenn die Exponenten von « oder «' an um die Einheit steigen, als
auch wenn sie von — (3 oder — 3 an um die Einheit fallen, eine Losung
der Differentialgleichung und zwar bez. w. diejenigen particularen Ldsungen,

y == Const. X

welche oben durch P%, P* P[3 , PB bezeichnet worden sind.

Nach Gauss, welcher durch F(a,b, c,z) eine Reihe bezeichnet, in
(n4a)(n+b)

T
(vt Dn+e)
und das erste Glied =1 ist, lasst sich dieses Resultat fiir den einfachsten
Fall, fir « = 0, so ausdriicken

Pu(gt gr gl (D) = Const- F(B, B', i —-a" a;)

welcher der Quotient des » 4+ 1ten Gliedes in das folgende =

oder

a (0 a0
F(d,b, 0,.’8) = P (1.—.0 b c_a-—bw)'

Aus demselben erhidlt man auch leicht einen Ausdruck der P-function
durch ein bestimmtes Integral, indem man in dem allgemeinen Gliede der
Reihe fiir die IT-functionen ein Euler’sches Integral zweiter Gatlung einfiihrt
und dann die Ordnung der Summation und Integration vertauscht. Auf diese
Weise findet man, dass das Integral

a:“(i——w)vfs—a —B—v (1—s)~ ¢ —’B—*‘y(l —a:s)—“—@ Vs

1
von einem der vier Werthe O, 1, =) o bis zu einem dieser vier Werthe
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auf. beliohigem. Wege ersirackt eine Fupction: P( B 3 ,‘,a) bildet, und bei

passender Wahl d:eser Grenzwerthe und des Weges von einem mm ahdérh
jede der sechs Funchonen P PB, . Pfy darstellL Es lasst sxch aber aucb
direet, 'Zengl.l',m‘daSS das Integral dne charaktepsuscheq Elgenschaften einer
solchen Functign besitzt. Es wird dies in der Folge geschehen, wo dieser

......

Ausdruck der P-function durch ein bestimmtes Integral zur Bestimmung der in

P“,‘Pc-‘ , ~» noch willkithrlich gebliebenen Factoren betutzt werden:isoll;. und
ich bemerke hier nur noch, dass es, um diesen Ausdruck allgemein airwéndbar
zau machen, -einer Meodification des Weges der - Integration bedarf, wenn die

Function unter dem Intégra]zelchen fir einen der Werthe -0, 1, oL so

nendhch wird, dass sw die lntegrahon blS an denselben mcht zulasst

",
o v

vm -

an o +a+70 0 W
ey ‘,”’ oo B ( ~a g+a+v 7—9””)"“” |
Const. &* (1—w)" FB+ea+ v -B+m‘+f/, a—atl,a)

fliesst aus jedem Ausdrucke einer Function durch eine P~function .eing Ent-
wicklung derselben in eine hypergeometrische Reihe, welche nach. steigenden
Potenzen der Verinderlichen indieser .P-function fortschreitet. Nach ;Art. V.
giebt es 8 Darstellungen einer Function.. durch P-functionen mit derselben
Veriinderlichen, welche durch Vertauschung zusammengehoriger Exponenten
aus einander. erhalten werden, alsa .z B..8 Darstellungen wmit der Verinder-
lichen «,. Von diesen liefern.aber je zwei, welehe durch Vertauschung ihres
zweilen Paares, (3 und B, aus ejnander enisiehen, dieselbe ‘Entwicklung;
man erhilt also vier Entwicklungen nach steigenden Potenzen yon Z, von
denen zwei, welche durch Vertauschung von v und v’ aus emander erhalten

werden, die- Functign P%, die beiden andprn dne Function P darste,llen
Diese vier Entwicklungen convergiren, solange der Modul von z<1, und
divergiren, wenn er grosser als T ISt, Wilifend die vier Reihen nach fallen-
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den-Potenzen von. z, welche PB ‘und PB darstellen, sich- umgekehrt ver-
halten. Fiir den Fall, wenn der Modul von = gleich 1 ist, folgt aus der
Fourier'schen Reihe, dass die Reihen zu convergiren aufhoren, wenn die
Function fiir # = 1 unendlich von einer hohern Ordnung als der ersten wird,
aber convergent bleiben, wenn sie nur unendlich von einer niedrigern Ordnung
als 1 wird oder endlich bleibt. Es convergiren also auch in diesem Falle
nur die Halfte der 8 Entwicklungen nach Potenzen von «, solange der reelle
Theil von o’ — ¢ nicht zwischen — 1 und 4 1 liegt, und sie convergiren
simmtlich, sobald dieses staitfindet.

Demnach hat man zur Darstellung einer P-function im Allgemeinen 24
verschiedene hypergeometrische Reihen, welche nach steigenden oder fallen-
den Potenzen von drei verschiedenen Grossen fortschreiten, und von denen
fir einen gegebenefl Werth von = jedenfalls die Hilfte, also zwolf conver-
giren. Im Falle I. Art. V. sind alle diese Anzahlen mit 3, im Falle II. mit
10, im Falle Ill. mit 5 zu multipliciren. Am geeignetsten zur numerischen
Rechnung werden von diesen Reihen meistens diejenigen sein, deren viertes
Element den kleinsten Modul hat.

Was dje Ausdriicke einer P-function durch bestimmte Integrale betrifft,
die sich durch die am Schlusse des vorigen Art. aus den Transformationen
des Art. V. ableiten lassen, so sind diese Ausdriicke sammtlich von einander
verschieden. Man erhalt also im Aligemeinen 48, im Falle I 144, im
Falle II. 480, im Falle Ill. 240 bestimmte Integrale, welche dasselbe Glied
einer P-function darstellen und also zu einander ein von « unabhiingiges
Verhiltniss haben. Von diesen lassen sich je 24, welche durch eine gerade
Anzahl von Vertauschungen der Exponenten aus einander hervorgehen, auch
in einander transformiren durch eine solche Substitution ersten Grades, dass

. ; 1
fir irgend drei von den Werthen 0, 1, oo, > der Integrationsverénderlichen s

die neue Veriinderliche die Werthe 0,1, 00 annimmt. Die iibrigen Gleichun-
gen erfordern, soweit ich sie untersucht habe, zu ihrer Bestitigung durch
Methoden der Integralrechnung die Transformation von vielfachen Integralen.




