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Beitridge zur Theorie der Bernoulli’schen und
Euler'schen Zahlen.

Von
M. A. Stern.

Der Konigl. Gesellsch. der Wissensch. vorgelegt am 4. Mai 1878.

Bekanntlich hat man eine grosse Anzahl Recursionsformeln zur Be-
rechnung der Bernoulli'schen Zahlen gefunden. Sie haben alle den ge-
meinschaftlichen Charakter, dass sie den Werth irgend einer Bernoulli-
schen Zahl unter der Voraussetzung angeben, dass man simmtliche vor-
hergehende Bernoulli’sche Zahlen bereits kennt. Dasselbe gilt auch von
den Secantencoefficienten oder Euler'schen Zahlen, wie ich sie im Folgen-
den nennen werde. Eine einzige Ausnahme bilden in Beziehung auf
die Bernoulli’schen Zahlen die zwei Recursionsformeln welche Herr Pro-
fessor Seidel, von einer eigenthiimlichen Bildungsweise dieser Zahlen
ausgehend, vor nicht langer Zeit gefunden hat¥*). Bei diesen nemlich
braucht man nur, um die m'® Bernoulli’sche Zahl zu finden, die ihr vor-
hergehenden, bis zur -'23 ten oder Q—%——l ten, je nachdem m gerade oder un-
gerade ist, als bekannt voraus zu setzen. Im Folgenden soll eine An-
zahl Formeln entwickelt werden, deren Charakter darin besteht, dass
man eine Bernoulli'sche Zahl vom Range 2k-47», wo r Null oder eine
ganze positive Zahl ist, durch eine Recursionsformel findet, in welcher
die vorhergehenden Bernoulli'schen Zahlen bis zur 4*® vorkommen.
Diese Formeln enthalten nicht blos die erwihnten Seidel'schen als be-
sondere Fiélle, sondern es ergeben sich auch aus denselben sowohl be-
kannte als unbekannte Relationen, in welchen alle Bernoulli’schen Zah-
len, von der ersten bis zu einer bestimmten, vorkommen.

*) Sitzungsberichte der mathem.-physik. Classe der K B. Akademie der Wis-
sensch. 1877 H. 2. 8. 165 und 8. 172.

Mathem. Classe. XXIII 2. A
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Es zeigt sich aber zugleich, dass dasselbe Verfahren auch auf die
Euler’schen Zahlen anwendbar ist, woraus sich eine grosse Anzahl neuer
Relationen, sowohl zwischen Euler’schen und Bernoulli’schen Zahlen als
auch zwischen letzteren ergiebt.

Ich benutze im Folgenden einige schon bekannte Relationen zwi-
schen den Bernoulli'schen Zahlen. Um jedoch nicht auf verschiedene
Schriften verweisen zu miissen, will ich diese Relationen zunichst aus
einem einfachen Principe ableiten, dessen ich mich schon frither zu
ghnlichem Zwecke bedient habe*).

Bekanntlich hat man, wenn man

fo= 357 = fO4f0.247%0.2 .

setzt, f0 =1, f'0 = —4 ferner von m =1 an, f*t'0=0 und
wenn Bm die m'® Bernoulli’sche Zahl bezeichnet, so kann man diese
dadurch definiren, dass man

B — (__ l)m——lf2m0

m

setzt. Ich werde in der Folge, zur Abkirzung, f* statt £*0 schreiben.
Man hat auch

fl—a) = efu

oder .
f—fetf .. .= Attt .) o450

Vergleicht man hier auf beiden Seiten den Coefficienten von #*"1*
welcher auf der linken Seite Null ist, so erhdlt man

em 2Mm-2 1

+ +__:_ 1 ___2m—1 1 __ 0
1.2...2m 1 1.2...2m—2'1.2.3" " ° 1.2°1.2..2m—1  1.2..2m+1°2 —

oder, wenn man, wie es im Folgenden immer geschehen soll,

mm—1)...(m—n41)
1.2 ... n

= (m,n)
setzt,

) @m+1,1)f"4@2m—+1,3) 2 4 @n+1,2m—1) =221 =0

*) Gottinger Studien 1847. Zur Theorie der Euler'schen Integrale.
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also auch
@m—+1,1)B, —@m-+1,3)B _ ...
(=1 @m41, 2m— 1) B 4 (— 122t —

Vergleicht man dagegen die Coefficienten von #*" so findet man
2m42,2) "+ 2m~42,4) ... —m =0
oder, Wénn man m—1 statt m setzt,
1I) @2m,2) "2+ 2m, 4) . .. —m—1) =0
also auch
@m2)B _ —@2m4)B, _, ...+(—1)""'m—1)=0

Man hat ferner

fo = CE f2a)

Entwickelt man hier wieder auf beiden Seiten nach aufsteigenden
Potenzen von x und vergleicht die Coefficienten von 2*™ so findet man

. III) (22m_1)f2m+ 92m—3 (2m, 2)f2m—2+ 92m—5 (2m, 4)f2m——4 L 2m2——1 =0

also auch

@"—1)B —2"2m,2)B,  +...+(—1"22=l—9

1

Vergleicht man dagegen die Coefficienten von #*"~' so hat man

IV) 2™ 2m—41, 1) "4 2" 3 2m4-1,8) 2, . —m =0
also 27 @m~++1,1)B —2""3@m4-1,3)B,_ ... 4(—1)"m =0

Dies sind die bekannten Relationen, welche ich spiiter benutze.

2.
Ich setze Af* = f*'—f%  Ist nun % gerade = 2m und mithin
insofern m nicht Null ist, f*+' = f*t! — 0 s0 hat man
A2

’
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A f2m —_ fzm
und zugleich da
A fk—t — fk . fk—i
auch '
A fzm—i — fﬂm
Ist aber m =0 und also f**' =f = —4 so hat man
A =f—f=—14
Dieses Resultat, welches man in der Form
| Af—f = —1

schreiben kann, ist aber, wie nun gezeigt werden soll, nur ein beson-
derer Fall einer allgemeineren Formel, welche heisst

Af—f* = (—1)k
‘wo %k gerade oder ungerade sein kann.

Bezeichnen u, u,, u, . . . u_ eine Reihe auf einander folgender
Werthe, so ist nach einer bekannten Formel der Differenzenrechnung

1) ANu=u —(m1Lu,_ +(m2u, ,.. 4 (=1 m,m—1)u JRE L7
Setzt man w, = f" so folgt hieraus

A™f = fm— (m, 1) " (m, 2)f "7 A (= 1) m— 1) f - (= 1)

Setzt man 2m-}-1 statt m und zugleich fir /' und f ihre Werthe, so
hat man mithin

| A"’"Hf=-—(2m+1,1)f”"-—(2m+1,3)f"’”"’. :
—@m+1,2m—1) =20kl

Vergleicht man diesen Ausdruck mit der Formel I) so ergiebt sich
pHf = — @mot1)
Setzf man dagegen 2m statt m so folgt |
WmF = g @m, 2 et
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Dieser Ausdruck mit der Formel II) verglichen fiihrt zu
NS = fim4-2m
Da man nun auch
pmHf = frmH—(@m 1)
schreiben kann, so sieht man, dass in der That allgemein
Mf—f* = (—1)*k
ist.
Aus 1) folgt

2) A, =u, —mlu,  _ +(@m; Dty +(—=1"u,
Zugleich ist, wie bekannt,
3)  Amy = APy (n, 1) AT uA (n, 2) AT L + (n,n) A™u
Setzt man in 2) und 3)
w, = f'

so folgt
A) RS ), 2 (— 1) )
B) A"f" = A™f L (n, AT -, n—1) AT f (0, ) AT

Es sind nun hier vier Fille zu unterscheiden:

Ist erstens m und zugleich n gerade, mithin, wie oben gezeigt '
worden ist, A”f = m--f™; A" f = —(m-1) so folgt aus B)

A"f* = m~+-n—(n, 1)(m—+n—1)...4(n,n—2)(m~+-2)—(n,n—1)(m—1)=(n,n)m
+flm—n).... + (n,n —2) f™* + (0, ) f™

Nun ist in dieser Gleichung die obere Horizontalreihe rechts

= (m-+-n)[1—(n,1) 4 (n,2)... 4 (n,n)] -+ [(n, 1)—2(n, 2) + 3 (n, 3).. . — n (n,n)]
= (m-+n)(1—1)"+2(l—1)""1=0

also Ampn =f"'+”—|—(n,2)f”’+’"" cio F(n,n) ™
Zugleich giebt A)
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AT = T (m, 2) T () £
Man hat also |
(1, 2)f ™2 (0, 4) f L (my )
_.—_-_-.(m,2) ST (m,4) fEE L e (m,m) 7
und hieraus folgt, unter der Voraussetzung, dass n>m
4) [(n2)— (m, 2™+ (0, 4)— (m, ) f " - (0, m) — (m, m)] 7
+(nm4-2) " (A4 7 () 7 =

Ist zweitens m gerade aber n ungerade und wieder n>>m so
folgt aus A) und B)

— (m, 1) fm " (m, 3) R L — (m,m— 1) fH
= (u, 1)f™ " -, 3)f™" 3. .. 4 (n,0—2) f ™ (n,0) f

oder

8) [(e 1)~ (m, 1)) f ™" - [(n, 8) 4 (m, B)) f" "0 ..
[, m— 1)+ (m, m — 1)) " (0, m 1) " o - (1, m) f =0

Ist drittens m ungerade, n gerade, also nun A"f = —m;
A" f = mA4 14 fmH

so ist nach B)

A" = — (m+n)+ (n, 1)(m—~+n—1)— (n,2)(m~4-n—2). ..~ (n,n—1)(m—-1)
— (n, n)m - (m, 1)1 + (n,n—1) fmt

‘und hieraus folgt, wie oben gézeigt worden ist,

A™f™ = (0, 1) f™ e (0, B L (1)
- Zugleich ist nach A)

A = — (m, 1) ™ (m, 3) 0 — (o, m) £
Mithin, wenn man wieder n>m nimﬁlt

6) [(n 1)+ (m,1 ]f'”*"“"+[ﬂ 3) = (m, ) f™3. .. 4 [(w, )+ (m, m)] "
+mm—-2) " (0 — 1" =0 :
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Diese Formel setzt jedoch voraus, dass #>m--1. Ist n =m-+}+1 so
hat man statt dessen . '

6%) [, 1) (m, D)™ (8, m) - (my m)] f = 0

Ist viertens m ungerade und zugleich » ungerade so findet man
durch dieselben Betrachtungen aus A) und B) die Werthe

AP fR = fR o (,2) FE o ) A L A (e 1
AP — frtn i (n, 2) FEE (0, 4) T L A (0, n— 1)

also, wenn man wieder »>>m nimmt,

N [(02) —m 2" A [(mm—1)—(m,m— D
+ma—1) "t =0

Man bemerke, dass man die vier Formeln 4), 5), 6), 7) in eine
einzige zusammen ziehen kann, nemlich

r—n

§0[(", 1) —(— 1" m, )l f™H" =0

Schreibt man aber statt f*" seinen Werth (—1)""'B. und setzt noch
immer #>>m so findet man aus diesen Formeln, wenn » und m beide
gerade Zahlen sind:

[(1,2)— (1.2)) B2 — (. 8)— , 8] B .. £ (—1) 7 B = 0

2

und wenn z und m beide ungerade Zahlen sind:

[(0,2) — (m, 2)) B 4 n—3— [(n, 4)— (m, )] Bngn—s - . . .

4+ (—1)2 m,n—1)Bny1 =0
2
Ist m gerade und » ungerade so hat man
(i1, 1)+ (m, 1)) B 4-n— 1 — ((0,3) 4 (0, 3)) Bngn—s . . . 4(—1) 3 Bp =0
2 2 2

ist dagegen m ungerade und » gerade so hat man
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n—2
[(»,1)4-(m,1)) Bm+n—1 —[(»,8)+4(m,3)]Bm4n—s. .. 4 (— l)T(n,n—l)Bm_.p_i =0
: T 2 2
Dies gilt jedoch nur wenn n>m-1. Ist 2 = m--1 so hat man statt
dessen nach 6%)

[(n* 1)+(m’ 1)]Bm+g—l ——[(n, 3) ‘+' (m, 3)] Bm+n—3+ .o

n—2

+ (=1 ((,m)+(m,m)) Bnt1 = O
zua nehmen, ?

Es ergiebt sich hieraus, dass wenn % und r beliebige ganze posi-
tive Zahlen bedeuten (r kann auch Null oder — 1 sein, sobald nur #~>m)
man vier verschiedene Recursionsformeln hat, vermittelst deren man
B, 4, 8us den vorhergehenden Bernoulli'schen Zahlen bis zu B, ein-
schliesslich berechnen kann.

Setzt man nemlich m = 2&; n = 2k +4-2(r}1)
so hat man

! n—2

8) [®2)—m2)]B,, —(n4)—m4]B, ., ...+(-1)2? B, =0
- Ist m=2k—1; n =2k+2r43
so hat man

n—i1

9) [m.2)—m2))B,, —n4)—m4) By, . ...+—1)? @r—1)B,=0
ist m = 2k; n=2k+2r41
so folgt

n—i1

10) (D)4 (1) By, —m3)+m3)B,,, .. +(—1 7 B,=0
und ist m = 2k—1, n = 2k+42r+4-2

so hat man
n—2
11) [(n1+m1)B,, , ~[03)+m 3B, ,_,. . +—17 (ra—1)B,=0
In dem besonderen Falle wenn r = —1 also n =m—+-1

hat man
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11a) ((n,1)+(m,1)]B - — [(n, 3) -+ (m, ?:)]ng_2 -

n—2

—1)'7 [(nm)+(m,m] B, = 0

Setzt man in den Formeln 8) und 10) fir % den Werth 1 so er-

hilt man Recursionsformeln, welche alle Bernoulli'schen Zahlen, von der
ersten bis zu irgend einer r-2ten enthalten. Sie unterscheiden sich
aber von allen #hnlichen, (d. h. solchen, bei welchen in den einzelnen
Gliedern die einzelnen Bernoulli'schen Zahlen vorkommen) bisher bekann-
ten, und namentlich von den oben in §. 1. abgeleiteten, dadurch, dass
sie nicht zugleich ein Glied enthalten, in welchem gar keine Bernoulli-
sche Zahl vorkommt. So erhdlt man aus 8) indem man m = 2;

n = 2r44 und zugleich 3 = s = 2k+r setat,

8*) (@s5,2)—1]B,—@s4)B,_ ...+(—1"""B, =0

Ebenso folgt aus 10) wenn man m = 2 und 2&k+r =r-42 =3,
also n = 2s—1 setzt,

10% [(2s—1,1)+2]B,— 28——1 3)B S +(_1)s—1B‘ —0

Will man dagegen die Formeln 9) und 11) auf den Fall ausdeh-
nen, wenn £ = 1 also auch m = 1 so bediirfen sie einer kleinen Modi-
fication. Diese Formeln beruhen nemlich auf der Voraussetzung, dass
A™f = —m, wihrend A'f nicht == —1, sondern, wie oben bemerkt wor-
den ist, = —$ ist. Man muss daher noch —4 addiren und erhilt
statt 9) wenn man # = 2r+4 5 =2s41 also s =r+42 = 2k-r setzt,

9% (254+1,2)B,— (2s+1,4)B_ ...+ (—1"" (2s41,25)B, 4+(—1)"4 =0

ebenso erhidlt man statt 11) wenn man # = 2r-4-4 und 24-4-r = g-
= s setzt, also n = 2s; r = s—2

11%) [(25,1)+1)B,—(25,3)B,_,...~(—1)'"'(25,2s—1) B, +(—1)'+ =0%)

SR

]

*) Die erste dieser zwei Formeln ist bekannt, Man findet sie, wenn man von der
obigen Formel II die Formel I abzieht und die Gleichung (2s-2, k) —(2s+1,k—1)
‘Mathem. Classe, XXII1I. 2. B
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Setzt man in 10) fir r den Werth Null, so dass m = 2% und
# = 2k-+1 so findet man

' 2k.2k—1
k+1)B, —@k—1)55 By, - +(—1)B, =0
oder, wenn man 2k = p setat,
' P
p—1 5
(2}9--1—l)Bp—--(210-5--1)’317”2—:—3—81,_1 ceoF(—1)2 B% =0
Dieselbe Formel erhilt man fir die Voraussetzung, dass p unge-
rade aus lla) wenn man r —= —1, also m = 2k—1, n = 2% und
p—1

=2k—1 setzt, nur dass im letsten Gliede (—1) 2 (p—+2)Bpis
' ' 2
statt (—1)’ By zu nehmen ist.

. > :

Multiplicirt man in dieser Formel alle Glieder mit p+1 so erhilt
man die erste der oben (§. 1.) erwihnten zwei Formeln, welche Herr
Prof. Seidel gefunden hat.

3.
Man betrachte jetzt die Reihe

§0, §'0, $°0 u. 5. w.
in welcher 0 = —1, §'0 = 1 und, von m = 1 an, allgemein
%2m0 =9 (22m_‘.1) ﬂgo’ 82m+10 =0

sein soll. In der Folge soll wieder allgemein §* statt F*0 geschrieben
werden. ‘

Setzt man in Formel 1) allgemein fir » den Werth §" so erhilt
man

AP = §™— (m, 1)F™ -+ (1, B)F" - (— ™ o, m— 1) .. - (="

und demnach

= (2841, k) beriicksichtigt. Dagegen scheint mir die zweite noch nicht bekannt zu sein.
Man kann beide auch vermittelst der Gleichungen f* = 4f*™* = f*--(2s—1,2)f*""...
tnd £ == — Af* = —(25,1)f*— (25,8)f¥*... finden.
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AE =F"4+Cm2F" . ... —(2m, 2m—1)F+§ =
DAY = — 2m4-1, 1) F"—(2m 41, 3)%’?’”‘”’ coo4+2m+ 1, 2m)F —F
Indem man hier statt F*™u.s.w. die oben angegebenen Werthe setzt,
erhilt man ;

AME = 2(*"—1) "+ (2m, 2)2 (¥ 2—1)f 2 .. —(2m, 2m—1)—1
A HE — —~(2m—+1,1)2(*"—1)f*"—(2m—+1,3)2 22’”'"2 1) f/2m—2

+R2m+1,2m)+1

Nun ist (§ 1. F. L)

C @mA-1,1) 24 @mA1,3) 2 -+@w+1%»4vh—m—+
und (ebend. F. IV.)

9 (21, 1) ™ 422" (2mo- 1, 3) /™ - . . . = 2m

Zieht man die erste dieser Gleichungen von der zweiten ab und
multiplicirt die Differenz mit 2 so ergiebt sich ‘

@m+41,1)2(2*"—1) "+ (2m4-1,3)2(2*"*—1) /"> +... = em—+-1
Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem Werthe von A*™ ' sp
findet man

APHE = —(2m—41)+2m~+1,2m)4+1 =1
. Dies gilt jedoch nur wenn m nicht Null. Im entgegengesetzten
Falle hat man .
| AF=F—F=2

Ferner ist (§. 1. F. III)

(27— 1) f*™ = — 23, R) P 2—R¥ (2 m, 4) P 4 m—
oder \'
(@ 1) = 2P (2m, 2)fP0 2 (2m, 4) 0 L — (Bm—1)
Zugleich hat man (ebend. F. II) ‘

0= (2m,2) "4 (2m, 4)/*™* ... —(m—1)
Zieht man diese Gleichung von der vorhergehenden ab; und mul-

tiplicirt die Differenz mit 2 so hat man ;
’ ' B2
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—9? (2!m ___ l)fzm
= (2m,2)2(2" 2 — 1) 4 (2m, 4)2 (25— 1) —2m

Dieser Ausdruck mit dem oben gefundenen Werthe von A*"§{ ver-
glichen giebt demnach

A!m% —_ 2(22m f2m 22 om_ f2m+2m__2m__ 1
oder :
A‘.‘m% —_— ___2(22m___1) fzm___l

Nun ist nach Formel 2) und 3) wenn man u = §" setzt

A AMEH = §H— (m, 1) F 4 (m, D) F0 L (— 1) m)
BY) A"F" = A™FF 4 (0, 1) A F A (0, 2) AT F L (n,n) AT

Es sind hier wieder vier Fille zu unterscheiden. Sind 7 und »
beide gerade so folgt aus A')

AT = 2(@MHn—1) 42 (m,2) (2™ — 1) frnt | g(en 1)
Zuglelch folgt aus B') wenn man die Gleichung

1—n,1)+®,2)... —(n,n) =0
beriicksichtigt, ‘ ,
AMGE = — (@M1 fr 2 (n, 2) (IR 1) fR R g(am 1)

Nimmt man 2>>m so hat man demnach, wenn man diese zwei
Werthe von A™F" durch Subtraction vereinigt

12) 2@ 1)+ (™ —1) (0, 2) -m, 20
1) )] (27— 1)t 2) ™.+ () =0
Ist » — m so hat man
12%) (@¥—1)" 4 (27 —1)(m, ) P2 ... (" —1) " =0
Sind m und n beide ungerade, so folgt aus A')

AP = (2N 1) g (m,2) (@it 1)ty
+2(m,m—1)(2"+ — 1)/
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zugleich folgt aus B') . ’
A = — 2@ —1)f T (0, 2) @
+ (m,n—1) @™ — 1) f™H)
Setzt man wieder n>>m so ergiebt sich hieraus
13) 22— 1™t [0, )+ (m, 2)] @ — D,

(1, — 1) - (mym— L)@+ — 1) £ (27— 1) (n, m - 1) ot
+ . (a—1) @™ 1) =0

und wenn m = n

18%) (2*"—1) f*"+(m,2)(2*"*—1) f*" 4. . 4-(mm—1) 2" —1) = 0
Ist m gerade und # ungerade so giebt Al
A" = —(m,1)2 @Ml frtn—l__(m, 8)2 (2™ 1) S mtn—s .
| | —m(m—1)2(@"H — 1)
zugleich folgt aus B?)
Am %n —_ (n’ 1) 9 (2m+n—l . 1) fm+n—l - (n, 3) 2 (2m+n-—s__ 1) fm+"—3 oL
—(n,n—2)2@™* —1)—2@2™— 1)f™
also, wenn wieder n>m

14) [(n—1)—(m, 1))@t~ 1) f™H*'-[(n,3) — (m,3)| @™ " *— 1) f m-""—a—l— .
A, m— 1) — (m,m— 1)} @" T — 1) f"H (0, m 4 1) 2" — 1) f"1...

FE D=0
Ist dagegen m ungerade und » gerade so geben A') und B
A"F" = —(m, 1)2(@" " — 1) f " —(m, 8) 2 (@S — 1) f
— (m,m) (2" —1) "
A"F = —(n, 1)2(@m " — 1) (5, 8 2(2'"+"—3-— 1) fmin=3 .

— (m,n—1) 2(2m+1—1) fmH
mithin wenn z>m R : ;
16) [(n, 1)— (m, D)@~ —1) f ™"y ((n,8)— (m, 3)] (@™ — 1) fmrins
+ [(n, m)— (m,m)] (2" — 1) f "+ (n.m~+ 2) (22— 1) "2 . ..
y ~+ (n,n— 1) (@™ — 1) fmH =0
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Man kann die vier Formeln 12), 13), 14), 15) durch die einzige

r=sn
2 [(ar)+ (=1 (m ) @1 fT = 0
r=0
‘ausdriicken. :
Schreibt man aber wieder (—1)'B_statt f* so erhilt man vier
neue Relationen zwischen den Bernoalli'schen Zahlen und zwar, indem
man noch immer n>>m setzt, wenn m und n beide gerade Zahlen sind

16) 22" —1) Butn— @ D{(n.2)+ 00 2Bt - -
| 2 !

+(._1) (2m -_1)3,_,._ =0

wenn m und n beide ungerade

17) 2(™t"—1) Bﬂ-_,}—.-(2m+”‘2 — 1) [(n, 2)— (m, )] Bmyn—2 . . .

2 n—1

(=1 7 (15— 1) —1) Bugs = O

Wire m — n so giengen diese Formeln, jenachdem m gerade oder
ungerade, in

@™ —1)B_ — (2*"*—1) (m, 2) Bm_ e (— 1)?2' (™ —1) B'ﬁ =0

. 2

und

_ ...+(—-1)'%(m,m—-1)(2'”+‘-—1)Bm+,=0

1 —

2

(@™ —1)B_—(2*"*—1)(m,2)B,,

@iber. In diesen zwei letzten Gleichungen ist die zweite der oben (§. 1)
erwihnten von Herrn Prof. Seidel gefundenen Formeln enthalten.
Ist m gerade und n ungerade so hat man
18) [(n,1)—(m, 1))(2™+"— D Buas—{(n 3)—(m8) ™ — DBy
B

T ey T 2™ 1)Bp =0

2 -

_ und wenn m upgerede, # gerade
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'19) ((n,1)—(m.1)] (@ 1B na)—-(m, JE™ ) Bains. .
‘ 2 .
( 1)2 '(mon—1)(@mH— 1)Buys =0
2 \

Setzt man also m = 2k; n = 2k+2r so folgt aus 16)
20) 2(2%t¥ _1)B,, - (@¥2eu1)((n, 3) - (m, )]sz PO
+(—1)? (22"’--—1)B =0

setzt man m — 2k—1; n =2k—14 2742 .
so giebt 17)

21) 2(2%+r_1)B

2k+r

2k+r_(24k+2r—-2__1)[(n, 2)+(m’,2)1] B, FIPERE
+(—1)"7 2%*—1)B, =0

setzt man m = 2k; n = 2k-+2r+41 so folgt aus 18)

22) [(n,1)—(m, 0. 1)) 124+ —1)B,,  —[(n,3)—(m, 3)}(2‘“”"’—-1)82,,4_,__,.'-

+(—1)2 @¥*-—1)B, =0

und setzt man m = 2k—1, n = 2k+2(r41) so folgt aus 19)

28) ((m1)—(m D)@ —1) By — (0.3 —(m8ET—NB

+(—17 T @*—1)B, =0

Die Formeln 20) und 22) gelten noch wenn man k = 1 setzt, und
zwar wenn man s =— r—2 setzt, erhélt man

20% 2(2¥—1)B— (2 ~*—1) (2s—2,2)+1)B,_,...++(—1)"(2*—1)B, =0
92% [(2s—1,1)—2](2*—1)B,—(2s—1,3)2**—1)B,_ ...

(=1~ (@ —1)B, =0
Dies sind also zwei neue Formeln, in welchen alle Bernoulli'schen
Zahlen von der ersten bis zur sten vorkommen, und die kein Glied ent-
halten, in welchem keine Bernoulli’sche Zahl vorkommt. | A
Dagegen bediirfen die Formeln 21) und 23), wenn man £ =1
setzt, einer Modification, wie dies schon im &hnlicher Weise bei den
Formeln 9) und 11) bemerkt worden ist. Da nemlich nun m = 2k—1=1
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und A'§ =2 so geht A" in AF” iiber und man erhilt aus B') wenn

n ungerade
AF" = —2(E"P— 1o (0, 2@ 1) " 1) (2 — 1)1
zugleich giebt A') wenn = ungerade
A = 2(@+H — 1)

#

Man hat daher
2(2»+1___ l)f”’H +(n, 2) (2" —1) f 1., (22___ 1)(@,n—1)f2—3 =0

und diesem entsprechend, wenn man n-41 = 2s setat,

2(2* —1)B,—(2¥*—1)(2s—1,2) B

g1 " "

A (— 1) (2P —1)(2s—1,25— 2) B, 4 (— 1)’ = 0
Ist » gerade so giebt B!)

AF" = —2[m, 1)(@"—1)f"+(n, 3)(2"*—1) /... 4 (n,a—1)(2*—1) f*—1]
zugleich folgt aus AY) '

S A = —2(2"—1)f"

also '

[(2,1) — 1] ("= 1)f"+ (1, 3) "= 1) f* ... 4 (m, n—1) (F*— 1) f*— 4 = 0

woraus, wenn man n = 2s setzt,

[25,1—1](2* —1) B, — (25,3)(2¥*—1) B

JENE
4 (—1)"(2s,25—1)(2°— 1)B,+(—1y°+ =0
i
folgt.
4,
Eine nene Reihe und zwar viel verwickelterer Relationen zwischen

den. Bernoulli'schen Zahlen erhélt man, wenn man mit Hiilfe der oben
(§. 2.) gefundenen Werthe

f A f!m — A fzm—i
die Formeln A) und B) (ebend umbildet. Es sind auch hier wieder
vier Fille zu unterscheiden. '



BEITRAGE Z. THEORIE D. BERNOULLI'SCHEN U, EULER'SCHEN ZAHLEN. 17

Setzt man m = 2k, n = 2r so folgt aus A) wenn man dberall
— A f* statt f** setzt

AW — A fERT_ 2k, 2)AfRER (24, 2R) A

Entwickelt man nun in dieser Gleichung jeden der auf der rechten
Seite stehenden Ausdriicke nach der aus B) sich ergebenden Formel

Af = 2r, 000" f - (20, 1)AYS . .. (27, 2r—1) A (27, 20) A S
und setzt man zugleich zur Abkiirzung s statt .24+ 2r so dass
A% fr — 2k, 0)Af — 2k 2)AF 2 — 2k, 4)AF ... —(2k,2k) A2

so findet man AYf¥ —
— (2k,0)[(5,0)A% T 4= (5, 1) A F 4 (5, 2) A* U ... (5, 2K 1AL, .- (5,5)AF)
—(2k,2)[ (s—2,0)A5 7. 4 (s—2, 2k—2)AS~2HUf | | (s—2,5—2)Af)

-—(2k2k)[ ' ,. . (s'—2lc,0)A“""""+.‘f....+('s—2.lc,s.-—2l;)Af]

Schreibt man demnach

Azkfzr — ___Ao As+l f———-AlAsf. R Azl As—H-—zl f—
so ist '

Ay, N ANf

t=1
A, = % 2k 2t)(s—2¢t,2]1—21)

I

t=0
t=l
Aﬂ_‘_1 = Y (2k 2¢)(s—2¢t,21 —2¢41)

t=0
Auch ist A = (2k,0)4(2%,2)... 4 (2%, 2k) = 2**
Da s gerade ist, so hat man As’*"f—— (+1), Af = s+f8 w s w.
also
A% — A (s+1)—A, —|-Aﬂ\s+1 2l) 4, (s——2l) 434,

— A fs fs~—2 2l+1 fs——z A’s—l fB
Man schreibe die erste Horizontalreihe auf der rechten Seite in der Form

A+ D) —A,(s+1—1)...+ 4, (s+1—20)— 4, (s+1—21—1)...

+A,(s+1—s)+ 44,
Mathem. Classe. XXIII, 2. , C
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80 kann man zunfichst den Theil
(4+1)(A,—A,...+4,—A4,  ...+A4)

ausscheiden, da er = 0 ist. Denn man hat, wenn man statt 4,, 4,
u. s. w. ihre Werthe setzt,

A— A+ A = @h0)[(5,0)—(s,1)+(5,2) — (s.3).. .+ (s.5)]
+ 2k 2)[(s—2,00 —(s—2,1)... -+ (s—2)(s—2)]

+.(2k',2l.c)[(s _ok, 0.)—-.(s;—-2.k, 1)... 4 (s—2k,s—2k)]

wo jede Horizontalreihe auf der rechten Seite Null ist. Es bleibt mit-
hin ausser $4_noch ' .

A,—24,434, ... —sA,

welcher Ausdruck ebenfalls Null ist. Denn aus den Werthen von
A A, u s w. folgt
A, —24,434,...—s4 =
(2%, 0)[(s, 1) — 2(s.2)+3(5,3) . .. —s(s, )]
—(2k,2)[2(s—2,00—3(s—2,1).. —|-s(s—2,s—2)]
— (2%, 4)[4(3—-4 0)—5(s—4,1)...4s(s—4,5—4))

— (2K, 2k) [2k(s—2k, 0)— (2k+1)(s——2lc,1) - s(5—2k, s—2)]

Nun ist bekanntlich wenn g irgend eine ganze positive gerade Zahl
bedeutet (g, 1)—2(g,2)...—g(g,9) = O also verschwindet die erste Ho-
rizontalreihe, auch ist (g,0)—(g,1)+(9,2)... 4+ (9,9) = O mithin auch,
wenn a irgend eine Zahl bedeutet, : ' :

a(9,0)—(@+1) (g, 1)+ (@+2)(9.2) . . . +-(e+9)(9.9) =0

woraus sich ergiebt, dass auch alle folgenden Horizontalreihen Null sind.
Es bleibt also nur $ 4 = 2"~ iibrig, und man hat mithin

A fzr = —A fs fs--z 2l+1 a2l As—-l fz + 92%—2
Andererseits folgt aber aus A)
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ARfT — fo 4 (@K, 2)F°0 . . . (2, 28) f

Man erhilt demnach, wenn man hier wieder statt f°u.s.w. die
entsprechenden durch Bernoulli’sche Zahlen ausgedriickten Werthe setzt,
eine neue Relation, welche heisst

AB_ —AB . ... +(—)TA L B A (—1)krgn
= __B,ch +@xk2)B,,,  —@k4)B, , _,...+(—1""B

Ist z.B. k= 2, r = 3 so findet man

Ay=1, A, =10, A4, =51, A, =168, A, =379, A, =594, A_—645,

A, =476, A, =228, A, =64, A, =8 also
10B, — 168 B, + 594 B, —476B2+64B —4=—B, +6B,—B,
116
\3 5.7.11

Selbstverstindlich kénnte man dieser Relation noch eine andere Form
geben, indem man statt der Formel A) die Formel B) benutzte, aus
welcher sich im gegenwirtigen Falle nach §. 2.

A = f3 (20, 2) 52 L L (20, 20)

ergeben wiirde. Ich werde dies in der Folge bei &hnlicher Veranlassung
nicht wiederholt hervorheben.

Setzt man in A) iiberall statt f** nicht —Af* sondern Ajf?*—!
erhélt man

A% — AU (2K, 2)AF00 L (K, 2R) A ft

Wendet man wieder auf die Ausdriicke Af*™', Af*~%u.s.w. die
Formel B) an, so findet man :

ARfY = A Nf A NS S AN A, N A A

wo ’
t=1
A, = T (2k2¢t)(s—2t—1,21—21)
t=0
t=I
Ay, = T@k2t)E—2t—1,21—2t+1)
=0 -

B2
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Setzt man nun statt A°f u.s.w. die entsprechenden Werthe s f*
u. 8. w. so folgt
Azkflr —
A'os-——A',(s—l)...—}-A','l(s Rl — 2H_‘(s~——2l-— 1).. ' —+4,
+Ar0fa+A2fs—2 +Aufs-—2l+ +A’a—-2f2

Schreibt man statt der ersten Horizontalreihe auf der rechten Seite

s(d,—4, ... +A’21—Alzl+1 te __A’a—x)'—%A,

8—1

+ A, =24, . A+ QIF DA, . — D4,

—1

so kann man wieder &hnlich wie oben zeigen, dass dieser Ausdruck sich
auf —4A' | reducirt, denn man hat

Ag—A, ... —A_ = 2kO[s—1,0—(—1,1)... —(s—1,s—1)]

+ (2k, 2k) [(3—1—21;. 0)._(;—:1;21;, 1).. . ..—'(s—.- 1—ok, s.-—i——2lc)]

= 0 da jede Horizontalreihe auf der rechten Seite Null ist. Fer-
ner ist

A, —24,. .. 4(s—hA_
={(2k,0)[s—1,1)—2(s—1, 2) A (s—1)(s — 1,5 — 1)}
—-—(2k2[2s—30 —-—3(3—3‘ ——( )(s——3 s—3)]

— (2, 2k)[2k(s—2k—1 0)... ‘(3—1) — 21, s—2k—1)]

Nun ist, wenn u eine ungerade Zahl bedeutet, (u,1)—2(u,2)...
~+u(u,u) = O (abgesehen von dem Falle wenn # =1, wo man nur
(1,1) = 1 hat) also verschwindet die erste Horizontalreihe, und da auch
(%,0)—(w. 1)+ (%,2)...—(u,u) = O so verschwinden auch alle folgen-
den Horizontalreihen, wenn nicht, wovon vorldufiz abgesehen wird,
r=1 und also s—2%k—1=1. In diesem Ausnahmefalle nemlich wird
die letzte Horizontalreihe — (2%, 2k)[2%(1,0)—(2%k+41)(1,1)) = 1. Be-
rilcksichtigt man nun noch dass 4’y =1, 4, = 2% s0 folgt

. Azkfzr =fa+A"fb—'-'z. o+ A'zlfe—zl' +A'a—2 2 22k—2
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Vergleicht man wieder diesen Ausdruck mit dem aus A) erhaltenen
Werthe von A% f* 5o fithrt dies zu der Relation

4,B —A4 B - (—1F A B 4 (— 1)

k4r—1 kgr—2 " °
= (2k,2)B,,,  —2(k4)B .+ (—1f"'B,

k4r—2 " °

Diese Formel bedarf jedoch einer Modification wenn r = 1. Dann -
wird nemlich die Gleichung A)

NRfE = fER @RS+ (2K 28

Nun ist f?= '+ Af' = Af'—4; wihrend man im Allgemeinen
Af*! statt f** zu setzen hat, muss man mithin statt f* nicht Af*
sondern Ajf'—4 setzen. Hierdurch, und indem man zugleich bertick-
sichtigt, dass nun, wie oben bemerkt wurde, ’

A,—24,... +(—04,_ =1

1

ist, findet man

Azkfz ____f2k+2+AI2f2k L +As_2fs—22k-2+‘i"
woraus ‘ ,
4, B‘/c'_ A'¢ Bk_.i I l)k_1 A’zk Ba+(_‘1)wl(2zb—2—i')
= (2k,2)B,—(2k,4)B,_, ... +(—1)*"B,
folgt.
Ist z. B. ¥ =2 und zugleich r =1 so findet man A4', = 16,
A', = 24 und erhilt ‘
16. ¢ —24 .4 +4—4 = 6.4 —$ =%
Ist m = 2%k, n = 2r-+41 so findet man aus A) vermittelst
[ =—Aar
A — @k, 1)Af 2k 3)AS 2 ... 4 (2K 2k—1)A fotRt2
Die Anwendung der Formel B) giebt nun ’

Azlcfzr+1 —_ Ao A8+’f+A‘A8f. .. +A21A3+l—2lf+;421_|;1 A, +A3Af
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Hier ist
=l
4, = tz (RE,2t41)(s—2¢,21—21)
=0

t=I

Ay, = I @k 2+H1)(—2020—2t4])

Die Substitution A**'f = —(s41), A*f = s4f° u. s. w. fihrt
alsdann zu '~

AR — A (s4+1)4Ad,s... —4—1 A
+A, A, 4
und dies reducirt sich wieder auf
A!kfzr-}-l — A,fs+A3f8—2 . +A,_1f2_22k—2
Zugleich folgt unmittelbar aus A)
AR frtt — (2, 1) f— (2K, 8) % . . . —(2k, 2k—1) o2
woraus mithin die neue Relation
Ain+r'— 4, Bk+r—-—1 te +(_1)k+r-l A2k+2r—1 B, + (_1)k+r22k—2 '
= — (2%, 1)Bk+r+(2lc,3)Bk+r_1...+(—1)k(2k.2lc——1)Br+1

folgt. Diese Formel bleibt noch giiltig wenn » = 0. Denn in diesem
Falle, wo also m = 2k, n = 1 folgt aus A)

ARf = Q1) .. — 2k 2h— 1) P S
und zugleich ’
A* = 2k, 1)Af% ... 2k 2k—1)AL 1

so dass, nach Weglassung des in beiden Formeln vorkommenden Glie-
des f! alles ungetindert wie frither bleibt. Die Substitution Af*** fiir
7** fihrt bei derselben Behandlung auf

Azkf"_l_l =.—Alo Acf__Ar‘ As-—'lf, . _A's-—lAf‘

wo'
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t=1
A, = 3 @k2+1)(s—2¢—1,21—21)
t=0
t=I
4, = Eo(2k,2t+ 1)(s—2t—1,21—2¢t41)
woraus

Azkfzr-H —_ ___A'ofs__A'zfs—z L. ___A'a—gfz_‘_ 92k—2’

Dies mit den vorhergehenden Ausdriicken fir A f*+! yerglichen fithrt
also wieder zu neuen Beziehungen zwischen den Bernoulli'schen Zahlen.

Jedoch bedarf diese Formel wieder einer Modification wenn r = 0O
also s = 2k. Da man nemlich nun in dem Ausdruck

MR — @RS — (2K 2k—1)f !

wieder Af'—4 statt f* setzen muss, so ergiebt sich
ARf = — (2K, DALE . — (2%, 2k—1)Af - k1

Indem man nun diesen Ausdruck mit Hilfe der Formel B) in die
Form.

— A NP A A Ak S

bringt und dies wieder in

—RkA +QRE—1)4, ... +4,, +3+4,  +E+S
— 4, f’k—4’2 fE L —A,
verwandelt, zeigt sich dass zwar — A’ +4', .. 44, = wieder Null
wird, aber —A', 424, ... +QRk—2)4,  —(Rk—1)4,,
— @k 1)[2k—1,1)—2@2k—1,2) ... +Rk—1)(2k—1,2k—1)]
+(2k,3)[2(2Ic4—3,0)—3(2k—3, 1)...—@k—1)(2k—3,2k—3)]

+ (2%, 2% —1)[(2k — 2)(1 0) (2k-—-1) (1, 1)]

ist

Hier sind alle einzelnen Horizontalreihen Null nur mcht die letzte,
welche vielmehr — 2% ist. Hierdurch ergiebt sich RN et
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,A’k - ~Alof2k~Arzf2k—-2 . "“'A,2k_2f2+ 22k—2_k+f1
was mit AY P — (k1) ... — (2K 2%—1) 41

verglichen zu der Relation
A,B—4,B,_ ...+—1)""4, B 1tttk
= (2k,1)B,— 2k 3)B,_, ... +(—1)k+’(2k,2lc-—1)B,
ftihrt.
’ Ist m = 2k+41, n = 2r so fihren die vorhergehenden Betrach-

tungen unter Anwendung der Gleichung f** = —Af* zu

Azh-{-tfz,- =4, As+lf+ A‘A’f. .. +A21A"+‘—2lf+A21+1A3"”, .. +A‘Af

t=I
wo A, = 3 (2k+41,2041)(s—21,20—21)

=0

A, =S @k4+1,2t41)(s—2¢ 20— 2e+1)
t=0

2141
woraus dann weiter

AT — A A A, P2
folgt. Dies mit dem unmittelbar aus A) folgenden Ausdruck fiir
A1 £ gusammen gestellt, giebt

v . B
AiBH-r- 4 Bk""" e s et A A2k+2r—1 B,+(—1) trgik—1

= —@k+1,1)B,  +@k+13)B,,,_ ... +(—1""B
Unter Anwendung der Gleichung f** = Af**! dagegen findet man
k ’ ' 8 ’
A2 +‘f2r=_»AoA8f—A1A lf- .. —'-As——lAf
» t=1 .

wo A, =3 @k+1,2t41)(s—26—1,21—21)

t=0 . . .

= T kL2041 —2e—121—2e+1)

=0

’
: Azz+1

und hieraus die Relation
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4,B —A' Blc+r—1 e ol e )k+r—iA'2k+2r 2B 1 "I"("“1)"-'."2,”0_l

= @k+11)B, ... +(— 1B,
Ist jedoch r = 1 so muss wieder die oben besprochene Modifica-
tion eintreten und man hat
A,B,, ,—A4,B; ... +(—1)'4, B+ (— 1@ —y)
(2k+1 1)B,,, ... +(1"B,
Ist m = 2k+ 1, n = 2r41 so fihrt die Anwendung von
fza — __Af?d zZu :

k41

A2kt f2r+1 —_ Ao As+2 f__ A‘ AsHt f e — A” As+2—21 f___ AzH—l Ast+1—2l f ..
— A4 Af
t=1
wo A, = —3 @k+128)(s+2—2420+1—2¢)
t=0
t=1
A4,  =— tz_jo(2lc+1,2t)(s+2—2t,2l+2—2t)

woraus dann weiter

4, Bk+r+1 —4 Bk+r (= l)k+rAzk+arB el 1)k+r+l_ g
=-——Bk+r+1—|—(2k+l 2)Bk+r oo (=11 (2k4-1,2k) B

folgt.
Dagegen fiihrt die Anwendung von f** = Af**~' zu

R R o R e AW Y

wo A, '§(2k+1,2z)(s+1—2t,2z-—2t)

Ay, = 2(2k+1,2:)(s+1—2t,2l+1—2t)

und hieraus folgt, da 4') =1

4,B,  —A, B, .. (YA, B (-
= (2k+1,2)B,,  —@k+1.4B, l..;+(--—1)"+'(2lc+1 2K)B,

Mathem. Classe. XXII1I. 2. D
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Ist jedoch » = 0 so muss man im ersten Theile dieser Gleichung
noch das Glied (— 1)*+ 131‘_3:1 hinzuftigen, so dass man

.A', B"_—A,‘Bk—l o +(_1)k—lA'2kBi+(— 1)]0@279—1__2]:;- 1)

= @k+1,2)B,—(2k+1,4)B, ...+ (—1**"2k+1,2k)B,

hat. In diesem Falle nemlich finde man unmittelbar aus A) den
Ausdruck

AR frhtr L @k ] 28— (2k+1, 2k 1)f
welcher wegen f* =Af'—4 in
' 2%+ 1
A”"Hf' = Afzk‘l".‘ . +(2k_|_1’2lc)Af‘—-(2k+ 1,2[C+1)fl—-2—
iibergeht.

5.

Eine zweite #hnliche Reihe Relationen erhiilt man, wenn man von
.den Ausdriicken ausgeht, welche oben (§. 3.) durch §F™ bezeichnet wor-
den sind. Da nemlich §=—1, §F' =1, F"=22"—1)/*"; F"H'=0,
so ist, sobald nicht m = 0, F*™ = AF™ ! = —AF*™ oder F*™
] 2m 1) 14 fzm

Geht man daher von den Gleichungen A') und B') aus so findet
man, wenn man m = 2k, n = 27 und, wie friher, 24427 = s setzt,
indem man die Gleichung §*” = —2(2"—1)Af*" benutzt, aus A')

Azk%w —_ ____2(28__1) Afs__ (2/€,2)2 28—2 Afs—z . __2(22r_ 1) Afzr

Entwickelt man hier wieder die Werthe von Af° Af=2 y 5 w,
nach Formel B) so findet man

Arger —A, A8+’f-—A, acf. . .——ANAH"*“f—-—AwHAs'”f. —AAf

§

t=1
wo AN = ¥ (2k20)2(¥—1)(s—2120— 21)

t=0

t=1
Ay = 3 @R2O2EH—1)(E—2020+1—20
=0
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Indem man nun wieder A'T'f— —(+1), f=s4+f" u 5 W.
setzt, beweist man, dass dieser Ausdruck sich auf '

— A f AT —A,_ P4,

reducirt. Vergleicht man dies mit dem unmittelbar aus A') folgenden
Ausdruck

AT = 2(2°—1) f+(2lc 222 1) .. 42k 28) 202" —1) /"

so findet man

AB  —AB, ... +1""4 B - (—1)4,
2
=—2@'—1)B,, +(@k2)2@ "—1)B,,, ... +—1""2@—1)B

Geht man dagegen von der urspriinglichen Form der Gleichung A?)
aus, nach welcher

A¥F = F+2h2F ... + 2k 2ATF
und setzt —AF* statt F so findet man |
ARG — AR — (@K 2AF ... — (2K, 2K AFY
Nun folgt aus der Gleichung B'), wenn man m = 1 setat,
c AF" = AT 4 (1, 1) A"F + (0, 2) A" L L - (n,0)AF

Mit Hiilfe dieser Gleichung kann man also jede der Grissen A,
AF ... entwickeln und erhalt

ARFT — g AT A NG — A AT a

s——ﬁl
apd G- —4AT

t=1
wo 4, = tz (RK,2¢t)(s—2¢,21—21)
=0
t=1
A+t = 3 (K, 2¢t)(s—2¢,2141—2¢)
;ot=0 )
Beriicksichtigt man nun die oben (§. 3.) bewiesenen Gleichungen

Af = 2; AWHE — 1; A — (2" —1) ]
' D2
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so findet man hiernach
AV = 2[4, @1+ 4, @) 44, (1) 2%

woraus sich mithin wieder neue Relationen zwischen den Bernoulli’schen
Zahlen ergeben.

Wieder andere Relationen findet man, wenn man die Substitution
A" = §** benutzt. Dies giebt zuniichst

AR AT (24,2 AF ... (2K, 2K AF !
Mit Hilfe der Gleichung C") findet man hieraus weiter

A?kgzr — A0A8%+A‘A8—‘%~ .. +A21A8—21%+A2l+1A8—2‘—1% .o .+A8—IA%
t=1

wo A, = 3 (2k20)(s—1—21,21—2¢)
t=0
t=1
A, = 3 (k20— 1—24 20+ 1—21)

=0
und die weitere Entwickelung giebt
AR = — A, 1) 4, T4, @1 2

In dem besonderen Falle wenn » =— 1 muss wieder eine Modifica-
tion eintreten. Da nemlich dann aus A)

ARgr = gL 0k 2§ .. (24, 2RHF

folgt, so muss man, da § = §' 4 AF', auch statt %’ nicht A" sondern
A§'-+1 substituiren. Hierdurch erhilt man

Aak%zz___ 0A2k+28;+A’A2k+1% ce +A2k+1Ag+1
und die Endformel wird
AT — 2[4, @ 1) L 4, (1) — 2T 41

Alles Vorhergehende bezieht sich auf die Voraussetzung, dass m
und n gerade Zahlen sind. Die drei anderen moglichen Fille, welche
oben ausfithrlich behandelt worden sind, wiirden auch hier wieder zu
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neuen Beziehungen zwischen den Bernoullischen Zahlen fthren. Doch
will ich hierbei nicht nochmals in das Einzelne eingehen.

6.
Setzt man T_*_—_—,, = @& soist p0=1, <p”‘0 = (— l)kEk wo E, den ’
k'™ Secantencoefficienten oder, wie es im Folgenden ausgedriickt wird,

die %* Euler’sche Zahl bedeutet, dagegen <p2k+1 = 0 auch wenn 4 =0.
Statt ¢"0 soll im Folgenden nur ¢" geschrieben werden.
Setzt man = ¢" so findet man aus der Formel A) in § 2

AT = ¢"— (m, 1) " 4 (m,2) " . . . 4-(—1)"¢
also, wenn man 2m statt m setzt
2m<P — (sz"l" (2m, 2) <sz—2+ (2m’ 4) cP2m—4 Ve +<P

Aus E-‘S’ﬁ = ¢ folgt aber

U+t st - et e+t ) =1
und hieraus, wie schon Euler bemerkt hat (Instit. calc. diff. §. 226.)
¢ @m Y @m )P =0

oder
Em—(2m, 2) Em_~ 1 (2m, 4) Em_2 oo+ (—=1)""12m, 2m—R) E, +(—1)" =0

Demnach hat man :
' 2m<P —_ O
wobei jedoch zu beachten, dass, wenn m = 0, man nicht A% =0 son-
dern = ¢ also = 1 hat.

Setzt man aber 2m--1 statt m so findet man -

pmily — _ (@m1, g™ — @m+4 1 3) ¢ — (2m+1,2m—L)p—o

Mit Beibehaltung der fritheren Bezeichnung hat man aber

2 #*—1__ 2 (1— 2 ) = fB2=Sts
o Ly G e | S | z

pr.e " =
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ztm

.d‘ h. (?+(?zi£’_2" +1 2m+ )(1—.Z'+12 ’ +1 2m ’°)
=2 ... (@ —aim) LT

Vergleicht man hier dxe Coefficienten von 2*"~' auf beiden Seiten,
so findet man

2sm(1 2SM) 2m _ ?sm-c ‘sz-l ‘ l
S .2m—2 1..2m—4°1.2.3°°"  1..2m—1

oder

2.»;.4(21m_1)fm _ 2m__1 1) (sz_-z_l_ <2m_1 3) cP2m-—-4 e + 1

By

d.h, 2'm1 (2 1) —=0@m—1L1)E _ —(2m—1, 3) o (=1t

Vergleicht man diesen bekannten Ausdruck®) mit dem oben gefun-
denen Werthe von A*"t!'¢ g0 findet man

Qs (osmes__ B +1
At ¢ = — ”(’+ " ) f2m+2 = (— 1)m+1 g2m (22m+2 1) m”-'i- -

oder

gt o PEL
m

also wenn man 2m =— s setzt,

§—2
2
Setzt man ¢" statt f™ so folgt nun aus den Formeln A) und B)
A") Am?” — cpm+”—(m, 1) <Pm—{—n—l_!’_(m’ 2) (Pm+n-2 . +(__ l)m (m’ m) (P”
B) A™¢" = A™" o4 (n,1) A™" o4 (n,2) A" R L L 4-(n,m) AT ¢
Es sind hier wieder vier Fille zu unterscheiden:
Sind m und » gerade und zwar m = 2k&; n = 27 so hat man wenn

*) Mathem. Abhandlungen von Dr. H. J. Scherk p. 5; auch »Ueber Bernoulli-
sche Zahlen« Inauguraldissertation von G. F, Meyer, Gittingen 1859 p. 43.
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man, wie frither, 2k -+ 2r — s setzt, und die. Gleichung A*"¢ =— 0 be-
riicksichtigt, '

a) A% = " (24, 2)9° . .. (2K, 2k) ¢
a) A% = (2r,1)A g4 (21, 8)A% 2 . . . (27, 2r—1)AM g
also

R .. 4 = @ D2@—1f (@2r,3)2 1@ —1f* .

8 8—2

22k+s___1 K+
—(2r, 2r— 1)@t &0

Vermoge der Gleichungen ¢* — (— 1)’”Ek und f* = (—1)*! B,
erhdlt man also hieraus die folgende Relation zwischen den Euler’schen
und Bernoulli’schen Zahlen

23) B, ,—QRkAE,, ...+ (—1"E =212 (22’°+2’—-1)Bﬁ__,_.
k+r

(2r,3) 2R A=y 2h+2r—2__1\Byt (g (— 1) (2,27 — 1)2”’“"(2”‘*’——1)Bk+,

htr—1 . k+1

In dem besonderen Falle wenn r =1 giébt dies

23) Q2 (92k+2__ 1)Bit1 = E, -——(2Ic, RE, ... +(— 1)"E1
k+1

ein Ausdruck einer Bernoulli'schen Zahl durch Euler'sche Zahlen welcher,
soviel ich weiss, noch nicht bekannt ist. Da die Euler'schen Zahlen
ganze Zahlen sind, so folgt hieraus, dass sobald % eine gerade Zahl und

mithin %#-41 kein Faktor von 2%+ ist, der Zihler von B, +1 durch

k-1 theilbar sein muss, sobald 441 keinen gemeinschaftlichen Faktor
mit 2%%t2 —1 hat. Der Satz gilt also namentlich, wenn £-4-1 eine Prim-
zahl ist, die Zahl 3 ausgenommen, weil dann immer k-1 gegen 2%+* —1
Primzahl ist; man hat das bis jetzt nur mit Hiilfe des Staudt’schen Theo-
rems bewiesen.

Setzt man aber £ =0 und berticksichtigt dass nun, da A™¢ =
A’ = 1, aus B") folgt
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A% — 21, 1)A M. .. (21, 2r—1Ap41
so erhidlt man die Relation

E, = (12" @ —1)B, ... 4(— "' @r2r—1)2@*—1) B +(—1)

die schon Scherk gefunden hat*).

Ist m gerade — 2% und n ungerade — 2r--1 so folgt aus A’)
und B")

b) ARG = @k 1) — (2K, 8¢ . . . — (25, 2k— )¢
B) AT = A (@4 1,2) 8 g @r 1,20 0% g
und demnach

24) (24, 1)E,¢+r—-—(2k, 3)Ek+r__1 A 1)""‘l (R%, 2k_1)Er+i

. 2gk+)r+|(2tk+lr+s — 1) B bbrt1 (2,. + 1’ 2) 2|k+sr-a (23k+:r — 1) ‘Bk+r .
= RS - P

2k+3
+ (—1)y(@r41,2r) 2%+ ¢

_I)Bk+1
k+1

Setzt man r = 0 so geht dieser Ausdruck in

2sk+| (2:}:4-:_ I)Bk—i-l

24) o

=(2k,1)E,—(2%,3)E,_ . o (—1)51 (2k,2k,—1)E
{iber. Dies ist also neben 23) eine zweite Formel, durch welche eine
"Bernoulli'sche Zahl vermittelst Euler'scher Zahlen ausgedriickt wird, ohne
dass die Formel ein- von diesen Zahlen unabhiingiges Glied enthiilt.

Setzt man dagegen % = 1 und zugleich »—1 statt r so erhilt man
24" E = 2+ __1) By —(2r—1,2)2?(2* —1)By . ..

1 T

+(— 1)1 (2r—1,2r—2)2*(2*—1) B,

2

also eine Euler'sche Zahl durch eine Formel ausgedriickt, welche die

* A.a. 0. p. 5 Form; 2.
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Bernoulli'schen Zahlen bis zur zweiten und kein von diesen Zahlen un-
abhiingiges Glied enthilt.

Setzt man aber & = O und zugleich »r —1 statt » so fihrt dies zu
folgender neuen Relation zwischen den Bernoulli'schen Zahlen

92r—1 (227‘_ l)B.r__(2r— 1,2) Qr—3 (2"’"2-—-1) B’:‘_l .o

r r—1
+ (=172, (@ —1)B,4(—1F = 0
Ist m = 2441 und » = 2r so ist

Q) AWM — _2k+1,1)¢"—(2k+ L3¢ .. . —(Rk+1,2k+1)¢"
= Ao (27,2)A g . . .+ (2r,2) A% Hg

demnach
26) (Rk+11)E,  —Q@k+L13)E,  _ ...+ (—1E =
g2h-t+2r+1 (22k+2r+2 —1)Bitrt1—(2r,2) 22k+2r—-1 (22k+zr__ 1) Batr
e ==
. + (__ l)f 22k+1 (22k+2 _ 1) Bk_i{
k+1

Hieraus folgt, wenn man 4 = 0 setzt

25') E,=2"+‘(2”+’—-1)B,_¢_1_(2r,2)2""‘(2”—1)13:...+(—1)'2(2'-'-1)Bl*)
r-+1 r .
eine dhnliche Formel wie 24") nur dass hier noch die erste Bernoulli-
sche Zahl vorkommt.
Ist m = 2k-+1, » = 2r+1 so hat man
A2k+1(P2r+1 — ?8+2 +(2k+1,2)?¢ +(2k+1 2k) 2r4-2
= @r41,1)A% o4 (@r 4 1,8)A% g L LAY

also

*) Diése Gleichung kann man auch unmittelbar aus @' = —4p" finden wenn
man 4¢*" nach Formel B”) entwickelt.
Mathem. Classe. XXIII. 2. E
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—(@k+1,2)E oty © - - H(—D*@%4+1.28) E

@r41,1) 2 @RI _ 1By (=12 @ 1) By,
Ffrt1 kE+1

E,

?6) kgr41

Setzt man r = 0 so folgt

2zk+1(22k+2_153k+1 k+1 —(2k+1,2)E, +(_.1)"(2Ic+ 1,2/ E

k1
wie schon Scherk gefunden hat®). Vergleicht man diese Formel mit 23)

oder mit 24') so findet man eine neue Relation zwischen den Euler'-
schen Zahlen, nemlich

B, ,, —@k+1.2+Rk1)E,. ..+ (— 12k + 128 +(2k2k—1)]E, =0

Setzt man dagegen £ = 0 und zugleich r—1 statt » so ergiebt

sich

E = (2r—1,1)2" " @r—1)B, —(2r—1,3)2" "(2r—2—1)B_ ..
y | — r—t

s r—1

+(—112(2*—1)B

1

~der Vergleich dieses Werthes von E_mit 25) giebt die neue Relation
- ‘gwischen den Bernoulli'schen Zahlen
it (202 __ 1) B,y — 241 (2 —1) [(Rr—1,1)4+(27,2)] B, . ..
r1 r
+(—172*@2*—1)B, =0

In den vorhergehenden Formeln war es nicht néthig wie friiher
(§. 3.) eine'der Zahlen m und n als die grossere zubetrachten, man kann
daher in den Formeln A”) und B’) so wie in den daraus abgeleiteten
, Relationen diese Zahlen vertauschen. So folgt aus 23) wenn man m
‘und n, also auch % und r, vertauscht,

| ‘)A a 0. p 5 Form 5.
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B, —@rE,, . .+ E =@ke+r@r_nB, ...
Etr

+ (—1)FH (2 2k—1) 2 (2" —1) B -

‘r+i

Ebenso finde man aus 24)

@r+1L1)E, —@r+L3)E,, ... +(—17E, =

Q2k-+2r-+1 (22k+2r+2_ 1) Bk+r — (R%,2) 92h+2r—1 (227c+2r__1) B, PR
: k+r41 ktr

+(—DFeh 2k —1) 2 (@t —1)B,

r4-1
tibereinstimmend mit 25) u. s. w.

§. 7.

Aehnliche Betrachtungen, wie sie in § 4. angestellt worden sind,
fiihren, auf die Funktionen ¢ angewandt, zu verwickelteren, neuen Be-
ziehungen, sowohl zwischen den Bernoulli'schen Zahlen als zwischen
diesen und den Euler'schen. Insofern nemlich wieder ¢*™ ——A¢*™ =
A¢*™! und zwar auch wenn m = 1 da ¢' = 0, so kann man mit Hiilfe
dieser Ausdriicke die Formeln A”) und B") umbilden, wobei wieder vier
Fille zu unterscheiden sind.

Aus B") folgt
C’ A" = A" Mot (n,1)A%p+ (1,2)A" @ . . . 4 (n,n)Agp
und zwar, je nachdem = gerade oder ungerade:

Ag" = A" o+ (n,2) A" Mg . ..
Ag" = (n,1)A%p . . .
Ist m = 2%, n = 2r so folgt aus A") wie schon oben §. 6. ge-
zeigt worden ist ‘
a) A% = ¢+ (24,2) 9"+ (2K, 4) "t . . . 4
also auch
A% — —Ag®—(2k,2)A¢" 2. . —Ag*
und mithin nach C"), wenn man die Gleichung A*™¢ = O berticksich-

tigt (§. 6),
E2
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ARG = A A A M. — AN A0

2
wo

4 = S @eh20E—2621—20)

' t=0
Nun ist anderer Seits (§. 6.)
a) A — (2r,1)A" ' 4-(27,8) A% P . . .4 (27,27 — 1)A%Hg

" Setzt man also statt A*t'¢, A*'¢ u. s. w. ihre Werthe in Ber-
noulli'schen Zahlen ausgedrfickt, so findet man die Relation

2,k+2"+l (22k+37+2 _ 1) .Bk+r+ . —A‘ . 22k+21’—-1 (22’64-27‘_ 1) Bk+r .
A =
+ (—1*74,.  .2(2*—1)B,
— (2’.’ 1) 22’6—]—27—1 (22’6-}-21‘_1) .Bk+r——-(27‘,3) 22k+2r—3(22k+2r—2_1) .Bk+r._1. .
f=r i
+(— 1) @r, 2r — )2 @¥T 1y By,
: k41

wobel zu bemerken dass 4, = Q1
Berticksichtigt man die Gleichung 23) so hat man also auch eine
neue Relation zwischen Euler'schen und Bernoulli'schen Zahlen.
Aechnliches gilt von den noch zu erdrternden #brigen Formeln.

‘ t
Ist r =0 und also 4, = 3 [(2k,2¢)(24—2¢,2!—21)] so hat man

0,1

g+ 1By A4, 2% 1)Bs ... 4 (—1) 4,22 1)B, =0
k1 k

Unter Anwendung der Gleichung ¢*™ = A¢*** folgt aus A”)

| Azk?&- — qu’k+2"’+(2k, 2)A<P”‘+2"" . .+A?2r—1
und hieraus nach C")

R T ¥

2
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wo .
' t=1
A, = 3 Rk 2t)(s—2¢t—1,21—2¢41)
t=0
woraus also wieder eine neue Relation folgt.
Ist m = 2k, n = 271 so folgt aus b) vermittelst ¢*™ = — A"

A’k<P2r+1 = 2k1)A¢°" (2 3)A¢" ... +(2k2k—1)Ag*t? -

und vermittelst C”)

Aﬂ‘(p'”'“ = A 0o+ 4 A g .. .+AIA’—’H"<9 . +.AiA<p
. 2

wo
t=1
4, = 3 Rk 2t41)(s—2¢,201—29)
t=0
Verglichen mit 24) giebt dies eine neue Relation zwischen den -
Bernoulli’schen Zahlen und zugleich

Ck1)E, —@k3E,,, ...+ @h2k—1E, =

Ao '22k+2r+1(22k+2r+2 — 1) -Bk-l-'.-l_1 ..

If+r+ 1
" ) + (_ l)k-l-r 22’0-—-1’

(=1t ter i) B

Setzt man aber von A¢* ' = ¢ ausgehend

A?k cP27‘-—f-—1 — "‘(2k. 1)A?2k+2r—-1 "-'(2k, 3)A?2I¢+21’—3 e — (2k, 2k——1)A ?21'-‘-1

so folgt aus C”)
Azk?2r+1= — A'o As—1<P_‘A1'i A""’cp .o —-—AIAG—l—ﬂ?. L — A.:_z}A P
2

wo

t=1
4,= 3 2k 2t+1)(s—1—2¢,20+1—21)

=0

woraus sich also wieder eine neue Relation ableiten ldisst.

¥
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Ist m = 2k+1, n=2r so folgt aus §. 6. (Form. c) vermittelst
— _A?zm
AT = 2k +1,1) A’ + (254 1,8) A9 . . . 4-Ag"
und aus C) )
MkHG = 4,8 g 4 40 H g 44, A

2

Im

P

wOo
=
A =3 @k+12041)(s4+1—2020+1—29

=0

Ist m = 2k+1, n = 2r+41 so findet man

AV G — A (2% 4-1,2)80° . .. —(Rk+1,2k) A2
und
Azk+1?2r+x =—-A“ A"Hcp-—A‘ A"Hcp L —-—'AIA""'zH'an . “A,.HA‘P
2
wo
t=I
A4, =3 2k+12¢8)(s+2—2¢21—-2¢)
t=0
Hieraus ergeben sich also weitere Relationen. Andere erhilt man,
wenn man wieder die Substitution ¢*” = A¢*"™~! anwendet, was ich
nicht weiter verfolgen will, da die Entwickelung nach dem Vorherge-

henden keine Schwierigkeit hat.

§ 8
Es mogen hier noch einige Bemerkungen ‘Platz finden, zu welchen
die im Vorhergehenden gefundenen Formeln Veranlassung geben.
Wenn man in Formel 23) fir £ die Einheit setzt, so hat man

Er+l _Er = (2,-, 1) 22r+l (22r+2_ 1) Bf_—}-_l —_ (2 r, 3) 92r—1 (221'___ 1) E’: .
r+41 r

1 @r 2y —1) 2(2' —1) By
2

Da nun bekanntlich jede Euler'sche Zahl E mit 1 oder 5 endigt,
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je nachdem r ungerade oder gerade ist, also E 41— E, im ersten Falle
mit 4, im zweiten mit 6 endigt, so erhdlt man den Satz, welcher wohl
nicht auf so einfachem Wege direkt zu beweisen ist, dass die Reihe

(27, 1) 2%+ (242 B ., ...+(— 1)t (2r, 2r —1)2%(2¢ — 1)B,
r4+1 : 2
eine ganze Zahl ist, die mit 4 oder 6 endigt, je nachdem r ungerade
oder gerade.
Einen #hnlichen Satz erhédlt man aus 24) wenn man A = 2 sgetzt,

Man hat nemlich dann

4B, ,—E)=2""@""—1)B —@r+122"0@ 1B

r+3 r42
v (—1)" (2741, 29)2°5(2°—1) B,

BE)

Da nun 4 (E, +2 —E, ) mit 6 oder 4 endigt, je nachdem s un-

gerade oder gerade ist, so folgt hieraus, dass die Reihe
23r+5(22r4+6—1) Brys— (2r41,2) 22r+3(22r+4 — 1) By, . .,
r+43 : ;‘—f‘;
+(—1)"(2r41,27) 2°(°—1)B,
3
eine ganze Zahl ist, welche mit 6 oder 4 endigt, je nachdem r unge-

rade oder gerade.
Von dem Staudt'schen Satze ausgehend, dass

E) (—1B,=4,+5+7...+5

wo B die nte Bernoulli'sche Zahl, 4  eine ganze Zahl und a. ..\ die

so beschaffenen Primzahlen sind, dass 5':2'—‘ e 5—:—’ Faktoren von # sind,

hat Herr Hermite mit Hiilfe der bekannten, oben mit. I} bezeichneten.
Formel eine Relation zwischen den Grossen 4, 4, .. .4, gefunden*). Mit
Hiilfe derselben Principien habe ich dann, von der ebenfalls bekannten,
oben mit 9% bezeichneten, Formel ausgehend, eine zweite solche. Rela-

*) Journ. {. d. reine u. angew. Mathem. Bd. 81 p. 93.
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tion gefunden®). Andere Relationen dieser Art ergeben sich nun leicht
mit Hdlfe einiger der neuen im Vorhergehenden abgeleiteten Formeln.
Aus Formel 8*) nemlich, statt deren man auch

B,—(2n,2)B, ...+ (—1"2n28—4)B,_ +(—1)""[(2n,2n—2)—1] B =0

schreiben kann, folgt, wenn man fiir jede Bernoullische Zahl, nach E)
ihren Werth setzt,

A +++4
+@2n2)4, +4+4+14+4)

+[2n2n—2)—1)(4 +4+4++...)
=0

Nun ist hier allgemein 4 mit (2n,2s—2) multiplicirt, wenn nicht
s=n in welchem Falle A mit (22,22—2) — 1 multiplicirt ist. Bezeich-
net man nun die Summe der Glieder dieses Ausdruckes, welche den
Faktor % enthalten, wo p eine ungerade Primzahl bedeutet, durch Sp,
so kommen in dieser Summe alle die Glieder vor, bei welchen das da-
neben vorkommende A, so beschaffen ist, dass £—- ein Faktor von s

—1 o
ist, also wenn s _.‘3—5—-, s = p—1 u. s w. allgemein s = k.2 ' wo fiir

k alle ganzen positiven Zahlen zu nehmen sind, so weit dass k.’f%l-

nicht grosser als » wird. Nun gehort zu Ak gt der Binomialcoefficient

2

(@n,k(p—1)—2)=2n, kp—-k——Z) oder (2n,k(p—1)—3] = (2n,kp—k—38)
je nachdem .2~ nicht =n oder = n ist. In nachdem also 2 kein

Faktor oder ein Faktor von # ist, hat man

S, = %[(2n,p——3)+(2n 2p—4)+ .. .]
.oder

Sp = S [(Rn,p—38)+@2n2p—4) ... —1]

'B|~

*) Journ. f. d. reine u. angew. Mathem. Bd. 84 p. 267.
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Man kann nun zeigen dass Sp in jedem Falle eine ganze Zahl ist.

Da nemlich (2n,p— 3)4(2n,2p—4).... = (n+41,p—2) —(2n,p—3)
+(Rn+1,2p—38)—(2n,2p—3) ... ist, und, wie ich an der erwihnten
Stelle gezeigt habe, @n+1,p—2)+(Rn+4+1,2p—3)...in der That
durch p theilbar ist, so ist nur noch zu zeigen, dass, je nachdem ” 2
kein oder ein Faktor von = ist,

(Rn,p—2)+(2n,2p—3) . ..
oder
(Rn, p—2)+(20,2p—3) ..

durch p theilbar ist. Nun ist (27, p —2)4 (2, 2p—3)+4.
Rn+41,p—1)4+(2n4+1,2p—2) .. —QRup—1)—(2n2p—2)— .

Da nun schon Herr Hermite in der oben erwihnten Untersuchung ’
gezeigt hat, dass (Rn—41,p— 1)+ (2n—4 1, 2p — 2) . durch p theilbar
ist, so ist nur noch zu zeigen, dass je nachdem 2 T‘ kem oder ein Faktor
von n ist,

@rp—1)4+(2n2p—2)...=0 oder =1

nach dem Modul p ist, was, mit Anwendung des von Herrn Hermite
gebrauchten Verfahrens, sehr leicht auszufihren ist. Bezeichnet nem-
lich w die verschiedenen Wurzeln der Congruenz z#~'—1 = 0, (mod.
p). so ist

240" = (p—)[1+@np—1)4@n2p—2)+..]

Ferner ist 14-3 (14 w)* =0 oder = — 1 (nach dem Modul p)
je nachdem’—’%l kein oder ein Faktor von n ist. Im ersten Falle, in
welchem also 2#; 2% nicht in der Summe.

1+ @n p—1)+@n2p—32). .. |
vorkommt, ist 3 (14 w)*” =—1—2n, p-- 1)--(21:, 2p—2)...und zu~
gleich ¥ (14w =—1 tmthm

@mp—1)+ @n2p—2+ . .
Mathem. Classe. XXIII, 2, F
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Im zweiten Falle ist 3 (1 +w)” =—1—2n,p—1)—(22,2p—2)....
und zugleich ¥ (14 w)*® = — 2 mithin

Rnp—1)4+(2n2p—2)....=1
* und es ist hiermit zugleich bewiesen, dass
(n,p—2)+(2n,2p —3) .. .= 0 oder = 1 ist, je nach-

dem ?;‘2:1 kein oder ein Faktor von # ist. Demnach ist also 8p eine

ganze Zahl und wenn man mit X S die Summe aller Ausdriicke be-

zeichnet, die man erhélt, wenn man in S alle ungeraden Primzahlen

setzt, welche nicht grosser als 2#-}-1 sind, so findet man aus F) mit
Berticksichtigung dass ’

" 14(2n,2)+(2n,4) ... 4+(2n2r—2) =2"""1—1

"a) A, +(2n—2)4,...4+[2n,20n—2)—1]4 =—2""41—-3 Sp
Aus 11* ergiebt sich .

+—(2n,1)B, 4 (22,3)B, . ..4(—1)"[(2n,2e—1)4-1] B =0

und demnach

, (@n,1) (4, +++9
@ + (2n.3)(4, +++++1)

+[@n2a—1)+1) (4, +++i+ .. )+ =0
Bezeichnet man die Summe der Glieder dieses Ausdruckés, welche
den Faktor % enthalten durch s’p so hat man

g, = %[(2n,p—2)+(2n.2p——3)+ ]

oder- \
g, = %[(2n,p-—-2)+(2n,2p—— 3)...4+(2n2n—1)41)

je nachdem ‘-’-;:-1 kein oder ein Faktor von n ist. Es ist nun schon oben
bewiesen, dass je nachdem der erste oder zweite Fall statt hat,

C @np—2)+(©2n,2p—8)+ ...

(@ p—2)+(2n,2p—3)... 1

oder
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durch p theilbar ist. Jedenfalls ist also s'p eine ganze Zahl. Man hat
mithin, indem man das Summenzeichen in demselben Sinne wie oben
braucht,

B Rn,1)4,4+(2n3)4,...4[(2n,2n— 1)+1]4 =—2””"*—1—-Zsrp
Indem man @) und B) zusammenaddirt folgt
(2n+1,1)4 4 (2n+1,3)4, +... +(2n+1,2n— DA =2 ZS'p——Z s,
Vergleicht man dies mit dem Ausdrucke
Re+1,14, 4+ ... 4+Rn+41,22—1) 4 =— 22”*'—Zsp

wo s = %[(273-;- Lp—2)+ @n+1,2p—3). .. ]

welchen ich an der erwiéhnten Stelle gefunden habe, so ergiebt sich die
bemerkenswerthe Beziehung

23 = 28p+43sp

Eine andere Beziehung zwischen den Gréssen A) ergiebt sich aus
der Gleichung 10* statt deren man

B,—(n—1,2)B, ...+ (— ™ @n—1,20—2+42)B, = 0
schreiben kann. Hieraus folgt

A4 4444
+Rn—1,2)(4, +4+++1)

[(@n—1.20—2)+2)(d, +4+4...)
=0

Addirt man hier die mit — multlphclrten Glieder und bezeichnet
'die Summe durch °p so ist

(Bn—1,p— 3)+(2r§—1,2p—4)+ el

’

(]
P

"3[--

oder .
= Z[@n—1p—8)+@n—12p—4)... 42
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je nachdem ?:211- kein oder ein Faktor von # ist. Aus dem Obigen folgt
aber, dass jedenfalls o’p eine ganze Zahl ist. Denn es ist

(@n—1p—8)-H@n—1,2p—4). .. = (2n,p—2)-+(2n, 2p—3)...—(2n—1p—2)
' —Rn—1,2p—3)....

Nun ist, je nachdem Q-Ei kein oder ein Faktor von = ist

(7, p—2)+(2n,2p—3)....=0 oder =—1
und (2n—-1,p—2)+(2n——-1,2p——3) ....=0 oder =1
also @n—1p—38)+2n—1,2p—4)...=0 oder =—2
Mithin | :

A, +@n—1,2)4,+...4[2n—1,20—2)+2]4 =—2"*—1—Za,




