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Untersuchungen iiber die Flichen mit planen und

sphiirischen Kriimmungslinien.
Von '
Alfred Enmneper.

it

Vorgelegt in der Sitzung der Konigl. Gesellsch. d. Wiss. am 1. Juni 1878,

Die vorliegende Abhandlung verfolgt den doppelten Zweck: Auf-
stellung moglichst allgemeiner brauchbarer Formeln zu analytischen Un-
tersuchungen der Flichen, fiir welche nur ein System von Krimmungs--
linien plan ist; ferner Anwendungen der allgemeinen Resultate auf
einige specielle Probleme. Was den ersten Punkt anbelangt, so hat der
Verfasser wiederholt Gelegenheit gehabt, sich seit lingerer Zeit von der
Brauchbarkeit des in Rede stehenden analytischen Materials zu {iberzeu-
gen, worauf sich einige Andeutungen in den ,Nachrichten v. d. K. G.
d. W.« aus den Jahren 1868 und 1876 beziehn. Die Anwendungen
betreffen die Flichen, fiir welche beide Systeme von Krimmungslinien-
plan sind, oder eins dieser Curvensysteme plan, das andere sphéirisch ist.
Obgleich diese Flichen schon mehrfach zu ausgedehnten Untersuchungen
Veranlassung gegeben haben, fehlte bisher eine Herleitung derselben
aus allgemeinen Resultaten, welche Herleitung, mit der besseren Ueber-
sicht, eine gréssere Symmetrie und Leichtigkeit - der Rechnungen ver-
bindet. Hierbei ist namentlich eine sorgfiltige Ausarbeitung der analy-
tischen Ausdriicke angestrebt worden, mit Vermeidung aller Formen,
welche fiir weitere Specialuntersuchungen nicht geeignet erschienen.

In Anbetracht ihres geringen Umfangs soll die Literatur #iber Kréim-
mungslinien, soweit dieselbe Bezug hat auf die vorstehenden Unter-
suchungen und soweit dieselbe fundamentale Arbenen betrifft, hier. an-:
gefiihrt werden.

Im § XVII der,Application de l'analyseala géométne“ hat Monge-<
Mathem. Classe. XXIII. 3. A
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guerst Flichen betrachtet, welche durch eine Eigenschaft ihrer Kriim-
mungslinien characterisirt sind. Der von Monge behandelte Fall ist
ejpay dey sinfachsten in geometrischer Hinsicht, wenn némlich ein Sy-
stem von Krimmungslipien plan ist ynd die Ebenen desselben unter
einander parallel sind. Die von Monge gegebenen Resultate, welche
hochst wahrscheinlich noch aus dem vorigen Jahrhundert stammen?),
haben erst lange Zeit nachher zu einer Reihe ungemein scharfsinniger
Arbeiten Veranlassung gegeben. Hier ist zuerst Joachimsthal zu
nennen, welcher 1846 in einer sehr kurzen Abhandlung ,,Demonstrationes
theorematum ad superficies curvas spectantium‘* (Journal f. Math. t. XXX
P- 847—350) den Satz aufstellte:

,»Si quaedam linea curvaturae plana est, omnia plana superficiem
in lineae curvaturae punetis tangentia cum plgno hujus curvae eundem
angnlum formant.*

Van diesem sehr oft citirten Satz hat Hr. Liouville im ,Journal
de Mathém.** (Année 1846) T. XI, p. 87—89 unter dem Titel: ,,Sur
un théoréeme de Mr. Joachimsthal relatif aux lignes de courbure planes*
bald pach seinem Bekanntwerden einen geometrischen Beweis geliefert.
In der oben erwithnten Abhandlung hat Joachimsthal am Ende der-
selben, ohne Herleitung, Formeln aufgestellt, welche sich auf Flichen
beziebn, mit einem System planer Kriimmungslinien, dessen Ebenen
dusch eine feste Gerade gehn. Sowohl auf diese Flichen, wie auf die
Fléchen won Monge ist Joachimsthal in einem ,,Mémoire sur les sur-
fages. courbes* ausfihrlicher zuriickgekommen, welches in dem Programme
dn Collége R. Francais, Berlin 1848, enthalten ist. Zu erwihnen ist

*) Dle erqte Notm iibar Kriimmungslinien findet sich in einer Abhandlung von
Monge iber Anwendung der Geometrie auf Erdarbeiten unter dem Titel »Mémoire
sur la théorie des déblalq et des remblaisc enthalten in der Histoire de 1’Académie.
Année MDCOLXXXI (Paris 1784) In Nr. XXI dieser Abhandlung sind auf p. 687
die Kﬂimmungnlinien >lignes de la plus grahde et de la moindre courburee genannt.
Der ‘iin' Pext ‘erwiihnte §. XVII bildet p. 139—161 der von Hachette 1807 be-
sorgien dritten Auflage der Application, welches Werk bekanntlieh die 1795 er-
~ achienenéa »Feuilles d'sslyse appligwée & la: géométrie ur Grundlage bat.



UNTERSUCHUNGEN UBER D. FLACHEN MIT PLANEN U. SPHARISCHEN ETC. 38

noch, dass im ,Journ. de Math.”* (Année 1848) T. XIII| p. 7379
,,Démonstration géométrique de quelques théorémes & la théorie des sui-
faces'* Hr. Bertrand die Flichen von Monge einer rein geometri-
schen Betrachtung unterworfen hat.

Der oben erwihnte Satz von Joachimsthal lasst sich als spe-
cieller Fall eines allgemeinern Satzes auffassen, den Hr. Bonnef im
,Journal de I'Ecole Polytechnique'* Cahier 32, Tome XIX (Paris 1848)
auf p. 17 angemerkt hat: Schneiden sich zwei Fliichen lings einer
Curve unter einem; constanten Winkel, ist die Curve eine Kriimmungs-
linie der einen Fliche, so ist sie auch eine Kriimmungslinié fir die an-
dere Fliche. Man findet diesen Satz unter N. 275 auf p. 215 angefiithrt
in: ,,A treatise on the analytic geometry of three dimensions* by G.
Salmon (London 1862). Die dort gegebene Beweisfithrung gestattet
unmittelbar eine leichte Variation des Satzes von Hn. Bonnet. Schnei-
den sich zwei Flichen gegenseitig in einer Krimmungslinie, so schliessen
die Normalen zu beiden Flichen in einem Punkte der Schnittcurve einen
constanten Winkel ein. Da in einer Ebene und auf einer Kugelfliche
jede Carve als Kriimmungslinie angesehn werden kann, so erhilt man
aus der “vorhergehenden Bemerkung unmittelbar den Satz von Joachims-
thal, sewie sein Analogon fiir sphérische Krimmungslinien. .

Die vereinzelten Resultate von Monge und Joachimsthal iber
plane Kriimmungslinien scheinen den Anstoss zu allgemeinen Unter
suchungen gegeben zu haben, welche Hr. Bonnet 1853 der Pariser
Academie mittheilte*). Diese Untersuchungen hat der ausgezeichnete

*) Die Mittheilungen von Hn, Bonnet ¢ind in den »Comptes-Rendus« ent-
halten, nédmlich: T. 36 (1853)

»Sur les surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes.« (p. 81—84).

>Mémoire: sur les surfaces dont les lignes de courbure de Fun des systémes
sont planes.« (219—222).

sMémoire sur les surfsces & lignes de courbure -pherxques.c (291-~204).

»Deuxiéme note sur les surfaces & lignes de courbure sphériques.c (380—391).

»Troisidme note sur les mfxces & lignds de courbure phum ow sphéﬁqnes.«
(586—-587):- : : , g

. : . A2
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‘Geometer in einer grosseren Arbeit vereinigt, welche im ,Journal de
YEcole Polytechnique* (Cahier 35, T. XX Paris 1853) u. d. T. ,Mé-
moire sur les surfaces dont les lignes de courbure sont planes ou sphé-
riques** enthalten ist. Die sehr umfaﬁgreiche, 190 Quartseiten umfas-
sende, Abhandlung zerfillt in vier Abtheilungen, n#mlich:

,Premiére Partie. Sur les surfaces dont toutes les lignes de cour-

bure sont planes.'* (p. 119—181).
m,Deuxieme Partie. Sur les surfaces dont les lignes de l'une des
- courbures seulement sont planes.* (p. 182—234). _
»Troisieme Partie. Des surfaces dont les lignes de courbure sont
planes dans un systéme et sphériques dans l'autre, ou bien sphé-
riques dans les deux systémes.** (p. 235—277).

»Quatrieme Partie. Sur les surfaces dont les lignes de l'une des
courbures sont sphériques.* (p. 277—306).

Die drei ersten Abtheilungen sind vollstindig; die zweite Abthei-
lung enthiélt die Losung des allgemeinen Problems, die Flachen analy-
tisch zu definiren, filr welche nur ein System von Kriimmungslinien
plan ist, eine Losung, durch welche die analytische Geometrie der Fli-
chen eine wesentliche Bereicherung erfahren hat. Die vierte Abtheilung
beschriinkt sich auf die beiden besonderen Fille, dass die osculatorischen
Kugelflichen der sphirischen Kriimmungslinien entweder durch einen
festen Punkt gehn, oder die Fliche der Kriimmungslinien orthogonal
schneiden. Der bei allen ‘Untersuchungen von Hn. Bonnet eingeschla-
gene Weg besteht in der Integration partieller Differentialgleichungen
zweiter Ordnung nach der von Monge gegebenen Methode.

Gleich nach der ersten Mittheilung des Hn. Bonnet an die Pa-

»Note sur les développées des surfaces a lignes de premiére courbure planes.«
(1046—1050). ‘
»Sur les surfaces qui sont coupée & angle droit par une suite de sphéres va-
riables snivant une loi quelconque.« (1133—1135).
_Eine kurze Mittheilung in T. 42 (1856) »>Sur les surfaces dont toutes les lignes
de courbure sont planes« (p. 1067—1070), bezieht sich auf imaginire Flichen.
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riser Academie wurde der von ihm behandelte Gegenstand von einem
anderen hervorragenden Mathematiker, Hn. Serret, aufgenommen und
in einer Reihe bemerkenswerther Aufsiitze behandelt*). Vereinigt und
weiter ausgefiihrt sind diese Aufsétze im ,Journal de Mathématiques.*
(. XVIII. Année 1853. p. 113—162) erschienen u. d. T. Serret:
. Mémoire sur les surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes
ou sphériques.* Es werden in der Abhandlung die Flichen betrachtet,
fir welche beide Systeme von Kriimmungslinien plan sind; das eine Sy-
stem plan, das andere sphirisch ist; oder endlich beide Systeme sphirisch
sind. Den Ausgangspunkt bildet das Theorem von Joachimsthal, zu
welchem auf p. 128 das analoge Theorem fiir sphérische Kriimmungs-
linien aufgestellt ist. Mit Hiilfe dieser Siitze treten nur partielle Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung auf, wodurch die analytische Discus-
sion sich vereinfacht. )

Im ,Journal fiir die reine und angewandte Mathematik* Band 54
(Berlin 1857) hatJoachimsthal in einem kurzen Aufsatz ,,Sur les sur-
faces dont les lignes de l'une des courbures sont planes' (p. 181—192)

*) »Comptes Rendus.« T. 36. (1853).
»Sur les surfaces dont les lignes de courbure sont planes.« (p. 200—204).
»Sur les surfaces & lignes de courbure sphériques.« (328-—334).
»Sur les surfaces dont les lignes de courbure de chaque systdme sont planes ou
sphériques.« (391— 393).
»Observations sur deux Notes de M. Bonnet relatives aux surfaces dont toutes
les lignes de courbure sont planes ou sphériqueé.« (432—436).
Spitere Publicationen, ebenfalls in den C.-R., von Hn, Serret sind folgende
T. 41 (1855). »Sur les trajectoires d’un plan mobile« (1253—1256).
T. 42 (1856). »Sur les trajectoires orthogonales d’une sphére mobile.« (105—108).
»Sur les surfaces dont les lignes de 1'une des courbures sont sphériques.« (109
—110) und (190—194).
»Sur les surfaces dont les lignes de I'une des courbures sont planes« (194).
Durch eine willkiihrliche Annahme auf p. 192 im T. 42 in Beziehung auf eine
Integrationsconstante sind die Finalresultate der letztgenannten Aufsiitze absolut un-
vollstiindig, wie schon in den »Nachrichten v. d. K. G. d. W.c aus dem Jahre 1872
(p. 18) bemerkt worden ist. Die richtigen Gleichungen finden sich 1. ¢. p. 80—100.
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die Untersuchungen von Hn. Bonnet durch rein geometrische Betrach-
tungen sehr zu reduciren gesucht, Es scheint selbstverstindlich, dass,
bei der ungemeinen Kirze der Abhandlung, von einer sehr eingehenden
Behandlung des Gegenstandes Abstand genommen ist.

Die bisher aufgezéihlten Arbeiten sind ihrer Art nach fundamentaler
Natur, sie enthalten die ersten Untersuchungen tber Flichen mit planen
und sphiirischen Kriimmungslinien, wobei die mehr oder minder ein_
fache angewandte Methode nicht in’s Gewicht fillt. Bei einer neuen
Bearbeitung schien es dem Verfasser geeignet zu sein, von Principien
‘auszugehn, welche wesentlich auf die Elemente basirt sind, die bei Un-
tersuchungen von krummen Linien auf Flichen hervortreten. Es erge-
- ben sich dann von selbst die Sitze, welche fiir plane und sphirische
Krimmungslinien characteristisch sind. An Stelle von partiellen Diffe-
rentialgleichungen treten gewdhnliche Differentialgleichungen, wobei die
verschiedenen Formen einer genauen Betrachtung unterworfen worden sind.
Als Vorarbeiten zu der vorliegenden Abhandlung sind einige Aufsitze
des Verfassers in der , Zeitschrift fiix Mathematik'* zu betrachten. (Jahr-
gang 1862, p. 365—384, J. 1863, p. 241—263, J. 1864, p. 111—125).

Die in I und II enthaltenen Formeln sind nur der grdsseren Deut-
lichkeit wegen fiir die idbrigen Untersuchungen mit angefiithrt. Da sich
die Nothwendigkeit herausstellte, sehr hiufig auf diese Formeln ver-
weisen zu miissen, so schien es angemessen, die in II enthaltenen Glei-
chungen, ohne weiteren Beweis anzufiihren, wie dieses fiir einen Theil
derselben schon frither in den ,,Nachrichten* a.d.J. 1867 geschehn ist.
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L

Zusammenstellung einiger Formeln aus der Theorie der Curven
doppelter Kriimmung.

Die Untersuchung von Curven auf krummen Flichen gewinnt an
Einfachheit und methodischer Uebersicht, wenn die Elemente in Be-
tracht gezogen werden, welche bei der allgemeinen Betrachtung der
Curven doppelter Kriimmung in den Vordergrund treten. Sowohl, was
die Anwendung der allgemeinen Principien auf Krimmungslinien be-
trifft, wie die. Bezeichnungen, welche im Folgenden festgehalten werden
sollen, lassen es zweckmissig erscheinen, ein kurze Zusammenstellung
der Formeln zu geben, welche bei den spiiteren Untersuchungen zur
Verwendung kommen.,

Es seien &, 7, { die orthogonalen Coordinaten eines Punktes IT einer
Curve doppelter Kriimmung. Bezeichnet man durch ds das Bogenele-
ment der Curve, so ist:

1) ds® = dE* 4 dn’ 4 dg>.

Es werden &, 7, { als Funktionen einer Variabeln angesehn, in Be-
ziehung auf welche die nachfolgenden Differentialformeln gelten. Mit-
telst der Gleichung 1) kann man die in Rede stehende Variabele sich
durch s ausgedriickt denken, so dass &, 7, [ von s abhingig sind. Im
Punkte IT existiren bekanntlich drei gegenseitig zu einander orthogonale
Richtungen, die Tangente, die Hauptnormale und die, von Saint-Venant
benannte, Binormale. In Beziehung auf ein festes orthogonales Coordi-
natensystem, sei die Tangente durch die Winkel «, 8, y; die Hauptnor-
male durch die Winkel 4, 4, »; endlich die Binormale durch die Win-
kel I, m, n bestimmt. Es sei d¢ der Contingenzwinkel, d.i. der Winkgl,
welchen zwei successive Normalebenen der Curve einschliessen, durch
dw werde ‘der Torsionswinkel der Curve bezeichnet, d. i. der Winkel,
den zwei successive osculatorische Ebenen bilden. -Diesen Winkeln ent-
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sprechen im Punkte IT der Curve der Kriimmungsradius ¢ und der Tor-
sionsradius r mittelst der Gleichungen:

2) ds:‘—lf, dw=d-—s.
) r

Mit Ricksicht auf die gegebenen Bezeichnungen finden nachste-
hende Differentialformeln statt, welche im Folgenden, zur Vereinfachung
der analytischen Rechnungen, mehrfach gebraucht werden.

3) d§ = cose ds, dy — cosf3 ds,di = cosy ds.
deosa — cqsl(é', dcosl! = cos 4 (i:,
4) {dcosf} = cosu%f, 5) {dcosm = cos ,u%—:g,
dcosy — cosw ‘—if dcosn = cosy =2,
\ 0 r
dcosid = ———cosa‘ﬁ—cosl@,
0 r
6) ¢ dcosu=—cosﬁ‘§—cosm£§,
) r
ds ds
dcosy ——cosy— —cosn —.
\ 0 r

Nimmt man s als unabhingige Variabele, so ist der Torsionsradius
r durch die Gleichung:

dg dy dg
ds' ds' ds
d*t din dit 1
prelr el v et
d*t dbq d°t
ds® ds® ds®

bestimmt. Diese Gleichung ldsst sich wegen der Gleichungen 3) bis 6)
auf folgende Form bringen:
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cose, cosf, cosy
7) cos 4, cosu, cosy
cos I, cosm, cosn |

= —1.

Mit Hiilfe der Gleichung 7) und der beiden folgenden :
cos I cos a—cos m cos B—-cos 5 cos y = 0, cos ! cos A-}-cos m cos u—-cos 1 cos y=0,

lassen sich die Werthe von cosl, cosm, cosn auf folgende Art darstellen:

8)

cos ! = cosy cosu — cosf3cos,
CO87M == COS & COS¥ —COSy COS 4,

cosn == cosf3cos4 —cosacosu.

Die Gleichungen 8) haben flir die folgenden Entwicklungen den
besonderen Zweck, Weitldufigkeiten in der Rechnung zu vermeiden,
welche sich auf andere Weise nicht umgehn lassen.

Dem Punkte IT entspricht eine Kugelfliche, welche mit der Curve
vier successive Punkte gemeinsam hat und aus diesem Grunde die os-
culatorische Kugelfliche der Curve im Punkte I genannt wird. Die
" Coordinaten des Mittelpunkts dieser Kugelfliche seien &%, #*, [*, ferner

R ihr Radius. Die bemerkten Quantititen sind dann durch folgende
Gleichungen definirt:

-
— _r%e
& = §+gcosl r(-l-;cosl .
9) L= q-{-—gcosy———rg—gcosm,
Ll:’"‘ = C+9cosv-—-rg§cosn.
: do\*
2 __ 9 oo
10) R = +(rd8) .

‘Fiar den Fall, dass eine Curve auf einer Kugelfliche liegt, d. h
sphiirisch ist, fallen die Mittelpunkte aller osculatorischen Kugelfiichen

zusammen. In den Gleichungen 9) und 10) sind dann &* 9%, {* und
Mathem. Classe. XXIIL 3. o B |
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R constant. Die Bedingung eines constanten Radius R ist allein hin-
reichend, da, in Folge davon, dann auch &*, ¥, [* constant sind, wie
unmittelbar durch Differentiation folgt.

¥

IL
Fundamentale Gleichungen fiir Kriimmungslinien auf Flichen.

Auf einer Flidche lasst sich die Lage eines Punktes mittelst zweier
Curvensysteme bestimmen, welche Systeme selbst auf der Fliche liegen.
Es geschieht dieses bekanatlich analytisch dadurch, dass die Ceordinaten
@, y, » des Punktes als Functionen zweier Variabeln 4 und v angesehn
werden. Das Coordinatensystem auf der Fliche, welches bei der vor-
liegenden Untersuchung in Betracht kommt, besteht aus den Krim-
mungslinien und ist analytisch durch die beiden folgenden Gleichungen
definirt : |
diz d'y d’z

dudvy’ dudv' dudv
dadx | dydy , dzdz 0 de dy dz

dudv+dudv+dudv ’ du ' duw ' du | 0.
de dy dz
dv’ dv' dv

Des besseren Verstindnisses halber sollen einige fundamentale Glei-
chungen aus der Theorie der Flichen, soweit sich dieselben auf Kriim-
mungslinien beziehn, angemerkt werden. Hierzu sind noch einige Glei-
chungen hinzugefiigt, welche Anwendungen der in I enthaltenen Formeln
suf Krimmungslinien enthalter. Es sind 8o analytisch-geometrische Ma-
terialien vereinigt, welche bei andern Untersuchungen #ber Kriimmungs-

- linién vott Nttéen sein k8ntien. Giebt man v einen bestimmten Werth

uid’ m ('] :'ﬁein hﬁiren, 80 entspricht dieser Annahmé eine Krim-

%ﬂmb ’wdhihe der Einfuchhext halber die Krtimmungshme (u) ge-

&
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nannt werde, analog entspricht dem allein variabeln y die Kriimmungs-
linie (v). ‘

Im Punpkte, dessen Coordinaten #, y, z sind, bilde die Normale zur
Fliche die Winkel a, b, ¢ mit den Coordinatenaxen. In dem bemerkten
Punkte schneiden sich die Curven (x) und (v) orthogonal, die Tangente
zur Curve (¥) sei durch die Winkel &, ¥, ¢ bestimmt, die Tangente zur
Curve (v) bilde die Winkel a’, 3", ¢’ mit den Coordinatenaxen. Durch
die Normale und die Tangente zur Curve (u) ist im Punkte (2, y, #) ein
Normalschnitt bestimmt, dessen osculatorischer Radius in diesem Punkte
¥ sei. Analoge Bedeutung habe »” fir die Curve (v). Es sind dann

und ¢ die Hauptkrimmungshalbmesser. Zu dem Vorhergehenden- treten

noch die folgenden Bezeichnungen:
_de’ dy\? | (d2\*  __ [(dx\* , (d\* dz\*
0 B = () @) ) o= @) ) )

Mit Riicksicht auf die angegebenen Bezeichnunger hat man feol-
gende fundamentale Gleichupgen, wenn % und v die Argumente der
Kriimmungsliniea smd

% = \ Ecosd), g‘” Y Goosa’,

N PRSI
%3‘ = \E cesc %% ,{v@_mcv.
[d;O:a =_\”/,§c°“" "g%,s_g —T——-%—Eoosa".

9 | dzc:‘sb =—-y—,—.,—E;cosb'. 5) 1 d(;o:b y:E
y 1

B2
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d(;osa' = y.f cos -——%—-———d‘}/‘Ecos a’, ' d::losa" = \_/%decos a,
u r v “ v

6) <£%?f_lf = [—E osb—v%d;/—EOOSb". 7) ¢ d‘i?b" = \-/l_éd;/‘Ecos v,
“ y v u v

deosc Ecosc——lzdvEcos c. deosc” _ -!—_dvEcos ¢
i Y G dv | du VG dv

"dcosa : Mcosa”, deosa” @cosa——lzd\/@ cosd

" VE du dv v VE du

deosd 1 d\/— " decosd” G dy G
8 = cosbd”, 9 — = Y —cosb——— b,
)1 dv VE 4 )3 dv 7" VE du °08

dcosc 1 d\/_é cos c'. dcosc =_—\-/-qcosc——1- dchosc'.

V— du | dv r’ VE du

D1e Quantititen E, G,  und " sind durch die folgenden drei Glei-
chungen verbunden: '

| VE /G
¥ __1dJE ;7 _ 1d/@G
10) L I TRl " TN
1dyE.  1dyG ,
. VG dv VE du , VEG _
11) d dv +d dw T

Wegen der Gleichungen 10) lﬁsst sich die Gleichung 11) auch wie
nachstehend darstellen :

VE VG
} 7" T' o .
13) o d\/G do. +d\/E d“+\/ =o.

 Es muss bemerkt werden, dass fr die Gleichungen 2) bis 9) die
Belmon ,,
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cosa, cosh, cosc
13) 1 = | cosa’, cosd’, cosc
cosa’, cosb”, cosc’

swischen den Cosinus der Winkel stattfindet, durch welche die Lage der
Normale und der Tangenten der beiden Hauptschnitte im Punkte (2, y. 2)
bestimmt ist.

Um die Gleichungen von I in tibersichtlicher Weise auf die Curven
() und (v) anzuwenden, sollen fir § =, 7=y, ¢ =z, alle in I vor-
kommenden Quantitéten, soweit sich dieselben auf die Curve (u) beziehn,
mit dem unteren Index 1, fiar die Curve (v) mit dem unteren Index ‘2‘
versehn werden.

Krﬁmmimgslinie (w).

In diesem Falle ist ds, = VEdu. Man setze zur Vereinfachung:

14) L ﬂg =H,.
VEG dv  °
Es ist dann: |
15) cose, = cosd, cosf8, = cosb, cosy, = cosc.
Nimmt man:.
16) | L =V5+82

1
so ist die Richtung des Kréimmungsradius durch folgende Gleichungen
bestimmt : |

cosd, cosa n COSM, cosb

= ———MH, cosa’, =--—-——H cosb"‘ ’
17) 0y r 0, r
. COS, _ ¢ cos,
¢, r

In Folge der ersten Gleichung 8) von I, ist:
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1 0 0
cosd,, cosu,, COSY,
cose,, cosf,, cosy, ‘

cosl, =

Man multiplicire diese Gleichung mit der Gleichung 13), substi-
tuire fiir coser,, cos4, etc. ihre Werthe aus 15) und 17). Es ergiebt
sich so der Werth von cosl,. Auf diese und #hnliche Weise ergeben
sich zur Bestimmung der Richtung der Binormale folgende Gleichungen:

oosi —H, cOM_‘}_cosa cosm —H, cosb_l_cosb
18) P. 0,
Co8m, cosc”
o = H, cosc+ p

Aus diesen Gleichungen lisst sich durch Differentiation nach %
einfach der Torsionsradius », bestimmen. Man substifuire aus 16) den
Werth von ¢, und beriicksichtige:

dcosl,  dcosl ds, cosd, —
du —  ds, du  r, VE.

‘Wegen der ersten G‘rlelchung 17) lisst sich durch cos4, dividiren,

es bleibt: ‘

1
1 dH r
19)- \/j . rd du’ —H, dJ.T _ darctangr H
R b

Mit Hilfe der Gleichungen 15) bis 19) ist der Mittelpunkt und
der Radius der wsculatorischen Kugelfliche durch die folgenden Glei-
chungen bestimmt:
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1 1
[ (& — (_‘_@L_ 2\ = cosa s conaral
(&7 —a) o H’ddu = cosa — ~-cosa d;{,}'
1 1
' . 1 dH, AN dH, , ... 7
20) {0t )( Rl Hid‘—l-;‘-)__cosb-‘—i;-i-cosb‘d%,
1 1
1 dH, LAY dH wat
\ € -z)(—;,— —-—;—-—-—H, d&;) = cos¢ dui —~+cos ¢ dﬁ?
1 1
(a7 ) = (M (o)
21) R ‘(r’ du H‘dﬁ =\ T dd_t;)°

Es hat H, folgende geometrische Bedeutung. Wird die develop-
pabele Fliche, gebildet aus den beriihrenden Ebenen lings der Kriim-

mungslinie (u), in einer Ebene ausgebreitet, so ist 171- der Krtiimmungs-

radius der planen Curve in dem Punkte, welcher dem Punkte (@9, 2)
der Kriimmungslinie entspricht. Die Gleichungen 17) und 18) lassen
sich noch etwas vereinfachen durch Einfiihrung des Winkels d,, wel-
chen die Binormale der Curve mit der Normalen zur Fliche im Punkte
(#, y, #) bildet. Da cosd, = cosacosl, 4-cosbcosm --cosccosn,, so ge- |
ben die Gleichungen 18) cosd, — ¢, H, oder, nach 16)

P H, = cotd, und ¢, H, = cosd,, -1;- = smc’,'.
T ¢,
Die Gleichung 19) nimmt dann die Form:
E s
22) A

1

an. Sowohl um die Bezeichnungen micht zu vermehren, wie um die
Einfachheit der Formeln zu wahren, soll der Winkel 4, nicht weiter
in Betracht gezogen werden. Die Einfithrung dieses Winkels verein-
facht nur die Gleichungen 17) und 18), nicht aber die Gleichungen 20).
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Da ftir die Kriimmungslinie (v) die aufzustellenden Elemente durch ganz
analoge Rechnungen zu bestimmen sind wie in dem Falle, dass « allein
variirt, wird es geniigen, die entsprechenden Gleichungen ohne weitere
Deduction anzumerken. Es ist selbstredend, dassdie Gleichung 13) und
die Gleichungen 8) von I auf dieselbe Art zur Verwendung gekommen
sind, wie fir die Curve (u).

Kriimmungslinie (v).
Fiir den Bogen s, besteht die Gleichung ds, = VGdv. Zur Ab-
kiirzung werde

L1 dVGE

VEG dv

gesetzt. Mit Ricksicht hierauf hat man folgende Gleichungen:

23)

24) cose, = cosa’, cos B, = cos b", cosy, = cosc”.
1 \/ 1
25) E = ;,Tg—l—Hg
) ‘cosd, =% _H_cosd’, s =<§9%b___ H,cost, %2 =% _ 5 cosc.
Y r 0, r P r
! cosd
9-9-8—11 =—H, cosa—ﬁg,f-. COSTRy — —H, cosb——r,,—.
27) et r 92
cosm, _H, cosc_-‘co’s'c.
0,
1
1 dH, r"
* - T3 d"'— ]
28) \/:Cj 1 v a, dv __ __orctangr” H,
o= =—d—g,
2 :8 +H’2 v
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1 1

* 1 de 7 . de ” _rT
& _w)(_r'_' 7 —sz%_) _.cosa—d—v——}—cosa d%,
1 n
. 1 dH, "\ dH, wat
29) < (112 _...y(_rr--d—/v——--——II2 d——’l—’-) = cosb av ~+ cosbd da—"—,s
1 1
. 1 dH, . .7\ _ dH, na
(gz__z)(7 =t H"d_d_@;) = cosc—- ~+cosc d%.
Lo 1
1 dH, \*_ (dH,\* r"\*
30 B~ g) = () +em)

Bis auf die Vorzeichen, hervorgerufen durch die Gleichung 13),
lassen sich die Gleichungen fiir die Kriimmungslinie (v) aus den ent-
sprechenden Gleichungen fiir die Curve (u) herleiten, némlich durch Ver-
tauschung von # mit v, wodurch B, G und r respective in G, E und
" lbergehn.

I11.
Bemerkungen iiber plane und sphirische Kriimmungslinien.

Ist der gemeinsame Durchschnitt zweier Flichen auf jeder der-
selben eine Kriimmungslinie, so schliessen die Normalen zu beiden Fli-
chen in jedem Punkte der Schnittcurve immer denselben Winkel ein.
Stellt man diesen Satz zusammen mit der Bemerkung, dass in der Ebene
und auf der Kugelfliche jede Curve als Kriimmungslinie angesehn wer-
den kann, so folgt das von Joachimsthal gefundene Theorem und der
etwas allgemeinere Satz betreffend sphiirische Kriimmungslinien. Ist
eine Kriimmungslinie sphérisch, so schneidet ihre osculatorische Kugel-

fliche die Fldche, welche die Kriimmungslinie enth#lt, unter einem con~
Maithem. Classe. XXIII. 3. C



8 ‘ ALFRED ENNEPER,

stanten Winkel. Geht die Kugelfliche in die Ebene iber, so folgt der
. Satz von Joachimsthal. Die in II gegebenen Entwicklungen gestatten
es das bemerkte Theorem analytisch zu verwerthen. Es handelt sich
hierbei weniger um eine directe Anwendung des Theorems, als mit sei-
ner Hiilfe andere invariabele Grossen lings einer Krimmungslinie auf-
gustellen. Fiir eine plane Kriimmungslinie sind diese invariabeln Quan-
tititen die Winkel, welche eine Normale zu ihrer Ebene mit den Coor-
dinatenaxen bildet. Fir eine sphirische Krimmungslinie sind Radius
und Mittelpunkt der osculatorischen Kugelfliche invariabel.

| 1st die Kriimmungslinie (v) sphérisch, also der Radius ihrer oscula- -
torischen Kugelfliche constant, oder genauer gesagt, von v unabhiingig,
so ist in der Gleichung 30) von II der Radius R, nur von u abhiingig.
Ist ¢ nur von u abhéngig, so folgt durch Integration der bemerkten
Gleichung:

1 coso

o—
"
7r

1) B
2

~+sinc H,.

Mittelst dieser Gleichung nehmen die Gleichungen 29) von II fol-
gende Formen an: :

2) n: = y-+ R, (cosb cos ¢ —cosb'sin o),

{g‘; = xR, (cosacosc—cosa’sina),
=2z €08 ¢ o8 6 — €08 ¢ §in o).
L R, '

Substituirt man in 1) fir H, seinen Werth aus II 23), so folgt:

coso , Sine d\/_é

1
3) —_— = — -,
) R, r’ +9EG du

Multiplicirt man mit VG, so lisst sich die vorstehende Gleichung
wegen der Gleichungen II 10) auch auf folgende Form bringen:

VG

"

r
du

\_/_q =3 cow-—gdr-sinc—f:d
r VE

e

4); ;
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Mittelst der Gleichung 3), der Gleichungen II 5) und II 8) ergiebt
sich leicht, dass die linken Seiten der Gleichungen 2) von v unabhén-
gig sind, also nur » enthalten kdnnen.

In dem Fall, dass die Kriimmungslinie plan ist, hat man in der
Gleichung 28) von II 7, = co zu nehmen, es ist dann +"H, von v
unabhiingig. Man nehme

5) " H, = —coto,

wo ¢ nur von % abhingt. Die Gleichungen II 27) lassen sich mittelst
der Gleichung 5), wenn aus II 25) der Werth von ¢, substituirt wird,
auf folgende zweckmissige Formen bringen:

cosl, = cosacosc—cosa'sing,
6) cosm, = cosbcos 6 — cosb'sino,
co8m, = CO8CCOS6—COosC §ina.

Setzt man in der Gleichung 5) fir H, wieder seinen Werth aus
II 23), so ist:

7'" d \/'a

7 T = —coto,
) VEG du

oder auch:

e
r'r" "',;_u_
8 ——d— = —coto.
) \/E G du

Die Gleichungen 7) und 8) folgen auch direct aus den Gleichungen
3) und 4), wenn R, = co genommen wird. Aus den Gleichungen 2)
und 6) fliessen unmittelbar die am Eingang von III bemerkten Theoreme.
Fiir die Krilmmungslinie (4) ergeben sich leicht ganz analoge Be-
dingungen wie die vorhergehenden, wenn die Curve sphérisch oder plan
sein soll. Es seien 7, &, %}, £}, !,, m,, n, nur von v abhingig. Ist
die Kriimmungslinie («) sphirisch, so finden folgende Gleichungen statt:
Cc?2
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9) 1 _ cost sinz dVE
R, . VEG dv’
oder auch:
B - \/“173
E ’
10) —_— = cosr——-——{-—smt-—_—_d-——.
< 1{1 \/
£} = 2+ R, (cosacos T—cos &' 8in7),
11) n, =y+R, (cosb cos T— cos b sin7),

¢} = 2+ R, (cosc cosT— cos ¢"sin7).

 Dem Falle einer planen Kriimmungslinie (#) entspricht folgendes
System von Gleichungen:

VE
r d\/_ rr T

12 S— d— = -—cotr.
) VEG dv ~VEG dv

cosl, =— cosacosz--cosa’sing,
13) cosm, =—cosbcosz—cosb’sinz,
cosn, ==-—COScCOST—cosc’sint.

Ist die Kréimmungslinie (v) gleichzeitig plan und sphérisch, also
ein Kreis, so finden zwei Gleichungen von der Art wie 3) und 7) gleich-
geitig statt, nur darf natiirlich nicht in beiden Gleichungen derselbe
Winkel ¢ stehn. Ist ¢, nur von u abhingig, so setze man statt der
Gleichung 7):

" dV@
= —coto,.
VEG du

Aus dieser Gleichung und 3) folgt:

Y — R sin (¢, — 0)
*  sing,



UNTERSUCHUNGEN UBER D. FLACHEN MIT Pi,ANEN U.SPHARISCHEN ETC. 21

es ist also 7' von v unabhiingig. Bekanntlich ist die Fliche in diesem
Falle die Enveloppe einer Kugelfiiche von variabelm Radius, deren
Mittelpunkt eine beliebige Curve doppelter Krimmung beschreibt. Der
analytische Beweis mittelst der Gleichungen 3) und 5) von II mbge
seiner Einfachheit halber hier angemerkt werden. Man setze in den be-
merkten Gleichungen " = U, wo U eine Function von u ist. Die be-
merkten Gleichungen geben durch Elimination von cosa’, cos b", cosc”:

de

o=

dcosa gg_/____ dcosb if——_. dcosc
do ' dv

—U

dv ' dv dv

Sind & %, ¢ nur von u abhingig, so geben die vorstehenden Glei-
chungen integrirt:
14) #—& = — Ucosa, y—n = — Ucosb, z—¢ = — Ucosc.

Aus diesen Gleichungen erhdlt man weiter:

(dE  da dcosa , dU
+UW+WCOM’

du~ du
dqg d dcosdb dU
15) ‘a—@;;—-(—i%‘l—U au +-‘—i——uc08b,

dt dz dcosc , dU
T — Jd—l— U——du -+ ——cosc.
\

du

Die Summe der Quadrate der Gleichungen 14) fiihrt auf:
16) @—8 '+ y—n'+E—*=U"

Die Gleichungen 14) respective mit den Gleichungen 15) multipli-
cirt und dann addirt geben:

d d ag aUu
17) e—9 g+ e—D G = — UGy
Die Verbindung der Gleichungen 16) und 17) fiihrt unmittelbar

auf die obige Behauptung. Wenn auch die Enveloppe einer Kugel-
fiiche nur einen besondern Fall der Flichen bildet, fiir welche ein Sy-
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stem von Krimmungslinien plan ist, so bietet die Zusammenstellung der
hierhin gehdrigen Gleichungen ein besonderes Interesse, welches sowohl
durch die relative Einfachheit der Formeln, wie durch ihre directe Her-
leitung begriindet ist. In den Gleichungen 16) und 17) sehe man & #,§
als Coordinaten eines Punktes II einer Curve doppelter Krimmung an.
Es lassen sich dann die Formeln von I, wenn # — s genommen wird,
sehr vortheilhaft anwenden. Setzt man U = 8, und:

18) g? = C08 0,

so werden die Gleichungen 16) und 17):

(@—8) +(y—mn)’+(—10)* = §%
(# — &) cos @4 (y — n)cos B+ (2 — L) cosy = — Scoso.
Es lassen sich diese beiden Gleichungen durch die drei folgenden

ersetzen, in denen @ eine niher zu bestimmende Function von s und
v ist.

(@—£&) cos @ - (y — n) cos B+ (— ) cosy = —S'cos o,
19) (#—E) cos 4 - (y — n) cospu—-(2—{) cos¥ = Ssin osind,
(#—&) cosl 4 (y—m) cosm—- (¢ — £)cosn = — Ssinocosd.

Der Annahme s constant entspricht eine ebene Kriimmungslinie.
Um die Linie zu finden, lings welcher s allein variirt, hat man aus den
Gleichungen 19) die Gleichung:

dada dydy | dzdz _
dsdv ' dsdv ' dsdv

zu bilden, wo v nur in @ vorkommt. Legt man hierbei die Gleichun-
gen von I zu Grunde, so folgt unter Zuziehung der Gleichung 18):

de

20) —_— = -1—-+mcos 6.
ds r [

Die von s unabhéingige Quantitit, welche die Integration der Glei~
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chung 20) involvirt, ist gleich einer beliebigen Function von » zu setzen.
Da diese Differentialgleichung weiter unten behandelt ist, so mdge hier
ihre Aufstellung gentigen.

IV.

Fliichen, fiir welche ein System von Kriimmungslinien plan ist.

A. Die Ebenen der planen Krimmungslinien sind den Nor-
malebenen einer Curve doppelter Krimmung parallel.

Die analytische Losung des Problems: die Flichen mit nur einem
System planer Krimmungslinien aufzustellen, ldsst sich sehr tibersicht-
lich durchfihren, wenn die Ebenen des planen Systems den Normal-
ebenen einer Curve doppelter Kriimmung parallel genommen werden.
Es kommen dann die I gegebenen Gleichungen zur Anwendung, wo-
durch die Darstellung sehr an Einfachheit gewinnt. Zu diesem Zweck
soll angenommen werden, dass die Linien des Systems (v) plan sind,
dass ferner das Argument « des andern Systems von der in I vorkom-
menden Variabeln s abhingig ist. Allgemeiner kann man » und s als
gegenseitig von einander abhiingig nehmen, oder als Functionen einer
dritten Variabeln, fir welche sich von selbst eins der geometrischen
Elemente der Curve darbietet, deren Bogen durch s bezeichnet ist.

Nimmt man die Ebenen der planen Kriimmungslinien parallel den
Normalebenen einer Curve im Raume an, so setze man in den Glei-
chungen 6) von IIl l, = @, m, =, n, =y, s0 dass also:

COS® == COS @ COS 0 — COS & 8in 0,
1) cos B = cosbcos o — cos b'sin o,
€08y == COS C COS 6— COS ¢ 8in 0.

In diesen Gleichungen sind also @, 8,7 und ¢ nur von § abhiingig.
Zu den Gleichungen 1) tritt noch die Gleichung 7) von 1L, néimlich:
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rn dv_é
VEG du

Die Gleichung 2) ist auch eine unmittelbare Folge der Gleichungen
1), wenn eine derselben nach v differentiirt wird. Multiplicirt man die
Gleichungen 1) mit den folgenden:

2) = —coto.

de dy

. dz "
2~ = cosa’, =~ = cosb", —— = cosc’,

dv dv dv
bildet die Summe der so erhaltenen Producte, so folgt:

dx
ZZ_COS“—I_d cosﬁ—{— cosy = 0.

Bezeichnet 2 eine Function von s, so giebt die vorstehende Glei-
chung integrirt:

3) zcosa-}ycosfB-tzcosy = L.

Auf die Gleichungen 1) und 3) ist die folgende Untersuchung ba-
sirt. Es sollen zuniichst die Gleichungen 1) genauer untersucht werden.
- Man differentiire dieselben nach u. Unter Anwendung der Gleichungen
4) von I, sowie der Gleichungen 4), 6) und 10) von II folgt:

(cosdds _ (cosasino - cosa’ cosa)(\/E—{—dG)—l—cosa sin ¢ Ld\/E
0 du r du VG dv
cos,uds ) VE da) " d\/E
4 cosbsino -+ cosb'coso cosb'sino——
) < 0 du — + ( T du + \/G dv
cosy ds = — (cos csin 6~ cos ¢ cos 6) (\/— da)—{—cosc sine —— VE
L o du - dul VG dv

Durch Addition der Summe der Quadrate der vorstehenden Glei-
chungen erhiilt man:

(o) =(7+a) +(7 %)



UNTERSUCHUNGEN UBER D. FLACHEN MIT PLANEN U.SPHARISCHEN ETC. 26
Ist & ein niher zu bestimmender Winkel, so ldsst sich die vor-

stehende Gleichung durch:

5) \_/E_‘_ci(_i__sinﬂd_s sinadVE _ cos@ds
Y Tdu @ du G dv ~ o du

ersetzen. In Folge der Gleichungen 10) von II ldsst sich die zweite

Gleichung 5) auf die Form bringen: '
VE

.7 cosfds\G

smad% = —9——3—;7.

Durch Substitution des Werthes von i:z ‘aus der ersten Gleichung

5) in die vorstehende Gleichung geht dieselbe dber in:

6) . de G

8sing— = .
dv r

Jeder der Annahmen ¢ = 0 oder Z_q == 0 entspricht nach 6) ¢" == oo,
" .

d. h. die Fliiche ist developpabel. In der folgenden Untersuchung sollen
die beiden bemerkten Annahmen ausgeschlossen sein®). In Folge der
Gleichungen 5) nehmen die Gleichungen 4) folgende Formen an:

cos 4 = — (cos asin 6 cosa’cos 6)sin 6 -}-cosa’ cosd,
7) cos 4 = — (cos bsin 6~ cos b’ cos6) sin 8 - cos b" cos 6,
cos» = — (cos ¢sin 6 4~ cos ¢’ cos 6) sin 64~ cosc” cos 6.

Aus den Gleichungen 1) und 7) lassen sich cosl, cosm, cosn unter
Zuziehung der Gleichungen I 8) und II 13) herstellen. Das Verfahren
ist dasselbe wie dasjenige, mit dessen Hilfe die Glelchungen II 18)
abgeleitet sind. Man erhilt so:

*) Ueber die developpabeln Flichen vergleiche man, die letzte Abtheilung E
von IV. ‘
Mathem. Classe. XXIII. 3. : D
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cos! = (cosa sino -} cosa’cos o) cos 8 -} cos a"sind,
8) cosm = (cos bsino - cos b’ cos 6) cos 6 +- cos b”sin 6,
cosn = (cos ¢ sin 6—} cos ¢ cos0) cos @ 4 cos ¢’ sin 6.

Die erste dieser Gleichungen differentiire man nach u. Hierdurch

geht die linke Seite tber in. cosl—r—%. Wendet man rechts die Glei-

chungen 5) an, sowie die in II gegebenen Gleichungen 4), 6) und 7),
so ergiebt sich leicht, dass in Folge der ersten Gleichung 7) auf der
rechten Seite ebenfalls der Factor cos4 vorkommt. Mit Weglassung

dieses Factors erhilt man zur Bestimmung von 6 die Differential-
gleichung:

do  1ds coto 498
g\ = ——— €080 —,
) du — rdu F7i dv’
oder einfacher, wenn s als unabhﬁngige Variabele genommen wird:
9) ;l_z — + 9.(.:_‘-; cos 6.

In der Gleichung 9) sind fiir eine bestimmte Curve ¢ und 7 be-
kannte Functionen von s. Da im allgemeinen Falle ¢, r und ¢ arbitrér
bleiben, so lisst sich die bemerkte Differentialgleichung nur unter der
Annahme allgemein integriren, dass ein particulirer Werth von 6 be-
kannt ist, welcher keine arbitrire Constante enthiilt.

Aus den Gleichungen 1), 7) und 8) ergiebt sich folgendes System

COS @ == COS & COS 0 -}~ (cosl cos § —cos 4 sing)sing,

10) cosb = cosfcos 6 (cosmcos§ — cosu sing)sin o,
COSC = CO8yCO8 6} (cos  cOs§ — cos» 8in ¢)sinc.
4 . .
cosa’ = —cosesin 64 (cos ! cos §—cos4 sing)coso,
1y cosb’ = —cos Bsin 6 -} (cos mcos 0 — cosusin §) cos o,
€os¢’ = —cosysing - (cosn cosH— cosy sin6)coso.
cosa” = cos/ sin64-cosicosé,
12) cosd” = cosm sin g cosu cos g,
cos ¢’ == cosn 8in 6} cosw cos®.
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Nach den Gleichungen II 2) ist:

iaz
ds

=\/E% cosa, % = \/E% cosb,

dz

= VE%cos c.

Fihrt man w statt s als unabhiingige Variabele ein, wo ds = r dw,

8o ist auch:
To = \/E cosa, L = \/E cosb/,

Diese Gleichungen, in Verbindung mit den Gleichungen 1),

8), geben:

13)

\

—du dz

T \/E—-—cos ¢.

g—fcosa—k cosﬁ—|——cosy_ \/E@sino,
da_

d—cosﬂ-}— cosy-l———cosr === ———\/—E—cososmo
da

;i—cosl + cosm—{——-— cosn = +\/1—§—-—cosocoso
w

7) und

Was die weitere Darstellung betrifft, so ist in Beziehung auf dle
Curve, deren Normalebenen die Ebenen der planen Kriimmungslinien
parallel sind, in Betracht zu ziehn, wann sich die Curve auf eine ebene

Curve oder eine Gerade reducirt.

Diese beiden Fille erfordern eine be-

sondere Behandlung, welche bedeutend einfacher wie diejenige des all-

gemeinen Falles sich gestaltet.

der Torsionsradius » einen endlichen Werth habe.
In 9) fihre man w statt s mittelst der Gleichung ds = rdw ein,
setze ferner zur Abktirzung:

14)

rcote
0

:_—_’p.

Die Gleichung zur Bes{{mmung von ¢ vereinfacht sich in:

D2

Es soll zuerst angenommen werden, dass
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15) gg; = 1--pcosb.

Es sei ¢ ein particuldrer Werth von 6, welcher keine willkiihrliche
Constante enthélt. Fiir ¢ findet dann die analoge Gleichung wie 15)
statt . ‘

16) g% = 1-pcose.

Werden zur Vereinfachung die Bezeichﬁungen eingefiihrts
17) ~ [psingdw = ¢q, M = [e pcosgdw,

so ist das vollstindige Integral der Differentialgleichung 15) durch die
Gleichung

(V—[—-llf[)sing—l—e‘-qcosg
18) tang— =— ——
2 (V—}-M)cosg——e"qsing

bestimmt. Es bedeutet hierin V' eine beliebige Function von ». Aus

den Gleichungen 15) bis 18) ergeben sich die nachstehenden Relationen,

welche weiter unten gebraucht werden:

( <ind — (V4 M} — e *jsing 42 (V4 M) e %cosy

' (V4 M)* e

cosd = (VA M)*—e ™]cosg—2(V+M)e *sing
V) e % ’

19) J .
. : N 2e¢
1—cos(0—¢) = (V—‘l-:l‘;)’.—‘l-e;”q'
. V4 M)e™?
{ sin(0—g) = (:f(_l_;)a_l_)fe——ﬁq“
20) | AL LA (1 —cos(f—g)]el.

av -
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( 1
al —cos (60— ¢) _ sin @ +4-sing
dw 1—cos(f—g)’ :
21) <« .
) sin@ —sin ¢ ‘ cos e - el
gl—cos(@—g) __ cosf—cosg dl—cos(ﬂ—-— 9) __ —sinfe™?
k dw 1—cos (0 —¢g)’ dw —“-.-.1__008(0__,)

Die Darstellung der Coordinaten #, y, z eines Punktes einer Flb.che
mit einem System planer Kriimmungslinien als Functionen der Argu-
mente der Kriimmungslinien lésst sich durch successive Differentiationen
der Gleichung 3) nach  ausfihren. An Stelle von u differentiire man
nach w. Die erste Gleichung 13) in Verbindung mit den Gleichungen

) und 4) von I giebt durch Differentiation der Gleichung 3) in Be-
mehung auf w: :

22) xcos A} ycosp -+ zcosy = e d.$2+ \/.E.--sinu
Nimmt man zur Vereinfachung:
e VE g
23) , - \/Edwsmo.: T,
80 wird die Gleichung 22) einfacher:

24) 2 cos A}y cos u—+zcosy = gfd_‘_‘)'+T

Diese Gleichung werde wieder nach w differentiirt mit Ricksicht
auf die Gleichungen 3), 13), 23) und I 6). Man erhilt so die folgende
Gleichung, in welcher p dieselbe Bedeutung wie in 14) hat:

) ede
rdw

25) (wcosl-l-—ycosm-l—zcosn)__———-I-Tps 0+d -j— 2.

Endlich differentiire man die Gleichting 25) “nach w,' setze dann
links fiir #cosd+ycosu—+zcos» seinen Werth aus 24) ein. Man driicke



8 ' '  ALFRED ENNEPER,

rcoto

wieder VE nach 23) durch T aus, setze nach 14) =p. Es er-

giebt sich so, mit Riicksicht auf die letzte Gleichung 13), zur Bestim-
mung von 7 die Differentialgleichung zweiter Ordnung:

__ar . ‘ ed® r
o E-&-,—}—Tpsma 2rt}lw

26) d——‘—a‘u—;'———F T(1+p0080)+d gdﬂ

L

rdw

Die Constanten in Beziehung auf w, welche das Integral dieser
Gleichung enthilt, sind gleich zwei beliebigen Functionen von v zu
getzen. Man nehme zuerst die Differentialgleichung:
i dT

T ——2+4 T psinf
27) d do +T,(1+pcosh) =

Die Gleichung 15) zeigLunmittelbar, dass cosf ein. particuldres In-
tegral von 27) ist.
Das zweite particuldre Integral

o/ tangbdo
cos&f — dw

cosf

lisst sich mittelst der Gleichungen 15) bis 19) sehr vereinfachen. Man
findet:

o 1 — cos (a—qz)

‘ cos§
d o = tang 4,
sin §—sing o
d cos{ 1—cos(0—g) 4
2 dw = cos?f

Q Lo et T
"Mit Hiilfe dieser Gleichungen lésst sich das zweite particuldre In-
teg'ral von 27) auf dxe Form:

. ( Y
AN b

(sin g —sin g)e?’
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bringen. Um die nachfolgenden Rechnungen etwas zu veremfachen
bringe man die Gleichung 26) auf folgende Form, in welcher zur AQ
kiirzung

an
28) T+§% =T,

und nach 14) %p = cot ¢ gesetzt ist:

art

7o —1+4T, psing
d p +T (1 4-pcosf) =
w
29)
cotosmozl-g——?ﬂ
d do +coto'coso——-

Zu Folge der beiden particuliren Integrale ist das allgemeine In-
tegral von 29)

B}

30) T, = K, cosf+ K, (sin§ —sin ¢) e?,

Nach der Methode von Lagrange sind K, und K, mittelst der
folgenden Gleichungen zu bestimmen :

‘ZK’ cbsé—l—- (sin §—sing)e? — o,
531) ddK (cos §—cosg)e! =
cot osin éa—g—-p 2 19
d P —|— Qotocos 03—‘5.

Wendet man die Gleichungen 15) bis 19) an, so geben dleselben,
unter Zuziehung der integratio per partes: ;



828 . . ALFRED ENNEPER,

cotdéinod-f—;zﬂ
f do ¢

sinf —sing . ,d2 r ;]sinf—sing
d i 1—-cos(0«—q:)dw = [cotasmOJ—— o !2]————--———---—1 —cosl—yp)

. . 4R r 7 coaff—cosg
f[cottismﬂ% E.’z_li—-cos(e——tp)d

Aus den Gleichungen 31) bilde man den Werth von K, und
bringe die vorstehende Gleichung zur Anwendung. Bedeutet V', eine
Function von v, so ist:

. - . 82 sing—sing
K, =1V, [cotosmam E!Z]I—:—C—om
32) V
cosgp—cosf r o sin (§—¢) d2
+f ""‘1—-cos(o——¢)?ﬂ cotal———_cos(o_¢)%]dw.

In dem Integrale rechts wende man auf den zweiten Term wieder
die integratio per partes an und substituire fiir p seinen Werth aus 13).
Es ist dann:

; sin(@—¢) dR sin(d—-gp)
fcmol—-—cos(a—q;) dmdw =00 to:cos.@——.—qa)

cosgp —cos f sin(l—g¢) L2 do
_f[ 1—cos(f—¢) o 5 eoto— 1——cos{9-.-——ﬂsm”adw]dw

Der Werth von K, in 32) lidsst sich nun auf folgende Form bringen:

. 42 sinf—sing  sin(§—g)coto.2
K, =V, —|cotosindz ry ]1——005(0-—.——@ 1 —cos(§—¢)
33)

cosqz-—-cosé r__ sin(@—g) doy L2
+f 1—cos(f—g) @ 1—-cos(0—-—¢)dw]sin26dw

Auf ganz ﬁhnliche Art lisst sich der Werth von K, aus den Glei-
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chungen 31) darstellen. Bedeutet ¥, eine Function von v, so ergiebt
eine Rechnung, deren weitere Ausfiihrung unterbleiben moge:

. a2 r cosfe™? ¢ Zcoto2
K, =V,+ [cotasmé—a——éﬂ]l —cos(§—¢) 1 —cos(f—¢)
34)
__f sin§ r 1 do Jle"qd
1—cos @—g)e 1—cos (o—q;)cTa_J]sin”o
Substituirt man den Werth von T, aus 28) in 30), so folgt:
35) —|—g(-ii2 = K, cos§+ K, (sinf—sing)e?

Diese Gleichung werde nach w differentiirt, mit Riicksicht auf die
erste Gleichung 31) ldsst sich die nachstehende Relation ableiten :

+Tps1n0_——g(fi—"—aps1n0 K, sm0+K (cos@-—cosg)el.

Die beiden Integrale, welche in K, und K, vorkommen, haben
einen sehr einfachen Zusammenhang. Man setze zur Vereinfachung :

sin @ r 1 doyL2e?
37) f[l —cos(0—g)e 1 —cos (0—o) oTw-]singa dw = J.

Mit Hiilfe der Glelchungen 19) folgt unmittelbar, dass sich J auf
die Form:

T=vI4ve, 4+

bringen lésst, wo die Factoren L, L, L, Integrale sind, welche nur
von w abhéingen. Wenn man das in K, vorkommende Integral durch
Substitution der Werthe von sing und cos6 aus 19) auf eine #hnliche
Form wie J bringt, so erhilt man: '

f[ cosp—cosf r  sin(6—g) da] 2 d _aJ

38) 1—cos(9—g) @ 1—cos(0—¢)dw av

sinte T av
Mathem. Classe. XXIII. 3. E
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Man kann auch, ohne die bemerkten etwas weitldufigen Rechnun-
gen zu machen, die Gleichung 38) unmittelbar aus der Gleichung 37)
herleiten, unter Beachtung der Gleichung 20).

Die Werthe von K, und K, setze man aus 33) und 34) in die
Gleichungen 35) und 36), wobei die abkiirzenden Bezeichnungen aus 37)
und 38) anzuwenden sind. Es ergeben sich dann Ausdriicke fiir die
rechten Seiten der Gleichungen 24) und 25), wodurch sich diese Glei-
chungen auf folgende Art schreiben lassen:

,

xcosA-}ycosu-f-zcosy =
chotasinﬂ—l—(V, + g%’) cos0—+(V,—J)(sinf—sing)ed,

39) <
— (wcosl+4ycosm - zcosn) =

chotacosO—(V, +g%_)sin0+(Vz—-—J)(cosﬂ—cosqa)eq.
\

Es bleibt noch tibrig den Zusammenhang zwischen den Functionen
V, und V, herzustellen, welche beide Functionen nicht willkiihrlich
sind.

Man substituire in:

dx dy dz —
%cosa-{—%cosb—{-%cosc =0,

aus 10) die Werthe von cosa, cosb, cosc. Da nach 3)

dx dy dz __
y Phad a+%cosﬂ+%cosy =0,

so nimmt die bemerkte Gleichung die Form an:

g—‘g (coslcos 6 — cos Asin 6) +d

a—%(cbsm €08 6} cos u sin 6) -

gchesncow——coswsin 6) = 9.



-

UNTERSUCHUNGEN UBERD. FLACHEN MIT PLANEN U.SPHARISCHEN ETC. 85

Nimmt man V als unabhiingige Variabele, so lisst sich diese Glei-
chung wie folgt schreiben:

dw.(coslsino—-coslcosa) —+ y(cosusing—cosmcoss) -+ z(cosrsing—cosncosg)
av o

[@(cosAcosg -+ coslsing) + y(cosucosd -+ cosmsing) -} z(cosrcosg--cosnsing)) g—a.[}

Mittelst der Gleichungen 39) reducirt sich diese Gleichung auf:

(V,—J)[1 —cos(g—g)]e! 7146
= av =[7. +dV+( —J)sin(6—9) ¢f] 77>
Unter Zuziehung von 20) folgt:
av, _ V.
av !
. aw . .
Nimmt man also V, = —W, so ist V, = i Die Gleichungen

3) und 39) geben nun zur Bestimmung von #, y und z folgendes System:

zcose—ycosB-4-zcosy = £,
2 cosA -y cosp—2zcosy = JS2cot osin §— (W +-J)(sin § — sin ¢)e?

W4J
s0) {. +d 7 .08 0,

2¢0sl+ycosm—+zcosn =—82 cot o cos 6 4 (W—+-J)(cos §—cos p)e?

-+ d(_I’Y-i—__)_ sin g.

\

Sieht man W als Function von V an, so enthalten die Gleichungen
40) in Beziehung auf V oder v nur eine arbitrire Function. Fir die
nicht planen Kriimmungslinien treten in Beziehung auf das Argument
derselben fiinf arbitrire Functionen auf, n#mlich £, ¢, das Verhiltniss
von ¢ zu  und zwei der drei Winkel @, 8 und y. Zur Vervollstindi-
gung sind den Gleichungen 40) die Gleichungen 14) bis 19) und die
Definition von J aus 37) beizufiigen. "

E2



86 . ALFRED ENNEPER,

Durch Elimination von 7' zwischen den Gleichungen 23) und 24)
folgt :

41) _%\/E%sina=wcosﬂ+ycosy+zcosv——§%.

Durch diese Gleichung und die zweite Gleichung 40) ist \/E be-
stimmt. Differentiirt man die zweite und dritte Gleichung 40) nach v,
multiplicirt die so erhaltenen Gleichungen respective mit cosg und sing,
bildet die Summe dieser Producte, so ergiebt sich in Folge der Glei-

chungen 12):

_ d*(W+J)
— __de . __sin(0—-q:) d(W4J) dv?i
42) \/G_%[llcota (W4-J)e? ﬂ_o_ el 4 -+ 76
av av

Verbindet man mit dieser Gleichung die Gleichungen 6) und 20),
so hat man zur Bestimmung vonr”:

43) r"sinc = .Qcota—-—(W+J)eq+:flc(oos_(;i)¢)d”g;l7)

et AW J)
1—cos(6—g) dV®

Mittelst der Gleichungen 40) und 43) l#isst sich noch ein
merkwiirdiger Satz verificiren, dessen Beweis sich einfacher mit Hiilfe
der in I und II gegebenen allgemeinen Formeln fiihren ldsst. Man
trage auf den Normalen léings einer bestimmten planen Kriimmungs-
linie (v) den entsprechenden Hauptkrimmungshalbmesser " ab. Die
Endpunkte liegen dann auf einer Curve, welche die Helix einer
beliebigen Cylinderfliche ist. Dieses ergiebt sich analytisch auf fol-
gende Weise. Dem Punkte (2, y, z2) der planen Kriimmungslinie ent-
spricht der Punkt (24-r"cosa, y—-+r"cosd, z-41"cosc) der bemerkten
Curve. Lisst man in diesen Ausdriicken nur v variiren, so ergiebt sich
mittelst der Gleichung 2), dass das Verhiltniss von Kriimmungsradius
dividirt durch Torsionsradius gleich — coto ist, also in Beziehung auf v
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constant. Hieraus folgt unmittelbar der bemerkte Satz, dessen Beweis
nicht weiter ausgefiihrt werden soll.

Die bisherigen Entwicklungen enthalten die allgemeinsten Formeln,
welche sich aufstellen lassen. Sie erfordern einige Modificationen, wenn
die Curve, deren Normalebenen die Ebenen der planen Kriimmungslinien
parallel sind, in eine ebene Curve oder in eine Gerade iibergeht. - Hierzu
kann man noch einen dritten Fall beifiigen, wenn die Ebenen der planen
Kriimmungslinien die Normalen léngs jeat'er Curve enthalten. Es ist
dann bekanntlich gleichzeitig die Kriimmungslinie auch geodétische Linie.
Dieser Fall, welcher zunichst betrachtet werden soll, ldsst sich viel ein-
facher direct behandeln, als wenn die allgemeinen Formeln zu Grunde
gelegt werden. Es sind dann Reductionen vorzunehmen, die etwas weit-
laufig ausfallen, wenn die Resultate in ihrer einfachsten Form auftreten
sollen. Aus diesem Grunde sind die geoditischen Kriimmungslinien be-
sonders behandelt.

B. Die Ebenen der planen Krimmungslinien enthalten die
Normalen zur Flédche.

Enthilt die Ebene der planen Kriimmungslinie, welche durcil den
Punkt (2, y, 2) der Fliche geht, die Normale derselben, so ist cosa cose
—~-cosbcosfB{-cosccosy = 0, d.i. nach 10) cos¢ = 0. Die Gleichung
9) wird einfach

ig-_:-—l—-d.l iq—-—l
r

ds dw

also 6 = w—+1vy, wo y eine Function von v ist. Setzt man p = 0, so
gehn die Gleichungen 3), 24), 25) und 26) iiber in:

( xcose—ycos fB4zcosy = R,
®cos Ay cosu—--zcosy = —Q@ +T
44) 3 d.Q
s dw+T r
— (wcos! 4y cosm 4z cosn) = d—ﬁ——-—]——-ﬂ.
\ w -0
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0edR
rdw+T

45) ' —a—+

-

r
ed2  .p T+d4— =

rdw

Da £ und -T- beliebige Functionen von w sind, so kann man:
0

. r II
) Lo =24 fo) = 7 0)+f@)
setzen, wo f(w) eine beliebige Function von w ist. Die Gleichung 45)
giebt dann:

0dL

47) r dw

+T+f( ) = V,cosw+ ¥V, sinw.

Es sind V., und V, nur von v abhiingig. Man bilde aus 44) die

' dw dy dz
‘Werthe von 7o' do dv

dx
—cosa -+ -2 cos b+ ——cosc = 0,
P + ”c + C c=

—~, setze dieselben in:

wo fiir cosa, cosb, cosc die Werthe aus10), unter der Annahme cos¢=0,
zu substituiren sind. Die bemerkte Gleichung wird dann:

aT . aT

— 6
7 0t o

cosd,

oder, wenn y statt v als unabhingige Variabele genommen, ferner
§ = w-y gesetzt wird: '

arT aT
Wsm(w-{— ¥) -+ E—Tp-cos (w+y) = 0.

Durch Einsetzung des Werthes von 7' aus 46) giebt die vorste-
hende Gleichung: ~

dd]jpt sin t[l—l— 2coszp = 0.
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Ist V eine beliebige Function von v oder y, so lésst sich die vor-
stehende Gleichung durch die beiden folgenden ersetzen:

av, d:v av av
G = [ggetV]eosw. G =[G+ V]sinw.
oder
av . av .
VvV, = Wcos:p—{—Vsmy/, VvV, = ——‘wsmy)—l— Vecosy.

Man setze diese Werthe von ¥, und ¥, in die Gleichung 47),
darauf aus derselben den Werth von T und aus 46) den Werth von 2
in die Gleichungen 44). Zur Bestimmung von x,y, 2 ergiebt sich fol-
gendes System von Gleichungen:

wcosa—]—ycosﬁ —+zcosy = ._[j‘ (w) 4+ f ()

48) {wcosd—4-ycospu—+-zcos v = —-f'(w)—}-g-gcos(w—l—gu)—}- V sin (w—-v),

xcosl-+ycosm--zcosn = —f(w)+%sin(w+¢)——Vcos(w+¢),

\

Es ist selbstverstindlich, dass V in den vorstehenden Gleichungen
eine andere Bedeutung hat wie in den allgemeinen Untersuchungen;
da kein Missverstindniss entstehn kann, so ist derselbe Buchstabe zur
Verwendung gekommen um die Bezeichungen nicht zu sehr zu vermehren.
In jedem besonderen Falle kann man in den Gleichungen 48) einfach
¥ = v setzen, kommen aber diese Gleichungen bei weiteren allgemeinen
Untersuchungen zur Verwendung, so ist die Specialisirung ¥ = v nicht
mehr zuldssig.

Die Gleichungen 48) lassen sich noch mehr umformen. Es moge
nur auf eine Umformung hingewiesen werden. Setzt man:
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/ '§0 = -g-[f"(w) —+ f(w)] cos @ — f (w) cos 1 — f(w) cos!,
19) I, = 7" (@) +F ()] cos f —f (@) cos p—f(w) cosm,
Ly = 2 f" (@) /() cosy —f (@) cosy — f(w) cosn,
0 o
@+ flo)]
ds, .r S ()
ds d ds + o’

so kann man §,,%,,f, als Coordinaten eines Punktes II, einer Curve
doppelter Krimmung ansehn. Werden fiir den Punkt II, alle vorkom-
menden Elemente auf #hnliche Art wie fiir den Punkt IT in I bezeich-
net, durch Anhidngung des Index 0, so zeigt eine leichte Betrachtung
der Gleichungen 49), dass e, =@, iy, =24, 1, =1, do, = dw etc. 1st.
Versieht man in den Gleichungen 48) alle von s abhingigen Grdssen
mit dem Index 0, so kann man links, mit Hiilfe der Gleichungen 49),
x,y,# mit #—§ , y—mn,, 2—{, vertauschen, wodurch rechts die Func-
tion f(w) wegfillt. Lésst man darauf den Index 0 wieder weg, so treten
an Stelle der Gleichungen 48) die folgenden:

((w—§) cos & 4 (y—n) cos B +4-(2—¢) cosy =0

50) ; (—&)cos 4 + (y—) cosu +(2—{) cos v = %COS (w+y)+Vsin (w}y),

(#—&)cos ! 4 (y—) cos m—-(z—() cosn — gsin (w—4y)—V cos (w+).

Nimmt man in den Gleichungen 48) oder 50) s allein variabel, so
geben diese Gleichungen:

dx dy dz
ds ds ‘ds
cose  cosf  cosy

Diese Gleichungen geben unmittelbar den Satz:
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Sind die Ebenen von geoditischen Krdmmungslinien den Normal-
ebenen einer Helix parallel, so ist jede Kriimmungslinie des nicht
planen Systems ein Helix.

C. Die Ebenen der planen Krimmungslinien sind den
Normalebenen einer planen Curve, oder einer festen
Geraden parallel.

Geht die Curve, zu deren Normalebenen die Ebenen eines Systems
von planen Kriimmungslinien parallel sind, in eine ebene Curve iiber,
so ist r=0co0. Nimmt man die Ebene der Curve zur Ebene der xundy,
so lassen sich folgende Gleichungen aufstellen :

cose = sine cos A = cosg, cosl =0,
50)* cos 3 — —coss, cosu = sing, cosm = 0,
cosy = 0, cosy == 0, cosn =1,

In diesem Falle treten an Stelle der Gleichungen 10), 11) und ,12)
die einfachen Systeme:

€08@ = 8in & cOS6— cOos&sin ¢'sin 6, cosa’ =— —sin & sin 6—cos& coso'sin g,
51) {cosb =—"C0s8& C086—sin &8in ¢sin 6, 5 2)jcosb’ = cos&sin6—sin & cososin g,

cos c = sin o cosé. cosc = €080 CO80,
53) cosa’ = cos&cosf, cosh” = sine cosd, cosc” = sing.

Im vorliegenden Falle werde ¢ als unabhingige Variabele genommen.
An Stelle der Gleichungen 13) ergeben sich nach 52):

dz . dy .
d—ésme—d—coss = (cosa’sin&e—cos &’ coss)\/E— = —\E —smo‘
) d d
: d;:coss—i-j%sins = (cosdcosa-i—cosb’sine)\/E% = —\E ——coso‘smo.

Fiir cose = sin ¢, cosff = —cose und cosy — 0, wird die Glei-
chung 3) einfacher:
Mathem. Classe. XXIII. 3. F
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55) xsing—ycoss = 2,

wo 2 Function von ¢ ist. Die Gleichung 9) zur Bestimmung von ¢
wird, fiir » = oo und ds = pds:

56) % — cot ¢ cosH.

Ist V eine Function von v, so setze man:

1-+4sing 62 v+ 2/ cot ade.

57) 1 —sing
Hieraus folgt:

5‘8) di;;' = cos 4.
Setzt man analog wie in 23)

59) VES sino = T,

so giebt die Gleichung 55) nach & differentiirt:
60) wcoss—}—ysine:%l-i- T.

Differentiirt man diese Gleichung wieder nach &, so folgt, unter Zu-
ziehung der Gleichungen 54) und 55), fiir T die Differentialgleichung:

-|-T

60)* d +Tcotosm0+ll = 0.

Diese Gleichung lidsst sich nach 56) auf die Form:
%4— T —singcoto 2 i2
d— 7 +[ + T—-smocota.!l] cot ¢sin 6
de\ N
-—|—(1 --sm0d )——-Bm 5
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bringen. Die vorstehende Gleichung ldsst sich nach 56) leicht integriren.
Ist V, eine Function von V, so folgt:
. do
1—sinf0
VI 0 .
cosf sin’ec

a2 ‘
61) 4y + T—sinfcote2 =7V, cosﬂ——cosﬂf

Durch die Gleichungen 55), 60) und 61) sind # und y bestimmt,
fir die Berechnung der dritten Coordinate z ist ein besonderer Weg
einzuschlagen. Es ist:

dz = , dz —du ,
> VE cos¢ oder = \/Ezl—scosc.

Hierin substituire man aus der dritten Gleichung 52) cos ¢’ = coso cos &

und driicke nach 59) \E durch T aus. Es folgt so:

% = cotocos6 T
de
oder auch, nach 56):

2-}-cos6cotof2
de

Nach 56) ist:

= cotacosﬁ(%—l— T——sinocota.ﬂ)—cosogg £

2 .
62) d desinie

in @
cot ¢ cosf . cosl — gi——ﬁ—'cos&:: dsin :
ds de

In 62) werde aus 61) der Werth von 7' eingesetzt und die vor-
stehende Gleichung angewandt, hierdurch ergiebt sich:

. do
—5in6%?
dz+coto‘coso.!2__ v dsing  dsin@ fl e 2 de 12

. e — - ds—co80-— — .
de 't ds de cos6 sinlc dssin®c

Bei der Integration dieser Gleichung ist, zur Vermeidung von
Doppelintegralen, bei dem zweiten Term der rechten Seite die integra- .
tio per partes auszufihren. Die von & unabhiingige Quantitéit, welche

F2
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die Integration involvirt, sei V,, wo V, eine Function von v bezeichnet.
Es ergiebt sich dann zur Bestimmung von z die Gleichung:

. .do
— 6__
7% @

cosf® sinle

|
z-fcotocosd 2 =V, 4V, sinﬂ—sinﬂf,

sin 0——@
+f de 8 de
cosf sinle

Um die Schreibweise etwas zu vereinfachen, werde:

63)

do

sin §—
de £
64) I _—f cosf sin ’O'ds
gesetzt. Aus 58) und 64) folgt dann:
1— sm0 —~
65) f cosa sin? ads

Zur Bestimmung von @, y,z geben die Gleichungen 55) und 60)
bis 65) das nachfolgende System:

( xsing—ycose = £,

. . dJ
66) ) xcose-}ysine = sinfcote -4V, cosf§— a .cosf,

z = —cosficotc R4V, s1n0—— s1n0+J+V

\

Der Zusammenhang der Functmnen V, und V, ergiebt sich auf
folgende Art. Man setze in:

Lwcosaa-t—t—lzcoab-wl-—-cosc = 0, oder —;

dx
s cosa+chosb+-——cosc =0

av
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fir cosa, cosb, cosc ihre Werthe aus 51), fir 2, y, z die Werthe aus
66). Eine einfache Rechnung giebt:

dJ\dg , (dJ | aV,
(Vﬂ —av dV+(dV+dV )""30 =0

Diese Gleichung reducirt sich nach 58) auf:

av,
Vit =0
. . aw .
Nimmt man einfach V, = W, also V, =—ap %0 gehn die

Gleichungen 66) in folgende tiber:

[wsine—ycoss = £,

w+J
67) zcose+ysine = sinfcot 6 2 —d —; Fia — cos §,

z =—cosfcotc 2 —d d-IthmB-i- W+J

Durch die Gleichungen 57), 64) und 67) sind die Fldchen vollstéin-
dig bestimmt, fiir welche die Ebenen eines Systems planer Kriimmungs-
linien derselben Geraden parallel sind. Fiir den besonderen Fall
cos6 = 0, nehme man f2 = f'(¢). Nach 57) ist § von ¢ unabhiingig,
statt V fiilhre man mit Hiilfe von 58) 0 als unabhanglge Variabele ein

und setze;

—_ v
W=— "

In diesem besonderen Falle lassen sich die Gleichungen 67) durch
folgende ersetzen:
xsing—ycos e = f' (s),
68) xcoss-ysine = —f ()4 ¢'(0) cos§ -+ y(8)sin6,
z == /' (0)sin 6 — (6) cosf.
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Die Gleichungen 68) enthalten die Losung des letzten Falls, den
die Flidchen mit einem Systeme planer Kriimmungslinien darbieten, wenn
diese Ebenen den Normalebenen einer Geraden parallel sind. Man hat
nur ndthig ¢ und 6 mit einander zu vertauschen um die Formeln so zu
erhalten, dass dieselben den allgemeinen Relationen 1) und 2) entspre-
chen. Da eine directe Behandlung dieses Falls sich #usserst einfach ge-
staltet, so moge dieselbe hier noch kurz erwihnt werden.

D. Die Ebenen der planen Kriimmungslinien sind den Nor-
malebenen einer Geraden, oder einer festen Ebene parallel.

Geht die Curve, zu deren Normalebenen die Ebenen eines Systems
von planen Kriimmungslinien parallel sind, in eine Gerade iiber, so ist
¢ = 0. Nimmt man diese Gerade zur Axe der z, so geben die Glei-
chungen 1) cose = 0, cosf = 0, cosy = 1 gesetzt:

‘ 0 = COSaCcosS6— cosa sin G,
0

69) = cosbcos o6 —cos b'sin o,
\ 1 == Cc0Sccos 06— cos ¢ sin 0.
Aus den Gleichungen 5) folgt fiir ¢ = oo:
70) VE_ do__, d&VE__
r ' du dv.
Es moge der Fall o constant und » = oo bei Seite gelassen werden,

derselbe bezieht sich auf developpabele Flichen, die sehr leicht zu un-
tersuchen sind, unter Anwendung geeigneter Gleichungen. Ein anderes,
wie ein directes Verfahren, fihrt bei den developpabeln Flichen auf
weitldufige Rechnungen, die, wenigstens bei allgemeinen Untersuchungen
tiber Kriimmungslinien, die Herstellung von Gleichungen erfordern, wel-
che einfacher zum Ausgangspunkt der Untérsuchungen genommen werden.

Setzt man in die Gleichungen II 4) nach 70) @ :—_——%, nimmt

¢ zur unabhéngigen Variabeln, so gehn die bemerkten Gleichungen in:
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dcosa , dcosb ., dcosc

71) ' = cosda, ' = cosb, 75 = cos¢

iber. Die Substitution der Werthe von cosa’, cos¥, cosc transformirt
die Gleichungen 69) in:

dcosa . dcosb .
0 == cosacoso— sino, 0= cosbcoso— sino,
do do
0sSC .
1 — cosccoso— sin 6.

Sind v,, v, und v, Functionen von v, so geben die vorstehenden
Gleichungen integrirt:

72) cosa = v, §ino, cosb == v, 8in 6, cosc = v, sin 6} coso.

Die Relation cos®a—cos’b—+cos®c = 1 nimmt durch die Glei-
chungen 72) die Form an:
1 =v?4v34v2+42v,coto.

Soll nun ¢ nicht constant sein, so kann diese Gleichung nur fiir
v, = 0 und 1 = v2 4o} stattfinden. Man kann v, = cosy, v, = siny
setzen. Die Gleichungen 72) werden hierdurch:

73) cosa == cosysino, cosb = sinysino, cosc = coso
Aus den Gleichungen 69) und 73) folgt:

Gy .
74) cosa’ = cosycoso, cosd = sinysino, cosc =—sino.

Da nach 73)und 74) cosc” = 0, findet die Gleichung ‘-;-Z = 0 statt,

woraus unmittelbar
75) 2= 9
folgt, wo 2 nur von  oder ¢ »abhiingt. Diese Gleichung ist selbstver-

sténdlich, sie driickt aus, dass die Ebenen der planen Kréimmungslinien
einander parallel sind. Da ‘



48 ‘ ALFRED ENNEPER,

dz

au \/E cosc,

so geben die Gleichungen 74) und 75):
df2 1

Mit Hilfe dieser Gleichung und der Gleichungen 74) erhilt man
weiter:

da _ \/Ecos a = —cos é—%cot o,
du — = va
% = \(Ecosd’ = —sin wg—gcotm

Sind ¥V, und V, Functionen von v, so geben diese Gleichungen
integrirt:
76) w2 =V, —cosyfcotod®2, y =V, —siny [coted 2.

Nimmt man in der Gleichung:

dedax dydy+dzdz

du dv+du do ' dudv 0,

2 und y statt » und v als unabhingige Variabele, so folgt mittelst der
Gleichungen 75) und 76):
av
dy

’cosap+ v 281111/!-—— 0.

Bezeichnet V eine beliebige Function von vy, so kann man an
Stelle der vorstehenden Gleichung:

av . av .
77) VvV, = WSIHQ[) Vcosw. :—-V Wcosw—}-Vsmy;
nehmen. Ist ferner f(a) eine beliehige Function von ¢, so kann man
immer setzen:



UNTERSUCHUNGEN UBER D. FLACHENMIT PLANEN U.SPHARISCHEN ETC. 49
—R = f'(0)sinc— f(0)cos¢ und—ceted2 = d[f (0)cosa4f(0)sina].

Mit Hilfe dieser Gleichungen und der Gleichungen 77) lésst sicﬁ
das System zur Bestimmung von 2, y, z auf folgende Form bringen :

xsiny —ycosy = ‘Z—Y,
~ dy :
78) zcosy—-ysiny = — V- f'(0)coso -} f(0) sin e,

2z = —f (0)sino -+ f(o)coso.
Diese Gleichungen sind von den Gleichupgen 68) nnr durch die
Bezeichnungsweise verschieden. Fiihrt man #, y mittelst der Gleichungen:

79) — X = ——Z—Esimp-{—Vcosw, —Y= %cosw—-}- Vsiny

ein, 80 geben die beiden ersten Gleichungen 78)3

80) (@—X)sinyy—(y — Y)cosy = 0,
{<w—-X)cosw+(y— Y)siny = /(6)coso—+7(g)sin

Hieraus folgt:
V@e—X)' (y— Y)® = f'(6)coso-+f(0)sin.

Durch Elimination von ¢ zwischen dieser Gleichung und der dritten
Gleichung 78) folgt eine Gleichung von der Form:

1) ¢ = Flla—X)"+(y— ¥)*)
Nach 79) ist: ‘

;lf osyx—l——!smtp = 0.

Die erste Gleichung 80) ladsst sich hierdu;ch auf folgende Form
bringen:

82)

4 X dY _
83) =Xy =Yg, = \
Mathem. Classe. XXIII, 3. G
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. Bieht man X, Y als die Coordinaten eines Punktes einer ebenen
Curve an, so ist nach 82) y der Winkel, welchen die Normale der Curve
mit der Axe der # bildet. Die beiden Glelchungen 81) und 83) zeigen
unmxttelbar dass eine Fliche mit einem Systeme von planen Kriim-
mungslinien in parallelen Ebenen, die Enveloppe einer Rotationsfliche
ist, welche sich so bewegt, dass ein fester Punkt der Rotationsaxe eine
plane Curve durchliuft, deren Ebene zur Rotationsaxe senkrecht ist.

"E. Die planen Krimmungslinien sind Geraden.
Developpabele Flichen.

Nimmt man in den Gleichungen 23) und 25) von II @, = 00, 50
ist auch " = oo und G von u unabhiingig. Die Kriimmungslinie ,ist
eine Gerade, die Fliche developpabel. Wird eine developpabele Fliche
als Tangentenfliiche einer Curve doppelter Kriimmung angesehn, so lassen
sich die in I entwickelten Gleichungen mit Vortheil anwenden. Liegt
der Punkt (#, y, 2) auf der Tangente des Punktes (§ #, £), so bestehn
die Gleichungen:

84) .z'__.§+(v—-s)cosa,y—11+('v—-s)cosﬂ‘ z2 ={f-+4(v—s)cosy.

Die Curven fiir welche s oder v allein variirt sind Kridimmungslinien.
Da die Krimmungsebene der Curve im Punkte (£, 7, {) die beriihrende
Ebene der Fliche im Punkte (#, y, z) ist, so finden die Gleichungen
statt:

85) cosa = cosl, cosb = cosm, cosc = cosn.

Unter Zuziehung der Gleichungen von I, der Gleichungen 2), 3)
- und 4) von II erhéllt man aus 84)und 85), wenn % = s genommen wird :

86) —-”—T—" G=1, ‘—/r£=—' LAY v

T e e

\/EG dv 0

Im Fall einer conischen Fliche reducirt sich die Wendecurve auf
einen Punkt Die Generatricen der Fliche konnen den Tangenten einer
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Curve doppelter Kriimmung parallel genommen werden. Fillt die Spitze
der Kegelfliche in den Anfangspunkt der Coordinaten, so ergeben swh
fir @, y. 2z folgende, zu 84) analoge Gleichungen:

87) & = 'vcosu, y = vcosfB, z = vcosy.

Aus diesen Gleichungen ergeben sich leicht die entsprechenden
Gleichungen zu den Gleichungen 86).
Va=1,YE__1 r dE__r

— )
E = ] 7 ) T g T T
88) v 0 r r’ VEG dv 0
Fiir eine cylindrische Fliche ist bekanntlich der endliche Haupt-
kriimmungshalbmesser eines Punktes der Fliche gleich dem Kriimmungs-
halbmesser einer planen Schnittcurve, deren Ebene durch den bemerkten
Punkt geht und senkrecht zu den Generatricen steht.

V.

Flichen, fiir welche beide Systeme von Kriimmungslinien plan
sind *).

Die in IV gegebenen allgemeinen Untersuchungen gestatten eine
sehr einfache Bestimmung der Flichen, fiir welche beide Systeme von
Kriimmungslinien plan sind. Ist jede der Curven () plan, so besteht
nach III 12) die Bedingung: ‘

*) Es moge hier der folgende Satz angemerkt werden, den der Verfasser bei
allgemeinern Untersuchungen gefunden hat.

Theorem.
Existiren auf -einer Fliche zwei-Systeme von planen Curven, deren Ebenen:
die Fliche unter constanten Winkeln schneiden, so smd beide Systeme Kriimmungs-
linien.

G2
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—L..:M -"'—-"'——cot’l'
VE
oder: e
1) -—L—ﬂz—cotz.—@,
G dv r

wo T nur von v abhéngt.
Zu dieser Gleichung nehme man die Gleichungen IV 5) und IV 9)
némlich:

_ \/E_‘_@ sinfdds sincdyE _ cosfds
%) Tduﬁ_gdu\/adv_glﬂ'

3) ' ﬁ_“+§£’ﬂ’09

Zwischen den Gleichungen 1) und 2) eliminire man '\/,-—’—E’ und V%%E
v
Zur Vereinfachung werde &, definirt durch ds = ¢ds, als unabhingige
Variabele genommen. Man erhilt so:

dcoso

4) cos § + cotzsin o'sin 4 cotz i = 0.
&

0 Die Gleichayl 9) it ' ‘multipliciit giebt:

ag g
5) T ——+cot0'cos
Die Gleichung 4) differentiire man, mit Riicksicht auf die Glei-
chung 5), nach s. Setzt man dabei cos®§ = 1—sin®§, so lésst sich
das Resultat wie folgt schreiben:

— cotasin §[cos §} cotzsin osinf) -+ sin fcot woscgg
« &

. . 0 k A d?cos
+ [~—sinf oot zsin o‘cosso']..; +~cott[coso'ﬁ|- 3 "] =9.

Die vorstehende Gleichung wird nach 4) einfacher:
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[—sind - cotesin acos 0] + cott cos a—]— = 0.

Durch Elimination von 6 zwischen dieser Gleichung und der Glgi—
chung 4) folgt endlich:

6) (f;—)z = cot’z. [(COSG_‘_d”cosa) —I-—(i d(;o:a) -(—s—sin d*)’i‘.

In der Gleichung 6) hiéngt z nur von v ab, alle anderen varkom-
menden Quantitéiten sind Functionen von u oder .¢. Die Gleichung 6)
kann nur unter den beiden Bedingungen bestehn, es ist 7 constant,
oder der Factor von cotz verschwindet. Fir ein constantes v ist nach
4) § von v unabhingig, die Fliche ist dann developpabel. Nimmt man
T constant, hilt die Gleichung 5) zusammen mit den Gleichungen 86)
und 88) von IV, so ist dort das Verhiltniss des Torsionsradtius zum
Kriimmungsradius der in Betracht kommenden Curve doppelter Kriim-
mung constant. Dieselbe ist die Helix einer beliebigen Cylinderfliche.
Fiigt man noch die cylindrischen Flichen hinzu, so -ergeben sich fol-
gende developpabele Flichen, deren beide Systeme von Kriimmungslinien
plan sind: 1. Tangentenfliche der Helix einer beliebigen Cylinderfliiche,
2. die Fliche des Kreiskegels, 3. jede Cylinderfliche.

Ist = nicht eonstant, so muss in 6) der-Factor vop cot®’z verschwin-
den. Es folgt dann '

—Q-~=‘0
r ?

also'r ='0o. Die ‘Ebenen der Kréimmungslinien (¢v) sind die "Normal-
ebenen ¢iner ‘planen Curve. Fiir r = co reducirt sich die ‘Glei¢hung
6) auf:

d”cosa

7) coso = 0.

Ist % ‘eine Constante, kleiner oder gleich der:Einheit, &, ein conr
stanter Winkel, so- giebt die Gleichung 7)-integrirt coso = kcos (e—se,).
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Man kann einfach §, = 0 nehmen, da es gleichgiiltig ist, ob @, y, 2
von & oder ¢ —g, abhingen. Die Constante &, bezieht sich, wie eine
einfache Betrachtung der Gleichungen IV 67) zeigt, nur auf eine Dre-
hung des Coordinatensystems um die Axe der z. Im vorliegenden Falle
kommen die Gleichungen 57), 64) und 67) von IV zur Anwendung.
Setzt man:

8) cos6 = kcosé, sino = \/1— k’cos ¢,
80 ist:

Seotode . PR PPN

e = ksine—+\1—F%Z®cos’e,

—footade  \/1 —k2cos e — ksine
9) e = % .

Mittelst der Gleichungen 8) giebt die Gleichung 4):
10) cos&—l—»cott[sin&\/l—Ic’cos”e-——ksins] = 0.

Die Gleichung 57) von IV giebt, mit Riicksicht auf die Gleichun-
gen 9):

rsin0_ 2V\/1 k?cos*e—+ ksing)®—1
) : 2VIVI —k2cos?s e+ ksing]*41
11 9
2eV[\/1 —k*cos®e 4 ksine)
cosf = ———— N
{ 27 [V1 —Fk?cos’s+ ksing) 241

Die Substitution der Werthe von sing und cosé aus den Gleichun-
gen 11) in die Gleichung 10) liefert zwischen V und = die Gleichung:

12) 2eV—|—e2V(1 — k*)cotr— cotr = 0.

und hieraus:

o7 — V1—klcos’r—sinz _,  1—Fk’cos’z 4 sinz

13) (1—k%cost ' 'COST
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Es ist nach 8)
do __ ksins

ds Vi—Z%%cos’e

Diese Gleichung in Verbindung mit den Gleichungen 11) giebt:

sino—@
de __ e’V(1—k%)—1
cosf 2eV\/1 —k%costs
d. i. nach 12):
sin@-—@
de —tangt
14) =
cosf Vi—Zk*cos’e

Nach 13) kann man 7 als Function von V, oder V als von 7 ab-
hiingig ansehn. Durch Differentiation folgt:

dz
coszV1—k®cos’r

15) AV = —

Die Gleichung 64) von IV, ndmlich

sina—@
J = de 'Jl de,
cos§ sinfo

nimmt in Folge der Gleichungen 8) und 14) folgende Form an:

N/]
16) = —tangtf(l_kgcoszs)*ds.

Es ist dann nach 15):

17)

dJ __ \J1—k*cos®x 2 V1—k?*cos™z
_—_— = f ds = Y~ J.
av CosT (l—k’cos’e)‘} sinz

Zur leichteren Berechnung von sin§ und cos§ multiplicire man in
den Gleichungen 11) Zéhler und Nenner mit:
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eV _V\/i-—k"cos”e——ksine
== .

V1 —k®cos®s + ksine _ 1 —%°? ;

werden darauf die Werthe von eV und ¢~V aus 13) substituirt, so folgt:
) ksine\/1 — k*cos 2r—sinTy/1 —kZ%cos’s
gin § = -
V1 —k2%cos?zV1 — k2cos? ¢—ksinesinz
18) {

| (1 —k* cosx -
cosf) = = .
V1 —k2cos?tV1 —k%cos?s—ksinesin

Mit Hilfe der Gleichungen 8) und 18) ergeben sich ohne Schwie-
rigkeit die beiden Relationén:

) {(sin f cot 6 sin e— cos &) kcosz 4 cosfcoto V1 —k®cos’z = 0,
1 . S
{ —sin V1 —k*cos v+ kcosOsine cosT = sinz.
Zur Vermeidung der in 16) und 17) auftretenden Integrale sei .2
eine Function von ¢ bestimmt durch:
20) 2 = (1—k*cos?e) £ (e).
Es ist dann:

dJ V1 —=Fk%cos’
21) I = —tangt.f (¢), 14 Tf(£)°
In Folge der Glelchungen 67) von IV bestehn fir , y, z die

Gleichungen:
x sine — ycose =2,
w+J
AV

yeoss+-ysine = sinfcote 2 —d cos 6,

z=—-cosﬂcota.!2 dW+ sinf 4 W J.

Dieses System ldsst sich durch das folgende ersetzen:
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[ wsine—ycoses = L,
29) y = (sinfcotosin e —coss) 2 — dn;—lt; cosfOsinze,
2 = —cosficotc 2 —d W;_It sinfd 4+ W+ J.

An Stelle von W werde eine Function von 7 eingefiihrt mittelst
der Gleichung:

y

(2

08

23) W =

|

o
L

Nach 15) ist dann:

aw F'(z)cost+ F(z) sint\/1

24 e == — k%cos?t.
) av COST

In 22) fihre man fiir cotg, sind, cos6, S22, J, W ihre Werthe aus
den Gleichungen 8), 18), 20), 21), 23) und 24) ein. Statt der Gleichung
fir z bilde man die Gleichung:

—y __kcosz .
Vi—Z%Zcos®t
Mit Benutzung der Gleichungen 19) lassen sich dann fiir die Co-

ordinaten @,y, # eines Punktes einer Fliche, fiir welche beide Systeme
von Kriimmungslinien plan sind, folgende Gleichungen aufstellen:

(@ sin & —ycose = (l—kzcosgs%.f’(s)

V1 —%k%cos?zV1 —k®cos? e—lcsmesmz fle)sine
(1—k3)V1—k*cos’z

25
) ﬁ —f"(¢) cos & (1 —k*cos *e) 4 [ F (z)cosz+ F(z)sin7] sineg,
kcost Pry . ‘
-_— ——..:':____———-———:—F T)s1ng F A
Lz y\/l-——kzoost ) +F(r)cosz

Die Gleichungen 25) sind allgemein, sie schliessen auch den beson-
deren Fall ein, dass die Gleichung 7) fiir cos ¢ = 0 identisch besteht.
Dann ist nach 8) ¥ = 0, in unwesenflich anderer Form ergeben sich

Mathem. Classe. XXIII. 3. H



58 ALFRED ENNEPER,

wieder die Gleichungen 1V 68). Fiir ¥ = 1 reducirt sich in der zweiten
Gleichung 25) der Factor von y auf:

1 —cos?scos®t
2sinesin?z

In Folge der Gleichungen III 13) sind die Cosinus der Winkel,
welche die Normale zur Ebene der planen Krimmungslinie (#) mit den
Coordinatenaxen bildet:

—cosacost—cos a’ sinz, —cosbcos v} cosd”sinz, — cosccosz-}cosc’sinz.

Hierin sind fiir cosa,. cosa’ etc. die Werthe aus IV 51) und IV 53)
einzusetzen, mit Ricksicht auf die Gleichungen 8) und 18). Die be-
merkten Cosinus haben dann folgende Werthe:

0, Fkcosz, —V1—"%%cos’z.

Die an sich etwas weitldufige Rechnung lidsst sich mittelst der
dritten Gleichung 25) umgehn, welche zeigt, dass die Ebene einer der
Kriimmungslinien (4) der Axe der « parallel ist. Dieses Resultat ist
selbstverstindlich, nach der zu Anfang dieser Nummer gemachten Be-
merkung. Sind beide Systeme von Kréimmungslinien plan, so sind die
Ebenen eines Systems den Normalebenen einer planen Curve parallel.
Es ergeben sich so zwei plane Curven, deren Ebenen zu einander
senkrecht sind.

VI

~ Fldchen, fiir welche ein System von Kriimmungslinien plan, das
zweite sphérisch ist.

Die allgemeinen Formeln von IV fiihren mit grosser Leichtigkeit
zur Aufstellung der in der Ueberschrift genannten Flichen; wobei sich
‘ergeben wird, dass im Wesentlichen -dabei zwei Arten von Flichen zu
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unterscheiden sind. Bei der einen Art sind die Ebenen des planen
Systems den Normalebenen einer planen Curve parallel, die Projection
des Radius der Kugelfliiche, welche die sphérische Kréimmungslinie ent-
hilt, auf die Normale zur Fliche, ist constant. Bei der zweiten Art
gehn die Ebenen der planen Kriimmungslinien alle durch denselben
Punkt. Nimmt man wieder wie in IV und V das System (v) plan, fer-
ner das System (u) sphirisch, so finden fiir das letztgenannte System
nach III 9) und IIT 11) folgende Gleichungen statt:

VE \/E smzd\/E
1) IT—COS +\/G "

1
£ = xR, (cosacosr—cosa”sinz),

2) n; =y-+ R, (cosbcost—cosbd” sin7),

¢} = 2+ R, (cos ccost— cos " sin7).

In den vorstehenden Gleichungen sind R,,7, &}, 57, {; nur von v
abhiéingig. Zur Vermeidung von Wiederholungen soll ein b_esonder.er
Fall zuerst betrachtet werden, wenn die Ebenen des planen Systems
den Normalebenen einer Geraden, oder, was dasselbe ist, unter einander
parallel sind. In den allgemeinen Formeln von IV ist dann @ = 00 zu
nehmen, welcher besondere Fall unter D behandelt ist. In Folge der
Gleichungen IV 70) ist E von v unabhingig, die Gleichung 1) reducirt
sich auf +' = R, cosz, woraus folgt, dass die sphirische Krﬁmmungs-

linie ein Kreis 1st Nach IV 70) ist:

VE_ _ds
T du

Die Gleichungen 74) und 78) von IV geben:
7] " L do
VE=[f"(@0)+fle) o2

Aus dieser Gleichung und 3) folgt:
=1 (0) 1)

Da # nur von v abhiéingig ist, so kann die letzte Gleichung nur
H2

3)
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bestehn, wenn f”(¢)-}-7(0) = k ist, wo k eine Constante bedeutet. Diese
Gleichung giebt f(6) = k-2 ,cos 64 Asino. Die Gleichungen 78) von
IV zeigen, dass z, sich nur auf eine Verlegung des Anfangspunktes in
der z-Axe bezieht, die Constante % lisst sich mit V" vereinigen. Nimmt
man einfach ¢z, = 0, 2 = 0, also f(6) = k, so erhilt man aus der dritten
Gleichung 78) und den beiden Gleichungen 80) von IV

@—X)"4(y—T) 4-2* = .

Die entsprechende Fliche ist die Enveloppe einer Kugelfliche von
constantem Radius, deren Mittelpunkt eine ebene Curve beschreibt. Es
soll im Folgenden der Fall p = oo ausgeschlossen sein.

In Folge der Gleichungen IV 5) ist:

2 \/E+d6 sinfds sincdyE __ cosfds
du o du' G dv = o du

In den Gleichungen 23) und 59) von IV ist \/E auf dieselbe Weise
durch eine Quantitit T ausgedriickt, ndmlich rdw = ds und ¢de = ds
gesetzt:

5) VE = T ds

osinodu

Man substituire in 1) die Werthe von \/J,E', \/1G dt\l/E und \E aus 4)

und 5), multiplicire die erhaltene Gleichung mit R, ¢sine und nehme s
als unabhiingige Variabele. Fiir 7' ergiebt sich dann folgende Gleichung:

€08 0

6) T=R cost[sm0smo'+9 ]—{—R sinzcos 4.

Nach IV 9) geniigt § der Gleichung:

1) %g = __+£°_t_f_7 cosd.
Setzt man wieder ds ==rdw, so werden die Gleichungen 6)

und 7):
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. o dcoso .
8) T=R, COS‘L’[SIHQSIHG—!——; P ]-I-Rl sin zcos §.
ag rcote
9) =1+ 0s .

Es geniigt nach IV 26) T der folgenden Differentialgleichung,
wenn dort:

rcoto

¢

p —t
gesetzt wird:

+T’;°9_t_ﬂr né

0
d? P + T+

gdll rf2
rdw 3 ed2
dot Vet a0 ="

rcoto
0

cosf)

+ar

Wird hierin der Werth von T aus 8) eingesetzt, ferner der Werth

von g—g aus 9), so geht die vorstehende Gleichung in folgende iiber:

[ o dcoso 7CO8 0 -
27 dw 0 gdcosa]
R, cosz]d dw? +d dw +r dw
10) [ XL rdf2
o T dw g 9 2
@ T4 dw+ =0

Wenn r = oo, so erhilt man aus den Gleichungen 6) und 7), in
Verbindung mit 60)* von IV:

2
11) R,cosz[m+coso]+d 2 = 0.

det

Es erweist sich nicht nothig die Gleichung 11) neben der Gleichung

10) zu betrachten, da die Gleichung 10), wie sich zeigen wird, sammt-
liche Fille umfasst. '
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In der Gleichung 10) ist R, cosz nur von v abhingig; die Glei-
chung 10) kann nur unter den beiden Bedingungen bestehn, entweder
‘ist R, cost =k, wo k eine Constante bedeutet, oder die linke Seite
- verschwindet identisch in Folge der beiden Gleichungen:

@ dcoso  rcose

, 7 do 0 o dcoso
12) T T4 do Ty de =
gd.ﬂ r&
: rdw edf2
13) 2+ %—}_ rdw

Wenn R, cosz = k constant ist, so zeigen die Gleichungen 2), dass
die gesuchte Fldche eine Parallelfliche zu der Fliche ist, welche £ = 0
entspricht. Nimmt man in 10) R, cosz = 0, so ergiebt sich die Glei-
chung 13). In Folge der Gleichungen von I sind cose, cosf und cosy
die particuliren Integrale der Differentialgleichung dritter Ordnung:

edH rH

rdw de

14) dr + rdwo

Die Gleichung 14) enthilt die beiden Gleichungen 12) und 13),
sowie die Gleichung 10) wenn R, cosz = £ ist.
In Folge der Gleichungen IV 1) und IV 3) hat man:

cose cosa—-cosf cosb—}-cosy cosc = cosa, cose cosa’}-cosf cosh’}-cosycosc’=0,
xcose-t+ycosf-zcosy — L.

Mit Ricksicht auf diese Gleichungen geben die Gleichungen 2)
respective mit cose, cosfB, cosy multiplicirt und addirt:

15) §:~cosa+n:cosﬁ+§: cosy —='J2-+ R, cosz.coso.
Ist B, cosz =k, so giebt die Gleichung 10)
16) R+ R coszcoss = R-kcoso = x,cose—+y,cos B4z, cosy,
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wo x,, ¥y, und 2z, Constanten sind. Die Gleichung 15) lésst sich hier-
durch auf die Form: '

17) &, —a,)cose+(n, ;yo)cosﬂ+(§:—zo)cosy= 0

bringen. Die Constanten z,, y,, 2, beziehn sich nur auf die Lage des
Anfangspunktes der Coordinaten. Man kann immer 2, = 0, y, = 0,
2, = 0 nehmen. Dem Falle R, cosc = k entsprechen dann nach 16)
und 17) folgende Gleichungen :

»

18) S +kcose = 0, &fcose—1;cosf+(; cosy = 0.

Wenn R, cost variabel ist, so finden die Gleichungen 12) und 13)
statt. Sind 4, B, C, #,, y,, #, Constanten, so geben die bemerkten
Gleichungen :

19) coso = Acosae—+Bcosf-4Ccosy, & = x,cose—+y, cosf—+z, cosy.

Da, wie leicht ersichtlich, die Constanten Zor Yor %o sich nur auf
die Lage des Anfangspunktes der Coordinaten beziehn, so nehme man
einfach », =0, y, = 0, 2, =20, also £ =0. Die Verbindung der
Gleichungen 15) und 19) fithrt zu den folgenden:

£ = 0, cosoc = Acose—+Bcosf-4Ccosy,

20 '
) {(é‘:——-AR, cosz)cos e~ (n;—BR, cosz)cosf4({]—CR, cosz)cosy =0.

Jedes der beiden Gleichungssysteme 18) und 20) enthilt eine Glei-
chung von der Form:

21) ‘ V,cose+4V,cos8+ V, cosy = 0,

wo V , V,, V, nur von v abhéingen. Die Gleichung 21) nach s dif-
ferentiirt giebt:

(V,co84+4V, cosu- V, cos») 21; = 0.

Schliesst man den Fall ¢ = oo aus, so reducirt sich die vorstehende
Gleichung auf:
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22) V, cosi+V, cosu V,cosy = 0,

Die Gleichung 22) nach s differentiirt liefert, unter Zuziehung der
Gleichung 21).

(V,cosl+V, cosm—V, cosn) ~1— = 0.

Hieraus folgt entweder:
23) V, cosl+ V, cosm—+ Vycosn = 0,

oder r = oco. Bestehn die Gleichungen 21), 22) und 23), so geben die-
selben zum Quadrat erhoben und addirt:

Vi V4V, =0

d h V, =0 V,=0, V, = 0. Fir die Annahme r = co kann man
cosy == 0 nehmen, wodurch sich die Gleichung 21) auf V cose-
V,cosf = 0 reducirt. Soll nun, wegen cosf3 = -~ sin @, der Winkel e
nicht constant sein, so miissen ¥, und V, gleichzeitig verschwinden.
Die Gleichung 21) fiihrt also auf die Annahmen V,=0,7V, =0,
V, = 0', oder V, = o, V, = 0 und cosy = 0. Es ist zu bemerken,
dass dem, schon vorhin behandelten, Falle ¢ = oo in der Gleichung 21)
cosee == 0, cosf==0 und ¥, = 0 entsprechen. Nur in diesem Falle
bleiben zwei der Functionen Vi, V,. V, unbestimmt. Fiir die weitere
Behandlung der beiden Annahmen, enthalten in den Gleichungen 18)
und 20), ist es am einfachsten, dieselben einzeln zu untersuchen, All-
gemeine Gleichungen, welche beiden Annahmen gemein sind, lassen fiir
Jede derselben so wesentliche Reductionen zu, dass eine Aufstellung sol-
cher allgemeinen Gleichungen nicht ndthig erscheint. Von den beiden
sich darbietenden Fillen soll zuerst der einfachere untersucht werden.

Erster Fall
Nimmt man R, cosz = %, so werden die ‘Gleichungen 2):
§, = @+ kcosa— R, sinzcosd’,
2y 1y =y-+keosh —R_sinzcos?d”,
: £, = z+kcosc—-R, sinzcosc”.
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In Folge der Gleichungen 18) finden die Gleichungen statt:

25) ‘7 L+4kcose = 0,

26) &} cose—-n; cos f4-L} cosy == 0.

Die Gleichung 26) wird identisch fiir & =0, 5] =0, {] = 0.
Die osculatorischen Kugelflichen der sphérischen Kriimmungslinien sind
dann simmtlich concentrisch. Die Gleichungen 24) geben, wenn dle
linken Seiten verschwinden, nach v differentiirt:

R smzd\/G , (AR, sinz k\/_
\/E Ll ( 4 -+ \/G)cosa.

R sinzd\/G _,, [dR, sint Ic\/G
\/"_ du COSb—( dv + r"
R, sintd\/@ cosc'——(dR’ sinz

\/E du dv

0 =—R, sm

0 =—R, sin r— cosb—+ —y G)cosb"

0 =—R, smz—q cosc}

+k:‘r——-\/a)cosc .

Da R, sint nicht verschwindet, so kionnen diese Gleichungen nur
bestehn, wenn

y_q —o M — o, dR,smz‘_l_k\/G-

—\G = 0,
u dv " Ve

Wegen 7" = oo ist die Fliche developpabel. Da weiter ‘13[—@ = 0,

du
so sind cosa’, cosb”, cosc” wegen:
dcosa’ dcosd’ dcosc”
= =0 =0
dv dv T 7 dv T <

nur von u abhiingig. Die entsprechende Fléche ist derjenigen parallel,
fir welche £ = 0 ist. Nimmt man in den Gleichungeh 24) &; =0,
N, =0, {; = 0 und k¥ = 0, so erhélt man aus denselben:

& _ Yy - t4

cosa’ cosb” = cosc”

Da a", ¥", ¢" nur von u abhiingen, so ist durch die verstehenden
Gleichungen eine conische Fliche characterisirt. Den concentris‘chf%!l
Mathem. Classe. XXIII 3. ‘ |
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osculatorischen Kugelflichen der sphiirischen Kriimmungslinien entspricht
im vorliegenden Falle die Parallelfliche einer beliebigen conischen Fliche.

Die Gleichung 26) giebt zweitens zu der Annahme &} =0, 5} =0
und cosy = 0 Veranlassung. Die Mittelpunkte der ‘osculatorischen Ku-
gelflichen der sphérischen Kriimmungslinien liegen in diesem Falle auf
einer Geraden. In den Gleichungen 24) setze man §; = 0, 5} = 0,
fiir cosa, cosa” etc. ihre Werthe aus den Gleichungen IV 51) und IV 53),
man erhdlt dann:

0 = x4 k(sinecoso—cosesinosin §)— R, sinzcosscos b,
0 = y—k(cosecoso—sinesinosinf)— R, sinzsinecosf,
¢} = 2+ ksinocos§d— R sinzsind.

Aus diesen Gleichungen leitet man die folgenden ab:

‘w&in ¢ —ycoss =—kcosg,
27) xcoss—+ysine = ksinosind -4 R, sinzcos§,
- 1 z = { —ksingcosd+ R, sinzsind.

Um den Vergleich der vorstehenden Gleichungen mit den Glei-
chungen IV 67) zu erleichtern, betrachte man zuerst die Parallelfliche
fir welche & = 0 ist.

- Wegen der Gleichung 25) ist dann in den Gleichungen IV 67)
JZ =— 0 zu nehmen, also auch J =40. Es ergiebt sich so:

aw

R,sin't—_:-f- 7 &

. Eliminirt man W zwischen diesen Gleichungen,, so erhilt man fiir
die Gleichungen 27) die Bedingung:

D *, ST T
28) : R, sint =~g§T}

Zweiter Fall

" Die Gleichungen 20) geben zu ganz #@hnlichen Betrachtungen Ver—
dnlassung wie d1e Gleichungen 18). In der Glelchung



UNTERSUCHUNGEN UBER D. FLACHEN MIT PLANEN U. SPHARISCHEN ETC. 67
29) (§; —AR, cos)cose—+(n; —BR, cosz)cos B+ (L] —CR, cost)cos y==0

nehme man zuerst cosy =0 und §; = AR cost, 5; = BR, cosz. Die
Mittelpunkte der osculatorischen Kugelflichen der sphéirischen Kréim-
mungslinien liegen in einer festen Ebene, welche durch die Axe der
z geht. Wird der Durchschnitt dieser Ebene mit der Ebene der # und
y zur Axe der y genommen, so ist &; =0, also 4A=0. Setzt man
B =—F, so treten an Stelle der Gleichungen 29) und:

30) co8 0 = A cose— Bcos -4 Ccosy

die folgenden:

31) 7, =—FkR, cost, coso=—kcosf.
Fiir = 0 reduciren sich die Gleichungen IV 67) auf:

( #sing—ycose = 0,

J Zcoss—+ysine =—-cosadV

2 _-W—-smé

39)
W

\

Die erste dieser Gleichungen zeigt, dass die Ebenen der planen
Kriimmungslinien simmtlich durch dieselbe Gerade, die Axe der z, gehn.
Legt man die Formeln 50)* zu Grunde, so ist cosf —=-—cose. Die
zweite Gleichung 31) wird nun: '

33) coso = kcoss.

Dieses ist genau dieselbe Gleichung wie die erste Gleichung V 8).
Es ergeben sich fiir sinf und cosf dieselben Werthe wie in V 11).
Die Gleichungen 51), 52) und 53) von IV) haben im vorliegenden Falle
dieselbe Bedeutung wie in V. Hieraus schliesst man, dass das System
der Kriimmungslinien (u) ebenfalls plan ist, also aus Kreisen besteht.
Man nehme, wie in V 11) und V 8):
12
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(. __e”’[\/l —k*cos®e+ ksinsg]®—1
e? V[\/T—Ws—{—ksms] 41
2¢V[V1 —k2cos s + ksine]

e*V[V1—k?cos® &+ ksing] 41’

coso = kcose, sine = \1—k’cos’s .

34) 3 cosd =

\

Die dritte Gleichung 32) nach u differentiirt giebt:

dgaw

35) - yEcosc =— cosad a7

Nun ist aber nach IV 8)* fiir r = oo:

d§ _ cotocosfds

du~ o dv
ferner ist nach IV 52) cosc¢ = cosocosd. Mit Hiilfe dieser Gleichungen
erhiilt man aus 35):

36) VE —_E’f_@}_‘ﬁﬂf

Nach IV 5) ist:
VE _ sinfds _do _ (sine—da) 1 ds

7 e du du @) e aw

wenn wieder ds = ¢ d¢ gesetzt wird. Diese Glelchung werde mit sing
multiplicirt, nach 33)

do dcoso
—8ing— = —— =——Fksine

de de
substituirt. Hs folgt dann:
E

MR SOl B sino\i,- ::‘(sinhino—-—-ksins)-l—é—{.
o r o du

Diese Gleichung in Verbindung mit der Gleichung 36) giebt:
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y — cosf aw
~ T §infsinc— ksined V-

Unter Zuziehung der Gleichungen 34) nimmt der vorstehende Aus-
druck fiir ' folgende Form an: ‘

2¢7 aw
(1—kYe?V —1dV

37) ?" = —

Es ist also ' von u unabhiingig, d. h. das System der Krdmmungs-
linien (u) besteht aus Kreisen. Man kann die entsprechende Fliiche
leicht als Enveloppe einer Kugelfliche darstellen, indem ein &hnliches
Verfahren eingeschlagen wird, wie das in III befolgte, um dort die
Gleichungen 15) u. folg. zu bilden.

Nach IV 51) sind die Winkel a, b, ¢ bestimmt durch:

cosa =  sing&coso-—cosesinosin b,
38) cosb = — cos&cos 6— sin &8in o'sin b,
cos¢c = sinocosf.

Man bilde nun die Werthe von X, Y, Z, definirt durch die Glei-
chungen : :

39) X =ax+r'cosa, ¥ =y cosb, Z = z-}1 cosc.
Mittelst der Gleichungen 32), 34), 37) und 38) erhélt man:

(X = o,

2ke” AW

Y == =-—,—k1‘,’

40) J 1—kyerV —1dV

w_(—k)ePH1dW
(1—kY)erV —1dV

7z =

\

An Stelle der Gleichungen 32) lassen sich die folgenden aufstellen;
durch welche die Enveloppe einer Kugelfliche bestimmt ist:
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2+ (y—Y) - (—Z) = r"?,

aY s ar
b= D Gy e—2 5y =7y

Es sind hierin #, X, ¥, Z durch die Gleichungen 37) und 40) be-
stimmt. Man kann die Gleichungen 2) mit den Gleichungen 32) in
Verbindung bringen, wodurch sich Beziehungen zwischen den Functionen
ergeben, welche von V abhiéngig sind. In die Gleichungen 2) substi-
tuire man fﬁr cosa, cosa’ etc. die Werthe aus IV 51) und IV 53), er-
setze dann @, ¥, 2 Qund o mittelst der Gleichungen 32) und 34). Die
etwas weltlauﬁgen Rechnungen fithren zu folgenden Resultaten:

£, =0, n, =—kR, cost,

41) *2 [dW+R smt]—{—R cosz[(l——k”)eiV—l] 0,

(l—k")e”’—l
¢ W+R COST.

\

Bezeichnet man durch y den Winkel, welchen die Ebene der planen
Kriimmungslinie (#) mit der Normale im Punkte (#,y, 2) der Fliche bil-
det, so ist: .
2¢¥ 4 [(1 — k% e2V—1] coty = 0.

Durch Finfahrung von y statt 7 lassen sich die Gleichungen 40)
und 41) noch etwas einfacher darstellen, was hier nicht weiter ausgefiihrt
werden soll. Die letzte zu untersuchende Annahme, welche die Glei-
chung 29) darbietet, besteht in dem gleichzeitigen Verschwinden der
Factoren von cose, cos 8, und cosy, d. h. fir:

42) g} = AR, cosz, n; = BR, cost, ¢, = CR, cosw.

Die Mittelpunkte der osculatorischen Kugelfidichen der sphérischen
Krtimmungslinien liegen auf einer Geraden. Wird dieselbe zur Axe der
z.genommen, so ist 5 =0, n: — 0. Setzt man noch C= k, so giebt
die dritte Gleichung 42)
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43) "L} = kR cost.

Da in diesem Falle A =0, B.—= 0, C = k, so nimmt die zwelte
Gleichung 20) die Form an:

44) coso = kcosy.

In den Gleichungen 2) nehme man &} =0, ; =0 und ¢ =kR, cosn
Man erhilt so: '
0 = 2+ R, (cosacos t— cosa’sinz),
. =y -+ R, (cosbcos T— cosb"sin7),

kR, cost = z+ R, (cosccos 2— cosc”sin).

Diese Gleichungen multiplicire man respective mit cose, cosﬂ,. cosy
und bilde die Summe der Producte. Analog verfahre man mit den Fac-
toren cos4, cosu, cos? und cos/, cosm, cosn. Durch Substitution der
Werthe von cosa, cosa” etc. aus IV 10) und IV 12) folgt dann:

1}

kR, costcosy = xcosa—+ycos f-+zcosy-4R, coszcoso,
45)0k R coszcosy = xcos Ay cosu—~+-zcosy4 R, coszsinfsine—R, sinzcosf,

kR, coszcosn = wcos -y cosm—-zcosn+R, coszcosfsine—R . sinzsin 4.
Mit diesen Gleichungen sind die Gleichungen IV 40) zu verbinden
unter der Voraussetzung £ — 0. Da nach IV 37) dann auch J = 0

ist, so reduciren sich die Gleichungen 45) auf die beiden folgenden:

kR, costcosy —

— W{(sind—sing)e?— R, coszsinfsin o} (Z_I/I;, —R, sin t) cos g,

46) kR, costcosn =

- W(cos§— cosg)e? + R, coszcos 08in0+(%—-R smt)sm0

oder auch:
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kR, costcosy — Welsing =
— (R, coszsin ¢+ Wel)sin 0--|—(§—I{7V——-11’i sint)cos 0,

a7
) kR, coszcosn-+ Welcosgp =

(R, coszsino - We?)cos 6+ (%IV—/E,— R, sin T) sin 6.

\

Die Gleichungen 46) gehen durch Elimination von %:

48) [sino - k(cosvsinf —cosn cos b)) R, cosz—[1 —cos (0 — ¢)] Wel = 0.
Auf @hnliche Art erhélt man aus 46):

49) k(cos»cos - cosnsin6) R, cosz-sin (9—g¢) Wel = %__R sinz.

Aus der Gleichung 48) bilde man %, substituire den dafiir er-

haltenen Ausdruck in die Gleichung 49). Mit Riicksicht auf die Glei-
chung IV 20), némlich:

de

— = = [1 —cos (0 — ¢)]e?

ergiebt sich die folgende Beziehung:

AR, ST 4 1y cos(g—g)| R, sinzeL.

81 in6 — 0
[sin o -4 & (cos » sin 6 — cosn cos b)) i

Die Elimination von sin 6+ % (cos » sin 6—cos n cos §) und 1—cos (§—g)
zwischen der vorstehenden Gleichung und der Gleichung 48) fiihrt auf:

1 R, cosz __ R sinv

50) R oost. av_ W

Eine zweite Gleichung zwischen den von v oder V abhéngigen
Functionen ergiebt sich aus der Summe der Quadrate der beiden Glei-
chungen 47). Man setze in dieser Summe cos?y 4-cos®n = 1 — cos’y,
gin®o = 1 — cos®s, ferner nach 44) cosc = kcosy. Dividirt man die
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erhaltene Gleichung durch 2 R, cosz W, so lidsst sich folgende Gleichung
herstellen :

—[sine 4% (cos ¥ sin g — cos ncos g)] € =

(R, cos7)*(1 _k*)+(2’__V_VV —R, sinz)g

2R, cost W

Da die linke Seite dieser Gleichung nur von u oder s, die rechte
Seite nur von v oder V abhdngt, so muss jede Seite constant sein.
Bezeichnet g eine Constante, so zerfillt die vorstehende Gleichung in
die beiden folgenden:

51) sino & (cos» singp — cosncosg) = —ge .
2 o, (AW . \?
52) (R, cos?)?(1—Fk )+ W_R’ sint) = 2gR, costW.

*

Durch Einsetzung des Werthes von R, sinz aus der Gleichung 50)
in die Gleichung 52) erhélt man:

2

[ w
R, cosr] _
i—gv1 =19

_ 2
R, cost L+ £%

Bedeutet g, eine Constante, so giebt die vorstehende Gleichung
integrirt:

53) 2g W = R cost[(gV—g,) '+ 1—FK.

Es verschwindet ¢, mit g. Ist g = 0, so zerfillt die Gleichung
52) in 1 = k? und
g_?; = R, sinz.
Da also gleichzeitig ¢ = 0 und 4 = 1, so muss auch in 53) dann
g, = 0 sein. Es lésst sich demnach g, =gV, 6 setzen, wo V¥, eine
weitere- Constante bedeutet. Man kann nun, unbeschadet der Allge-
Mathem. Classe. X XIII. 3 K
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meinheit, ¥V, = 0 setzen, da es gleichgiiltig ist, ob die arbitrire Func-
tion V, oder V—V, in den Ausdriicken fiir sin6 und cos¢ vorkommt.
Nimmt man in der Gleichung 53) g, = 0, so geht dieselbe iiber in:

54) 29 W =R, cosz[g*V*®+ 1—Ek*.

Durch Combination dieser Gleichung mit der Gleichung 50) findet
man leicht:

55) B %—RlsinzzngRlcosz.
In die Gleichung 48). setze man fiir sin6 und cosf die Werthe
aus IV 19). Wegen der Gleichung 54) ldsst sich durch Division mit

R, cost die Function W durch V ausdriicken. Es ergiebt sich so:

56)
9(V+ M) *[sine+-k(cosvsing—cosncosg) | 2kg(V+M)e 4 cosy cosp--cosnsing)
~+ge *[sine—k(cosvsing —cosncosg)|+ e 1[g? V41 —k?% = 0.

Da V variabel ist, so miissen die Factoren von V% und V einzeln
verschwinden. Es ergeben sich dann die Gleichung 51) und

57) k(cosvcosg - cosnsing) = g M.

Die Gleichung 56) reducirt sich unter Zuziehung der Gleichungen
5t) und 57) auf: ‘

g[sino— k(cosvcosp—cosnsing)le 14 g*M* 1 —k* = 0.

Diese Gleichung wird identisch in Folge von cos¢ = kcosy, wenn
die Werthe von ge™? und g M aus den Gleichungen 51) und 57) einge-
setzt werden. Durch Differentiation nach s kehren die Gleichungen 51)
und 57) in sich zuriick, unter Beachtung der in IV vorkommenden
‘Gleichungen 9), 14) und 17).

Durch Elimination von ¢ zwischen den Gleichungen 51) und 57)

olgi
i f.’(ga'i"-{-,sigﬂ),’r-{-%(y M)?® = k*(cos® 4 cos*n) = k*(1 —cos?y).
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Setzt man links sin’s = 1 —cos% = 1 —k’cos’y, so giebt die
vorstehende Gleichung

58) 9 (M4 M4 2ge¢ Isinc+1—k?= 0,

Bei der folgenden Untersuchung moge zuerst die Annahme g = 0,
k = 1 ausgeschlossen sein.

Durch Substitution der Werthe von cos» und cosz aus den Glei-
chungen 46) erhilt man:

kR cosz(cosysing — cosn cos6) = —[1—cos (9—g)] We?— R coszsin o,

kR, cost(cosvcosf--cosnsinf) = — sin (0—9) Weq—}-g—?;-—-.R‘sim.

d

In diese Gleichungen setze man die Werthe von W und g —R, sint

aus 53) und 55), dividire auf beiden Seiten durch R, cosz. Aus IV 19)
fihre man noch die Werthe von 1 —cos(0—g¢) und sin(0 —g¢) ein. Es
folgt dann:

r

A e 7
g (VM) e ™
9 Vi4-1—k? V4+M

k (cos ¥ sin §— cosn cos8) =

—sino,

59)3 k (cos » cos 0} cosnsin ) = — ; (V+M)2+e‘”9+'9v=
(9 V2—1+k Y M4-g2le M4+ MV —(1—k3)]V
g (VM) e g '
Die Elimination von W zwischen den Gleichungen 54) und 55) giebt:
60) 29R, sine = LEL 8T ays g

Statt V' fihre man eine Function v mittelst der Gleichung:

61) gV =Vi—Ftang¥

ein. Hierdurch vereinfacht sich die Gleichung 60) in:
K2

<
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62) R, sint= Vi—k® —k’m
, dy
Setzt man aus 58)
63) g} (¥4 M?) =—2g¢ Isinc— (1 —&7),

ferner aus 61) den Werth von V, so folgt:

(V4 M)*+e %) g*cos® L W =—ge Isine—(geIsino 41 —k®)cosy

64) o
+gMV1 —k%siny.

Man kann dieser Gleichung auf folgende Art eine etwas einfachere
Form geben. Wird aus 58) der Werth von g M? substituirt, so ist:

(ge~T8ino1—Kk?) 3+ (g M)* (1—k") =g ¢ (k*—cos’s) = (g e ksiny)?,

da coso =k cosy. Ist nun ¢ ein ndher zu bestimmender Winkel, so
wird die vorstehende Gleichung durch:

ge ¥sino+1—k* = ge Tksinysint,
65) o
gM\/l —k* = ge?ksiny cost
identisch. Durch Einfohrung des Winkels ¢ nimmt die Gleichung 64)
folgende Form an:

66) [(V+M)*+4 e g cos® —%- = —¢ I[sin 6-]-;ksinysin t—y)).

Die Anwendung der Gleichungen 63) und 65) giebt:
9} M4 M?)— (1 —k)=—2(ge " !sino{ 1 —k?) _—=——2ge"~’ksinysint.’

Auf die Gleichungen 59) wende man die Gleichungen 61), 65), 66)
und die vorstehende an. Mit Riicksicht auf sin®c = 1 —£k?®cos®y ergiebt
sich:
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—Fksiny +'sin osin (y—17)
sin6—/ksin ysin (y —1¢) '

sin 0 cos ¥ — cos 6 cos . = siny

67) <

. . cos (y—1¢). V1—Fk?
|smﬂcosn+cos0cosv=smy s(y—12) Vi

sin6—ksin y sin (y — )

Es bleibt noch die Bestimmung des Winkels ¢ iibrig, welche sich
auf folgende Art ausfiihren ldsst. Aus den Gleichungen 51) und 57)
erhiilt man leicht:

sino4ge?
k

singsin’y = — cosw+‘q—£—{ cos n.

Aus den Gleichungen 65) entwickele man die Werthe von ¢e™? und M,
substituire dieselben in die vorstehende Gleichung. Es folgt so:

cos» sin Gsint+ COS 72 COS t\/l —k®
siny siny )

sin ¢ (£ sin y sint — sin 6) = kcosy —

Diese Gleichung werde mit cotc multiplicirt, im zweiten und dritten
Terme rechts setze man coso = kcosy, hierdurch geht die bemerkte
Gleichung in folgende iiber :

sin ¢ (& sin y sint — sin 6) cot 6 = kcos» cot 6—k cot y cosw sint

68) —_
kcosy cosncostV1—k?

sinosiny

+

Nach den Gleichungen IV 14) und IV 17) ist gg.—.-_ ‘i‘Lt__":‘P_":
Mit Riicksicht hierauf werde die erste Gleichung 65) nach s differentiirt.
Zieht man dabei die Relationen:

dsiny dcosy _ cotycosw
ds gy = o

dsin o =_cot6dcosa =__kc0wdcosy =_kcoto‘cosv
ds ds ds 3

in Betracht, so ist %: durch die Gleichung:
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__singcotosine _kcosveote _  singcotoksinysint
¢ ¢ ¢
k coty coswsint . dt
—_—t 4 [ksinycost—
S +ksin y cost

bestimmt. Mit Hiilfe der Gleichung 68) reducirt sich die vorstehende

; L dt .
Gleichung fiir A auf:

69) dt __ cosycosn

—= " \1 k2
ds psinasingy\/ k

Fihrt man statt s die Variabele #, mittelst der Gleichung:

cosn
70) du, —psinsyds
ein, so ist:
At _ 0% T g, (éf_)’:cos2r-<1—k‘*>
du,  sino ' X 1—Fk*costy '
also:
dt\? dt\?
71 tylt — ki k2 ) | = (2.
) cos y[ + (du‘)] (du‘)

Figt man zu dieser Gleichung cose = siny coss,, cosf = sinysins N
hinzu, wo s, von s abhingt, so folgt:

(dcose)® 4 (dcosB)® = (dsiny)® 4 (sinyds,)?,
und hieraus:
cos?A4-cos®u  cot®y cos®y 2
0’ S ) '
Mittelst der Gleichung 70) ist nun einfach:

ds_\?
1 — 1],
(du,)

Fir s, = u, bestehn also die Gleichungen:

+(s;ny d

si
ds

72) cose = sinycosw,, cos = sinysinu,.
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Durch die Gleichungen 45), 62), 67) und 69) ist die letzte An-
nahme, abgesehn vom besonderen Falle £ = 1, welche die Betrachtung
der Flichen mit einem Systeme planer und einem Systeme sphirischer
Kriimmungslinien erfordert, vollstindig erledigt. Die angefithrten Glei-
chungen scheinen fiir weitere Untersuchungen von speciellen Fillen be-
sonders geeignet zu sein. Es sind die Gleichungen 70), 71) und 72
nur aufgestellt zur Herleitung eines Systems, welches von Herrn Bonnet
herriihrt. (Journal de I'Ecole Polyt. t. XX p. 207 u. 208). Zu diesem
Zwecke ersetze man die Gleichungen 45) durch die folgenden:

xcosae—tycosf+4zcosy = 0.
z = R, cosz[ksin®y-}-sino(sinfcosy —cosfcosn) ]
—+ R, sinz(cos 0 cos» - sinfcosn)
|#°+y°+(:—k R, cos7)>=(R, cost)*+ (R, sin7)”.

73)

Die zweite dieser Gleichungen ldsst sich nach 67) auf folgende
Form bringen, wobei sin*0— k?sin’y = 1 —k?* gesetzt und der Werth
von R, sinz aus 62) eingefiihrt ist:

R, coszsin(y -—-t)-l—dl—?——cj—s-f cos(y—1)

74) 2= (1—k%siny. sin 6 — ksin y sin (y — )

Durch Verbindung der Gleichungen 62), 71) bis 74) erhilt man
ohne Miihe das von Herrn Bonnet gefundene System, welches bei be-
sonderen Anwendungen weniger einfach zu sein scheint, wie die oben
erwihnten Gleichungen 45), 62), 67) und 69).

Die bisher aufgestellten Gleichungen schliessen den Fall & =1
aus, welcher sich ohne grosse Entwickelungen erledigen lédsst. Fir A=1
folgt aus 44) 6 = y. Nimmt man in den Gleichungen 51) und 57)
k=1, g = 0, so gehn dieselben in

COSN COsSgp — cOs¥sing — sine = siny, cos¥cosg-} cosnsing = 0

tiber. Aus den vorstehenden Gleichungen ergeben sich fiir cosg und
sing folgende Werthe:
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) cosp = ——, sing

Eine einfache Rechnung zeigt, dass der Winkel ¢, bestimmt durch
die vorstehenden Gleichungen, der Differentialgleichung:

gentigt. Mit Ricksicht auf die Gleichungen 75) ergiebt sich weiter:

— cosycosw cosy dcosy cosy , .
1= f psm 'y : fsm 2y ds as f dy = logsiny,
76) ¢! = siny, _._f _q————cosq)ds fcosncosyd

: osin’y

Wird der Werth von ¢ aus 76) in die Gleichungen IV 19) einge-
setzt, so ist der Winkel § bestimmt durch:

[ —[(V4M)*sin y—-l]ggfz—l—2(V+M)cosn
.sina._— (V4 M)*®sin y—l—l ’

i < (V4 M)?sin®y —1 ]°°S”+2 V+ M) cosw
kc080= (V—+ M)’sin y+1

Die Gleichungen 75), 76) und 77) geben:

sin y -4 cos» sin § —cosncos ée_q _
1 —cos(§— @) -

‘Wegen der vorstehenden Relation erhilt man aus 48):
R, cosz4 W = 0.
Da aber weiter fiir g — 0 die Gleichung 55)

aw

iV = R,sinz
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giebt, so sind R, sinz und R, cost durch die Gleichung:

R, cost
‘dV

78) R, sint =—d

verbunden. In den Gleichungen 45) nehme man & =1, ¢ = y, sub-
stituire fir § und R, sinz ihre Werthe aus 77) und 78). Die Fliche,
welche dem Werthe %4 = 1 entspricht, ist nun durch folgende Glei-
chungen definirt:

zcose—+ycosB—4-zcosy =0
xcosd —+ycosu—zcosy =
cos? +(V+ M)cosnsiny
2R, cost (VA4 M)?sin®y 41
cosn

2 i 20, 17 COSN
(VM) sin®y —1] iny:+-2(..v+M)cosydec08t

S
79) ) (V4 M)*sin®y 41 av '’
- @cosl-+ycosm—-zcosn =
cosn— (V + M) cosvsiny
2R, ot My 1
cos¥

2ainZ2ay D
(V4 M)3sin?y I]Siny 2(V—{—M)cosndR’ cos,
L (V4 M)®sin’y 41 av

-+

Auf folgende Art lassen sich die vorstehenden Gleichungen noch
etwas transformiren. Nimmt man: '

80) o cos ¢ = sin ycosu,, cosf# = sinysinu ,
so0 ist:
dcose dcosf . g du
cos —cose¢t——— —=—sgin?y—1
arr ds arra
das ist:
cosn g du,
—ee = - 81N y'—— L%
0 ds

Mathem. Classe. XXIII. 3. L
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Man fihre », statt s mittelst der Gleichung:

cosn

esin ”yds

81) du, = —

ein. Die Gleichungen 80) differentiirt geben dann:
X cosn . . cosn
A== - . =——cot, ————COoSU%, .
82) cos cotycosvcosu ,—|-sinysmu 4» COSp cotycosysinu, smyco .
Unter Zuziehung der Gleichungen I 8) erhillt man aus 80) und 82):

cosy , . cosy
83) cosl/=-—cotycosncosu, ——— sinu, cosm=—cotycosnsinu , -4~ — COsu% .
siny siny

Die zweite Gleichung 76) liefert durch Differentiation :

dM _ cosmcosy

ds osin’y
oder u, statt s aus 81) eingeftihrt:
aM
84 — ==—Coty.
) m coty

1

Wird . diesé Gleichung mit Riicksicht auf 81) diﬁ'erentiirt, S0 er-

hilt man:

a*M 1 dcosyds __ cosy

—_——— 3 — - .
du? sin®y ds du, cosnsiny

85)

Durch Combination der Gleichungen 84) und 85) mit cos®y--cos®s
~+cos?n = 1 folgt endlich:

(et )
86) cos’n = —— dM i d’Mw‘q' cos’y = — Zﬁ g cos’n,
Haw) +Hag) )

Nimmt man #, zur unabhéngigen Variabeln, so lassen sich in den
Gleichungen 79) alle von w, wabhiingigen Grossen ausdriicken durch
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cosu, sinw,, M und die Differentialquotienten von M nach «,, wo nun
M eine beliebige Function von », bedeutet. Mit Hiilfe der angefiihrten
Gleichungen kann man an Stelle der Gleichungen 79) folgendes System
aufstellen, in welchem zur Vereinfachung:

aM ,
du =M

gesetzt ist:

xcosu, +ysinu, —zM' = 0,

dR cosz
’ 2 !
. dR, cost (V+M)R, cost+(1+M )—j—f’_—
&sinu, —ycosu, =— dV +2 VM T \
R, cost— V—-[—I!I)dR cos?
¢=2 (V+M)2+1—|—M”’

Hiermit sind alle wesentlichen Annahmen erdrtert, zu deren Unter-
suchung die Flichen mit einem Systeme planer und einem Systeme
sphiirischer Kriimmungslinien Veranlassung geben. Die Flichen zer-
fallen nach dem Vorhergehenden in zwei Classen. Die erste Classe
umfasst die Flichen, fir welche die Projection des Radius der Kugel-
fliche, welche die sphérische Kriimmungslinie enthdlt, auf die Normale
zur Fliche constant ist. Eine solche Fliche ist gleichzeitig Parallel-
fliche einer einfacheren Fliche derselben Art, fiir welche die Ebenen
der planen Kriimmungslinien alle durch denselben Punkt gehn.

Sind die osculatorischen Kugelflichen der sphérischen Kriimmungs-
linien concentrisch, so ist die entsprechende Fldche developpabel, néim-
lich die Parallelfliche einer Kegelfliche. Die planen Krimmungslinien
sind in diesem Falle Geraden.

Liegen die Mittelpunkte der osculatorischen Kugelflichen der sphi-
rischen Krilmmungslinien auf einer Geraden, so sind die Ebenen der

planen Krimmungslinien den Normalebenen einer planen Curve parallel.
L2
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Liegen endlich die Mittelpunkte der osculatorischen Kugelflichen der
sphirischen Kriimmungslinien auf einer ebenen Curve, so ist die Fla-
che die Enveloppe einer Kugelfliche von constantem Radius, deren
Mittelpunkt eine beliebige ebene Curve beschreibt. Die beiden ebenen
Curven, welche hier erwihnt sind, fallen nicht zusammen, sondern sind
wesentlich von einander verschieden.

Die Flichen der zweiten Classe sind durch die beiden folgenden Eigen-
schaften bestimmt. Die Ebenen der planen Kriimmungslinien gehn alle durch
denselben Punkt. Die Ebene einer planen Kriimmungslinie schneidet die Fli-
che unter einem Winkel, dessen Cosinus proportional ist dem Cosinus des
Winkels, welchen die bemerkte Ebene mit einer festen Ebene einschliesst.
Vom analytischen Gesichtspunkte aus sind ‘die Flichen der zweiten Classe
ungleich complicirter wie die in der ersten Classe enthaltenen. Beiden
Classen gemeinschaftlich ist die Enveloppe einer Kugelfliche von con-
stantem Radius, deren Mittelpunkt eine ebene Curve beschreibt, welcher
Fall desshalb besonders behandelt und vorangestellt ist. Von diesem
Falle abgesehn, bietet die zweite Classe zwei Fille zu untersuchen, je
nachdem die Ebenen der planen Kriimmungslinien den Normalebenen einer
planen Curve oder den Normalebenen einer beliebigen Curve doppelter
Krimmung parallel sind. Im ersten Falle besteht das zweite System von
Kriimmungslinien aus Kreisen. Die Fliche ist die Enveloppe einer Kugel-
fliiche, deren Mittelpunkt eine ebene Curve beschreibt. Fiir irgend einen
Punkt dieser Curve ist seine Distanz von einer festen Geraden dem Radius
der Kugelfliche proportional. Die Mittelpunkte der osculatorischen Kugel-
flichen der sphirischen Kriimmungslinien liegen auf einer ebenen Curve.
Sind endlich die Ebenen der planen Kriimmungslinien den Normal-
ebenen einer Curve im Raume parallel, so liegen die Mittelpunkte der
osculatorischen Kugelflichen der sphirischen Kriimmungslinien auf einer
Geraden. Die Untersuchung dieses letzten Falles, welcher wohl das
meiste Interesse darbietet, ist in sofern nicht ohne Complication, als es
sich um die Integration einer Differentialgleichung handelt, welche bei
den vorhin erwihnten Fillen eine sehr einfache Form annimmt.
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VIIL
Ueber eine Erweiterung des Begriffs von Parallelflichen.

Anwendung auf die Flichen mit einem Systeme planer
Krimmungslinien.

Die Eigenschaft zweier Parallelflichen, dass den Kriimmungslinien
der einen Fliche auch Kriimmungslinien der andern Fliche entsprechen,
kann zur Vereinfachung von Untersuchungen dienen, welche sich auf
die bemerkten Curven beziehn. FEin Beispiel hierzu bietet die auf p.
64 u. f. gegebene Darstellung. Die , Nachrichten von der K. Gesell-
schaft der Wissenschaften aus d. J. 1870“ enthalten p. 70—82 eine
Erweiterung des Begriffs von Parallelflichen, nebst einigen Andeutungen
iiber die Anwendung davon auf plane Kriimmungslinien. Eine kurze
Ausfiibrung dieser Andeutungen, nebst Herleitung einiger ohne Beweis
aufgestellten Resultate, bildet den Gegenstand der folgenden Darstellung.

Zwei Flichen S und S , mogen sich so entsprechen, dass die Nor-
malen zu denselben in zwei correspondirenden Punkten P und P, ein-
ander parallel sind. Unter Beibehaltung der in II gegebenen Bezeich-
nungen, folgt, dass in den Punkten P und P, die Winkel a, b, ¢ die-
selben Werthe haben, dasselbe ist also auch der Fall mit dem Ausdruck:

dcosadcosa+dcosbdcosb+dcoscdcosc
du  dv du dv du dv

Sind nun u und v fiir die Fliche S die Argumente der Kriim-
mungslinien, so verschwindet der obige Ausdruck. Fijhrt man denselben
Ausdruck fiir die Fliche S, aus, so erhilt man folgendes Theorem,
dessen Beweis mit Hiilfe allgemeiner Formeln sich ohne Schwierigkeit
ergiebt *),

Theorem.
Zwei Flichen S und 8, miogen sich so entsprechen, dass die Nor-

*) Man vergleiche z. B. die auf p. 235 gegebenen Formeln in den »Nachrichten
d K G. d. W. a d J 1867«
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malen in zwei correspondirenden Punkten einander parallel sind. Soll
den Kriimmungslinien der Fliche S auf der Fliche S, ein System ortho-
gonaler Curven entsprechen, so konnen drei Fille stattfinden. FErstens:
den Kréimmungslinien von S entsprechen auf S, wieder Kriimmungs-
linien. Zweitens: die Fliche S, ist eine Minimalfliche, d.h. in jedem ihrer
Punkte verschwindet die Summe der Hauptkriimmungshalbmesser. Drit-
tens: Die Fliche §, ist eine Kugelfliche oder eine Ebene.

- Es soll nur der erste der bemerkten Fille hier in Betracht kommen,
derselbe umfasst auch den Fall, dass S, eine Kugelfliche oder eine
Ebéne ist. Es seien @, y,z die Coordinaten von P; @, y,,2, die Coor-
dinaten von P,. Die Projection der Distanz PP, aufeine der parallelen
Normalen in den Punkten P und P, werde durch # bezeichnet. Es
finden dann folgende Gleichungen statt:

r dt , rdt ”

X, = w—l—-tcosa——v—f}@cosa —\/—é%cosa ,
1) 1Y, =y +tcosd ——&%cosb’—\%%cosb”,
r dt , " dt "
2, = &-+4+tcos¢c — —=—-—CO8C ———= - CO8C,
! + VEdu VG dv

~ wo t durch die folgende partielle lineare Differentialgleichung zweiter
Ordnung bestimmt ist:
| VE ve

d*t dt r , o dt r .1
2) Tude = duyE dv T doVE du
Es sind nun % und v fir beide Flichen die Argumente der Krim-
mungslinien, so dass die in II aufgestellten Formeln wieder zur Anwen-
dung kommen.
.~ Wegen der parallelen Normalen haben in den Punkten P und P,

die Quantititen

peddnrrinan oo Bt vl ‘ @ v:q
. rl ’ T”‘
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dieselben Werthe, also auch alle andern Ausdriicke, welche von diesen
Quantititen abhéngig sind. Legt man die Glelchungen 10), 23), 25) und
28) von II zu Grunde, so ist:

dr"II2 ' \/_—q
¢ _r _dv g L dVG_rr g
r, \/G[l +(7'"H2)2]‘§' \/EG du \/EG du
Da also ‘;—2 nur von \%ﬂ, \/T? und den Differentialquotienten dieser
2
Quantititen abhéngig ist, so erhélt man folgendes
Theorem.

Haben zwei Flichen in correspondirenden Punkten parallele Nor-
malen, entsprechen die Kriimmungslinien einander, so ist das Ver-
héltniss des Kriimmungsradius zum Torsionsradius fiir zwei entsprechende
Kriimmungslinien in den beiden correspondirenden Punkten dasselbe.

Aus dem vorstehenden Satze ergiebt sich unmittelbar, dass einem
planen Systeme von Kriimmungslinien auf der Fliche 8 auch ein planes
System auf der Fliche S, entspricht. Die besondere, mittelst der Glei-
chung IIT 10) leicht zu beweisende, Eigenschaft der Parallelfiichen, dass
einem System sphdrischer Kriimmungslinien von 8§ auf 8, wieder ein
derartiges System entspricht, findet fiir die Gleichungen 1) nicht allge-
mein statt. Im Folgenden soll nur auf plane Kréimmungslinien Bezug
genommen werden.

Die Gleichung 2) lisst sich auf folgende Art schreiben :
r dt e
\/_Ejiu re’ r" dt
dv . \/ﬁ dudo
Ist das System von Kriimmungslinien, fiir welches v allein variirt,

plan, so findet die Gleichung III'8) statt. Die Gleichung 3) geht dann
iber in: d

r dt

\/Edu dt
dy= d +Cotaa-— = 0. PN
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. Bedeutet 2, eine behebxge Functlon von u, so giebt die vorste-
hende Glexchung integrirt:

d
5 Vr_'JZ’dt_'_tCOt —|—____0

wo zur Vezemfachung der folgenden Rechnung die Constante in Bezie-

hung auf v durch —X bezeichnet ist.
sino
'Die Gleichung 4) multiplicire man mit Yrﬁ und setze nach IV 5)

VE _ sindds.
A du o du’
Die Gleichung zur Bestimmung von ¢ wird dann:

=2, ingds _do)
sine \ ¢ du duf

o dt do , cotosinfds)
5) Zﬁ+t(—°°t"%+‘_§"’%)"

. Man nehme w statt  zur unabhingigen Variabeln, wo ds = rdw.
Die Gleichung 5) wird hierdurch:

! do | rcotesinf) ro. do\ 2,

O Gt ettt = —(p - Gk

Die Gleichungen 14), 17) und 21) von IV geben:

rcotosin 0 log [1 — cos (§—¢)]e?
g dw

Die Gleichung 6) lisst sich hierdurch auf folgende Art darstellen:

' : dt _ logsing.[1—cos(§—g)]e?  (r . do\ 2
N dw ¢ dw - (Zs dw/ sinc’
' Man setze zur Abkiirzung:

2. [ -
FARE ST

"""“smﬂ’r l.\do.SZe
8 f[l-—-cos(a——q))e 1—cos (§— yz)dw] sin? de—-_—J‘.

Bezeichnet W, eine "beheblge Function von v oder V, so giebt
~ die Gleichung 7) integrirt, mit Riicksicht auf 8):
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9) t = sino[1 —cos (@ —o)] e (W, —J,).
Nach IV 6) ist

_1:'_’_ __ 1
\/G sino‘ﬁ)
dv
also:
a ar
10) rodt dv __dav
VGadv dg— . _dgf’
smazl-5 smaz_v-_

wenn V statt v zur unabhéingigen Variabeln genommen wird. Man setze
rechts fiir ¢ seinen Werth aus 9) ein, ferner aus IV 20):

aé
%7 —o)lel.
v [1—cos (0 —g)]e
Hierdurch erhilt man aus der Gleichung 10):
r dt w,—J,

11) = sin(§—g¢) (W, —J ) —d

VG do

Man fihre aus 3), 4) und 11) die Werthe von:

av

, rdt

" VEdu' \JGdv
in die Gleichungen 1) ein. Unter Zuziehung der Gleichungen 10), 11),
12) und 40) von IV geben die Gleichungen 1) das folgende System:
'w,cosu—l—ylcosﬁ-}—z‘cosy =2-92,
#,cosd +y, cosu—+2z, cosy = (2—R )cotosinf

(W, — 7, + W) (sinf—sing) 2 a7 s “"’;Z“I‘; W) cos0,

x, cosl4y, cosm—+ 2z, cosn = — (2 — .2 )coto cosd

+(W,—J,+W+J) (0089—008¢)e“+d(W' —-J:l; .

Mathem. Classe. XXII1I, 3 M

12) S

sin 8.
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Das Integral J, -in 9) ergiebt sich aus dem Integral J in IV 37)
durch Vertauschung von £ mit 2,. Die Gleichungen 12) unterscheiden
sich von den Gleichungen IV 40) nur dadurch, dass f2—.2, an Stelle
von £ und W 4 W, an Stelle von W getreten ist, was nach dem Vor-
hergehenden stattfinden muss. Die willkiihrlichen Functionen, welche
die Integration der Gleichung 2) involvirt, verbinden sich durch Addi-
_tion mit den entsprechenden willkiihrlichen Functionen, welche in den
Werthen von #, y und 2z enthalten sind. Man kann nun die Fliche §, so
bestimmen, dass die Werthe von @,,y,,#, zwei willkiihrliche Functionen
weniger enthalten wie die Coordinaten , y, 2. Es lassen sich so fiir
die Fliche 8, moglichst einfache Formen auffinden, welchen alle Flichen
mit einem Systeme planer Kriimmungslinien durch parallele Normalen
correspondiren. - Nimmt man in den Gleichungen 12) 22, = .2, so ist
auch J = J. Setzt man ferner W, 4+ W = A+ BV, wo 4 und B
Constanten sind, so ist die Flache S, durch die folgenden, einfachen
Gleichungen definirt:

x, cos A+y, cosu~+z, cosv =—(A -+ BV)(sind — sing)e? + Bcos §,

@, cose—-y, cosfB—+z, cosy = 0,
13) ‘
2, cosl 4y, cosm—+z, cosn = (A~ BV)(cosd—cosg) e? 4 Bsin .

' Nimmt man noch B — 0, so ist einfacher:

‘ @, cose—+y, cosf4-z cosy =0,
ié)g {w cosd-y, cosu -}z, cosy — Asingpe? =—Asinf. e,

#, cosl 4y, cosm—-z, cosn +Acos¢eq—-Acos9 el

Durch Elimination von 6 zwischen der zweiten und dritten Glei-
chung» lagsen sich die Gleichungen 14) durch die beiden folgenden er-
setzen:

Y

(' ® cosety, cosf+z, cosy =0,
: {(“'. cosd—ty, cosu—+2z, cosy— Aelsing)?

1), Lont k . \
Q l "l (@, cosl+4y, cosm 2z, cosn-{Aelcosg)? = (Ael)*
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Die Gleichungen 15) gestatten eine Umformung, welche unmittel-
bar auf einen bemerkenswerthen Satz fihrt. Setzt man:

§, = Ae?(cos Asing — cosl cosp — cot 6 cose),
16) n, = Ae?(cosusing-—cosmcos g — cot gcos ),
£, = Ae?(cosvsing —cosncos g — cotacosy),
so geben die Gleichungen 15):

17) (@, —&,)cose+(y, —n,)cos B+ (2, —L,)cosy = Aefcota.
2
sing/ *

18) (@, —&)"+ (g —n) "+, —8) = (é_ef)

Die Gleichungen 17) und 18) werden nach 16) identisch fiir 2, =0,
Y, =0, z; = 0. Dieselben représentiren einen Kreis, welcher durch
den Anfangspunkt der Coordinaten geht. Man differentiire die Glei-

chungen 16), nehme & zur unabhingigen Variabeln, wo de — ‘Zf ist.

3
Mit Hilfe der in I aufgestellten Gleichungen, sowie der Gleichungen 14),
16) und 17) von IV folgt:

(d§, dn, dg,

de — de — ds _ f‘ieq (if——sing:),
19) ) cose cosf3 cos y sin®o\de
ol
sino elcoso(do )
‘ 1 =i e —sing

Unter Berticksichtigung der vorstehenden Gleichungen lisst sich
die Gleichung 17) auf folgende Form bringen:

e
d : d dg e! _sinc
) (o —RIZ O e 8 g = — AT,

d. h. die Gleichung 17) folgt durch Differentiation der Gleichung 18)
nach &. Man hat so aus den Gleichungen 17) und 18) das nachstehende

M2
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Theorem.

Entsprechen sich zwei Flichen S und S, der Art, dass in zwei
correspondirenden Punkten die Normalen und die Tangenten zu! den
Hauptschnitten parallel sind, so existiren fiir eine gegebene Fliche S,
unzéihlig viele Flichen 8. Es lassen sich so alle Flichen S mit einem
System planer Krimmungslinien auf die Enveloppe einer Kugelfliche
zurfickftthren, wenn die Kugelfiiiche bestdndig durch einen festen Punkt
geht und ihr Mittelpunkt eine beliebige Curve doppelter Krimmung
beschreibt. .

Wenn cose = 0 ist, so ist nach IV 14) und IV 17) ¢ = 0. Die
Gleichungen 16) geben dann’:

8 ui i = 4

Die rechte Seite der Gleichung 18) reducirt sich auf 4% Es liegt
also der Punkt (£,,%,,(,) auf einer Kugelfliche mit dem Radius 4.
Hieraus erhilt man das

K Theorem:

Alle Flichen, fir welche ein System Kriimmungslinien gleichzei-
tig aus geoditischen Linien besteht, lassen sich auf die Enveloppe einer
Kugelfliche von constantem Radius zurtickfihren. Der Mittelpunkt der-
selben beschreibt eine beliebige Curve, welche auf einer zweiten Ku-
gelfliche liegt, deren Radius gleich dem Radius der mobilen Kugel-
fliiche ist. )

Den Gleichungen 16) bis 20) ldsst sich noch ein anderes System
an die Seite stellen, wenn in den Gleichungen 13) A = 0 genommen
wird. Setzt man — B statt B, substituirt fir sinf und cosd ihre
Werthe aus IV 19), so leitet man aus den Gleichungen 13) die fol-
genden ab: | f

(@ dosa+ylcosﬁ+zlcosy =0

.rlqosﬂ+y1cosy+z cosy M(V+M)c0s:p——-e"-’lsin¢
B

08 = 2. (V_|_M)2+e—-ﬂ9
| @ coslty, cosm—+z cosn _‘___2M(V+M)sm¢+e Zcosg
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Durch Elimination von V zwischen den beiden letzten Gleichun<
gen 21) folgt: '
[#, cos A4y, cosu 42, cos v — B(cos g Me? sin )] *
~+[®,cosl -+ y, cosm—z, cosn— B (singp— Melcosg)]® = (B Med)?,

Mit Hiilfe der ersten Gleichung 21) ldsst sich die vorstehende Glei-
chung auf folgende Form bringen:

BMet\®
22) (‘”1‘—“51)2‘1‘(?1‘_’71)2'1‘(21_";1)2=( sine ) '
wo:
) ,
% = (cos g+ Me?sin ¢) cos A (sing — Me? cosg)cos! — Me? cot ocose,
23) %1 = (cos ¢ -+ MeZsin¢) cos u—+ (sin ¢ — Me? cos ) cos m— Meqqowcos B,
% = (cos ¢ -+ Me?sin g) cos » +- (sin 9 — M e?cos ¢) cosn — Me? cot acos y.

P

Mit Hilfe der in I aufgestellten Gleichungen, ferner der Glei-
chungen 14), 16) und 17) von IV, erhilt man aus den Gleichungen 23):

dg, dq, dg, Mt
de de ds B ,sme ?
cose cosB cosy  coso. de’

Man findet, dass sich die erste Gleichung 19) durch eine andere
Gleichung ersetzen lésst, welche auch durch Differentiation der 'Glei-
chung 22) nach & folgt. Die Fliche S, ist wieder die Enveloppe éiner
Kugelfliche. Das System, welches A = 0 entspricht, ist weit compli-
cirter wie der zuerst behandelte Fall fir B = 0.

Die Gleichungen 16) bis 23) gelten auch fiir den Fall, dass die
Ebenen der planen Krtimmungslinien den Normalebenen einer planen
Curve parallel sind. |

Durch eine Rechnung, welche ziemlich weitliufig ist, sonst aber
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keine nennenswerthen Schwierigkeiten darbietet, lassen sich die Glei- -
chungen 67) von IV ausden dort gegebenen allgemeinen Gleichungen 40)
herleiten. Hierbei ist zu beachten, dass ¥ und W in beiden Systemen
nicht gleiche Bedeutungen haben. Man hat dabei die Gleichungen 50)*
anzuwenden und die Gleichungen 16) und 17) auf folgende Art zu mo-
dificiren. Man setze
__rcoto
P="

ferner rdw = ds = g d¢ in die Gleichungen 16) und 17) von IV. Dann
ist allgemein:

do _ o0
24) PP T+cotacosqz,
25) g =[cotesingdes, M = [¢Icotocospde.

Ist nun r = oo, so folgt aus 24):

26) ! d—(P = coto.
cosgp d&

 Setst man hieraus den Werth von coto in die beiden Gleichun-
gen 25), so geben dieselben:

oo 1
= =—Ilogcosg, ¢! = — 1=
q ftangw:lgo ogcosg, ¢ cosg e cos ¢,

217) |
M.—_.-f cosgpdg =—sing. _

». Finden die ‘Gleichungen IV 50)* statt, so gehn die Gleichungen

1 6)_1;11(1 18) unter Zuziehung von 27) in folgende tber:

( ~ coto .
§, = A (tanggcos a—cow sin &),
‘28) g B 4 . ‘cote
= t. s
STt e 7, (tang ¢ sin& - cos“pcosu;)

i ‘C‘; =—A,
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29) @, —E) (¥, —n,) 4 (e, —L,) = (——f‘;-;)

cos ¢ sin

Auf dhnliche Art treten an Stelle der Gleichungen 22) und 23)
die folgenden: :

’g‘ = B( cosq’ —tanggcotosin s),
30) ) N, = B(:(l)n —|-tangq;cotocoss)
£, =0
3) @ =8 =) e, — 1) = (B8
i 1 1 1 sin ¢

Dié Curve, welche der Mittelpunkt der mobilen Kugelfliche be-
schreibt, ist nach 28) und 30) eine ebene Curve. |

Die vorstehenden Entwicklungen, betreffend die Reduction der Fla-
chen mit einem Systeme planer Kréimmungslinien auf einfachere Fli-
chen derselben Art, geben zu mancherlei speciellen Untersuchungen
Veranlassung.  Eine weitere Ausfiihrung ‘dieser Untersuchungen kann
hier um so mehr unterbleiben , als auf der einen Seite das in der Ab-
handlung enthaltene analytische Material die betreffenden Untersuchun-
gen wesentlich erleichtert, auf der andern Seite Betrachtungen, welche
sich auf emzelne, besondere Flichen beziehn, ausserhalb der Grenzen
dieser Abhandlung fallen.
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Berichtigungen.

p. 14. In Gleichung 19) ist die linke Seite \,-:

p. 28. Erste Gleichung 19). Im Zihler von sma fehlt die Klammer in (VM)
p. 41, Zweite Gleichung 51) muss heissen cosd = — cosscos ¢—sinesingsind.

p. 47. Zweite Gleichung 74) muss heissen cos Y= simp‘cosd.

p. 7. Zweite Gleichung 45) lese man rechts — R, cos7sinsing.
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