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Continuierliche Gruppen von quadratischen
Transformationen der Ebene.

Yon

G. Bohlmann.

(Vorgelegt in der Sitzung am 25. Januar 1896 von F. Klein.)

Die Theorie derjenigen Gruppen, deren endliche Gleichungen
algebraisch in den Variabeln sind, und deren Begriindung in erster
Linje Picard zu danken ist, ist bereits bis zu einem hohen Grade
und in grofler Allgemeinheit entwickelt worden. Diese Note be-
schiiftigt sich nur mit einem sehr speciellen Falle jener Theorie,
nimlich mit dem Probleme alle endlichen continuierlichen
Gruppen von quadratischen Transformationen der
Ebene aufzustellen. Die quadratischen Transformationen
sind die einfachsten nach den projectiven. Im Gegensatz zu die-
sen bildet aber ihre Gesamtheit keine endliche continuierliche
Gruppe im Lie’ schen Sinne und daher entsteht die eben gestellte
Frage. Die Theorie der quadratischen Transformationen in Ver-
bindang mit Lie's allgemeiner Theorie der endlichen continuier-
lichen Gruppen liefert nun unmittelbar die Mittel jene Gruppen
wirklich hinzuschreiben und es empfiehlt sich vielleicht um so eher
dies wirklich zu thun, als gerade bei den quadratischen Transfor-
mationen die endlichen discontinuierlichen Gruppen bereits
sehr ausfiihrlich — zumal von S. Kantor und Autonne — be-
handelt worden sind und hiezu die — ungleich leichtere — Auf-
stellung der endlichen continuierlichen Gruppen als Ergin-
zung angesehen werden kann. Die Nummern 1. bis 3. dieser Note
enthalten eine Recapitulation derjenigen Sitze aus der Theorie
der quadratischen Transformationen, welche zur Bestimmung der
fraglichen Gruppen benutzt warden. Die geometrischen Sitze sind
durch diejenigen analytischen Formeln begleitet, welche eine voll-
stindige Durchrechnung der hier gegebenen Resultate erméglichen.
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Die Nummern 4.—6. geben die Bestimmung der verlangten
Gruppen.

I. Quadratische Transformationen iberhaupt.

Bestimmt man die Punkte einer Ebene (x) durch homogene
Coordinaten #,:z,:,, so wird eine quadratische Transformation
dieser Ebene (z) in eine neue (2') durch die Gleichungen definiert:

1 Senrx, =0, 3 b.rz, =0, (6,2 =1,2,3).
sobald weder in der Matrix:

2) | 2.2, Zb.a | x=1,23)

noch in der Matrix:

2 I Zea.z, b, | (=1,23)

alle Determinanten zweiter Ordnung identisch fiir beliebige Va-
riable z, #' verschwinden. Nehmen wir dies ein fiir alle Male an,
so existieren sowohl in der Ebene () als in der Ebene (z/) Punkte,
fiir welche nicht alle Determinanten zweiter Ordnung der Matrix
(2) bezw. (2') verschwinden und jeder solche Punkt heiBit ein
Nichtfundamentalpunkt der Ebene (2) bezw. (#'). Ihr con-
tradictorisches Gegenteil bilden die Fundamentalpunkte der
Ebene (x) bezw. (z').

Ist — wie weiter angenommen werden soll — die durch (1)
definierte Transformation wirklich eine quadratische und artet
sie nicht etwa in eine projective aus, so ist die Anzahl der
Fundamentalpunkte in beiden Ebenen eine endliche und zwar
entweder in beiden Ebenen gleich 3 oder in beiden Ebenen gleich
2. Hierdurch teilen sich die quadratischen Transformationen in
zwel distincte Klassen: solche mit 3 und solche mit 2 Fundamen-
talpunkten.

Die Transformation (1) definiert in bekannter Weise den oder
die Punkte (), welche einem gegebenen Punkte (z') ‘entsprechen’.
Ist (2) ein Nichtfundamentalpunkt, so ‘entspricht’ ihm ein und nar
ein Punkt, welcher anch durch die Gleichungen:

3) x, = X, Qip e AN bs+2, — Dlits, % AN 41,27

definiert werden kann. Die Indices in diesen Gleichungen sind
modulo 3. zu lesen. Ihre Giiltigkeit bleibt auf Nichtfundamental-
punkte (2) besehrinkt. Trotzdem darf man als die einer Curve
m* Ordoung C, der Ebene (2):
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F(z,z,z,), = 0

in der Ebene (') entsprechende Curve diejenige C,, definieren,
welche entsteht, wenn man auns (3) die Werte der # als Fuanctionen
der 2/ in F einsetzt.

Von jetzt an mégen die guadratischen Transformationen mit
3 Fundamentalpunkten und solehe mit 2 getrennt betrachtet werden.

2. Quadratische Transformationen mit 3 Fundamentalpunkten.

Die Figur zeigt Fundamentalpunkte und Fundamentalgeraden
in beiden Ebenen, welche sich in bekannter Weise entsprechen und
in jeder Ebene ein wirkliches Dreieck bilden.

X

Algebraisch wird die Transformation durch die-zwei Gleich-
ungen:

(la) G.(@)- G (x) = G,(2)- G;(z') = G,(2)- G;(Z)
in voller Allgemeinheit definiert, wihrend die Gleichungen:
(3a) G.(@) = G, (&) G (%)

nur fiir Nicht - Fundamentalpunkte (2) gelten. @, @,, G, einer-
seits, sowie @), G,, G, andrerseits sind irgend drei lineare For-
men mit nicht verschwindender Determinante.

Von einer C, sagt man, sie geht durch den Fundamentalpunkt
i gerade k, mal, wenn ihre linke Seite sich schreiben 1d8t:

F(xzxzxx)u = @ (Gs'-n y Gus) - G Fi o 9, (G, G;-Ht)

und wenn gy, nicht identisch Null ist. Enthilt die C, keine Fun-
damentalgeraden, so ist anch @, nicht identisch Null. Mit Hiilfe
der Bemerkung in No. 1 iiber das Entsprechen von Curven erhilt
man nun die der C, entsprechende C, einfach durech: Substitution
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der z an Stelle der z' mit Hiilfe der Gleichungen (3a) und gelangt
so in bekannter Weise zu dem bekannten Satze:

Einer C,, welche keine Fundamentalgeraden enthdlt und darch
den Fundamentalpunkt ¢ gerade %, mal hindurchgeht, entspricht
eine C,,, welche die Gerade G| gerade %, mal und auferdem noch
eine (!, enthilt, die ihrerseits keine Fundamentalgerade mehr ent-
hilt und durch den Fundamentalpunkt i’ gerade % mal hindurch-
geht. Dabei ist:

4 m' = 2m—k,—k,—k, k = m—k, ,—Fk,.
Wir schlagen die Bezeichnungsweise vor:
‘Die C., ist das Bild der C,’

und bemerken, daf dieselbe nur fiir Curven definiert ist, welche
keine Fundamentalgerade enthalten. Der Begriff des Bildes ist
umkehrbar; d.h.:
‘Ist die C!, das Bild der C,, so ist auch die C, das Bild der C,,
Wir heben weiter hervor: Enthilt eine C, keine Fundamen-
talgerade, aber eine C,, so enthiilt das Bild C!, der C, das Bild
C., der C..
Hieraus ist abzunehmen, daf das Bild einer reduciblen C, ohne
Fundamentalgeraden eine ebensolche C., ist. Also ist auch das
Bild einer irreduciblen Curve wieder eine irreduncible Curve.

3. Quadratische Transformationen mit 2 Fundamentaipunkten.

Hier sind die Fundamentalfiguren, welche sogleich erliutert
werden sollen, diese:

',' i El : \<
¢
.

Analytisch wird eine quadratische Transformation mit 2 Fuy-
damentalpunkten definiert durch zwei Gléichungen :

(Ib) ¢(2)-D'(@) = ¢'(#)- D(a}, D@D (@) = E@)E @),
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in welchen D(z), E(z), g (x) einerseits, sowie D'(z'), E' (z'), ¢' (z')
andrerseits drei lineare Formen der # bezw. 2’ mit nicht ver-
schwindender Determinante bedeuten. In der Ebene () bestim-
men D(z) = 0, E(x) = 0, g(x) = O drei ein wirkliches Dreieck
bildende Gerade D, E, g, von denen die beiden ersten Fundamen-
talgerade und zwar D die Doppelfundamentalgerade, E die ein-
fache Fundamentalgerade heifit. g heife Hiilfsgerade. D und F
schneiden sich im Doppelfundamentalpunkte d, E und ¢ im ein-
fachen Fundamentalpunkte ¢. Accente ergeben die analogen Defi-
nitionen fiir die Ebene (z').

Um die Verwandlungen einer C, zu bestimmen, setzen wir voraus:

Es sei eine C, gegeben mit folgenden Eigenschaften:

1. Sie enthilt weder eine Fundamental-, noch eine Hiilfsgerade.

2. Sie geht emal durch den einfachen Fundamentalpunkt e.

3. Sie geht dmal durch den doppelten Fundamentalpunkt d,
sodafl ihre linke Seite die Grestalt hat:

Flaz,2), = 9,(D, E)-g"* +---+9,(D, E),
wo weder ¢, noch ¢, identisch verschwinden.
Wir setzen nun endlich noch voraus, daf die Formen:

‘pd(D’ E)y ‘Pd-;—l(D: E) E,--- ‘pm(-Dy E)- E

wohl Ef, aber nicht mehr F,  als allen gemeinsamen Teiler be-
sitzen. Diese vierte Annahme wollen wir kurz so formulieren :

4. Das Verhalten der C, zur Geraden E im Punkte d ist
durch die Zahl & charakterisiert.

Unter diesen 4 Bedingungen gilt der Satz:

‘Der C, entspricht eine C,, , welche die Hiilfsgerade ¢’ gar
nicht, die Doppelfundamentalgerade D' genau d+emal, die ein-
fache Fundamentalgerade E’ genau ¢ mal und aufierdem noch eine
C., enthdlt. Letztere ist von der Ordnung ', enthilt keine Fun-
damentalgerade mehr, geht durch den Doppelfundamentalpunkt d'
genau d', durch den einfachen Fundamentalpunkt ¢' genaun ¢’ mal
und ihr Verhalten zur Geraden D' ist durch die Zahl ¢’ charak-

terisiert. Dabei ist:
®) m' =2m—d—e—s, d'=m—e—s € =m—d—s &=m—d—e

zu setzen’.

Wie im vorigen Paragraphen, so werde auch hier die C,, als
das Bild der C, bezeichnet. Dann gelten auch hier die analogen
Betrachtungen und im besonderen der Satz, da8 die C, und die
C,, gleichzeitig reducibel oder irreducibel sind.
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Als specieller Fall dieser allgemeinen Sdtze werde der her-
vorgehoben, daf das Bild eines von D und E verschiedenen Strah-
les, welcher durch d geht, wieder ein von D’ und E' verschiedener
Strahl ist, der durch d' geht.

4. Continuierliche Gruppen von quadratischen Transformationen
iiberhaupt.

Es seien:
(6) xz’ =f, (xz Z, xs)z

die Gleichungen einer quadratischen Transformation 7', welche
einer continuierlichen Gruppe G von quadratischen Transforma-
tionen angehiort. Es seien:
@ a' = [l (@ 2,7),
die Gleichungen einer zweiten quadratischen Transformation 7’
derselben Gruppe G. Die Transformation 7' definiert ein Ent-
sprechen der Punkte einer Ebene (") und der einer Ebene (') in
der oben ausgefiihrten Weise. Die Fundamentalpunkte dieser
Transformation 7" in (2") seien ~typisch durch (p”), die in der
Ebene (2') typisch durch (p') bezeichnet. Ebenso bewirkt die
Transformation 7 ein Entsprechen von der Ebene (') und einer
neuen (). Ihre Fundamentalpunkte in (z') seien (¢'), die in (z)
seien (9).

Fiihrt man erst die Transformation 7', dann 7 aus, so ent-
steht eine Transformation 4%* Grades 7", welche die Gestalt hat:

2! = f,(f,@), @), (@)

Damit nun 7" und 7 derselben Gruppe G angehdren ist not-
wendig und hinreichend, da8 ihr auch 7" angehort, also muf aus
den rechten Seiten ein gemeinsamer Teiler 2% Grades heraustreten:

fo’(fl(x)7 fz(x); f;(w)) = F(xl Z, x3)2~ﬂ'(x,x2xs)2.
Versteht man demnach unter #, unbestimmte Coefficienten, so mufl
vermoge (6)
St @z ) = F-Zuf (@)

werden und zwar fiir beliebige Variable 4, 2. Da weder die f/ fiir be-

liebige Variable ' noch die f;' fiir beliebige Variable # einen allen

8 Formen f] bezw. f!' gemeinsamen von den z’' bezw. z abhangen-

den Teiler besitzen kénnen, so giebt es Werte u, fiir welche sowohl
die linke Seite, gleich Null gesetzt, einen irreduciblen Kegelschnitt
der Ebene (z'), als auch auf der rechten Seite der zweite Factor,
Kgl. Ges. d. W. Nachrichten. Math.~phys. Klasse. 1896. Heft 1, 4
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gleich Null gesetzt, einen irreduciblen Kegelschnitt der Ebene
() darstellt. Solche Werte « mogen ‘allgemeine Werte' heifien
und angenommen werden, daf fiir die » ein solches allgemeines
Wertsystem gewihlt ist. Dann ist:

Zuf (@ 25) =0

ein irreducibler Kegelschnitt C] eines Netzes von oo® Kegelschnit-
ten, welches durch die Punkte (p') hindurchgeht und die Frage ist
einfach die, wie derselbe zu den Fundamentalpunkten (¢') der
Transformation 7' liegen muB, damit er wieder in einen irredu-
ciblen Kegelschnitt:

Zu:ﬂ,(xxxzx?s} =0
‘abgebildet’ wird, der seinerseits wieder einem Netze von oo® Ke-
gelschnitten C, durch die Punkte (g) angehort.

Wir denken uns jetzt 7' als eine feste Transformation der
Gruppe, sodaB auch die Punkte (p') festliegen. Hingegen wihlen
wir als Transformation T die allgemeine Transformation 7, der
Gruppe G:

z = f,(2,2,2; a,---a),

indem wir die Parameter a als unabhingige Variable betrachten.

5. Continuierliche Gruppen mit drei Fundamentalpunkten.

Es seien fiir eine feste Wahl der a, fiir welche 7, drei Fun-
damentalpunkte besitzt, die Fundamentalpunkte von 7', in (z') die
Pankte (q;), (¢3), (¢;) und die Fundamentalpunkte von 7, in (z) die
Punkte (g), (g,), (g,). Die irreducible C;:

Sufl (@z,e) = 0

gehe % mal durch den Fundamentalpunkt (4/). Das Bild der C.,
welches 7, in der Ebene () hervorruft, ist nach dem Vorigen eine
irreducible C, vom Grade:

m o= d—F—k k.
Soll also m = 2 gein, so folgt:
E+k+k =2

Also ist, da %/ <<2 sein muB, die einzige Moglichkeit die, daB zwei
der Zahlen %' gleich 1 sind, wihrend die dritte verschwindet. Wir
kionnen etwa annehmen:

B,=0, k=1, ¥ = 1. .
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Jeder irreducible Kegelschnitt O} des Netzes geht also 1 mal
durch (g;), 1 mal durch (g;) nicht durch (¢!) und sein Bild bei An-
wendung der Transformation T, ist in (2) ein irreducibler Kegel-
schnitt C,, welcher 1 mal durch ¢,, 1mal durch g,, nicht durch
(9.) geht. Nun geht aber jeder der oo® Kegelschnitte des Netzes:

Zuf! (@wz) =0

auch durch die Punkte (p), deren Anzahl mindestens 2 ist. Also
fallen zwei der Punkte (') (und nicht mehr) mit (g]) und (¢}) zu-
sammen; zwei der Punkte (4') haben also eine feste, d.h. von
den Parametern a der Transformation 7, unabhingige Lage; (¢))
falle in den festen Punkt (8), (¢i) in den festen Punkt (c) hinein.
Die Fundamentalpunkte (g,), (g,) der inversen Transformation
T, = I fallen ebenfalls nach (4) und (¢). Bringen wir mithin
die Ebene () mit der Ebene (2') zur Deckung, so da8 Punkte
mit gleicken Couordinaten zusammenfallen, so wird die Schar aller
oo® Kegelschnitte, welche durch die zwei festen Punkte (3), (¢)
gehen, in sich iibergefiihrt.

Legen wir die zwei Punkte (), (¢) in die Kreispunkte der
Ebene, so entsteht eine Gruppe von Transformationen, welche die
Schar aller oo® Kreise der Ebene in sich iiberfithren: d.i. die
Gruppe der Kreisverwandschaft oder eine ihrer Untergruppen.
Die endlichen Gleichungen der Gruppe erhalten ihre einfachste
Gestalt durch Uebergang zu Cartesischen Coordinaten und Ein-
fithrung von Minimalcoordinaten (z,y). Dann wird:

+8 0y + B
. oo GEtB_ wyth,
®) ra+o, Y 7,9 +0,

bei willkiirlichen Parametern (&, 8, y, 6) die wohlbekannte 6 glie-
drige Gruppe der Kreisverwandschaften. Unsere gesuchten Grup-
pen G sind also, soweit ihre allgemeine Transformation 3 Funda-
mentalpunkte besitzt, vermdge einer projectiven Variabelninde-
rung mit dieser 6 gliedrigen Gruppe oder einer ihrer wohlbekannten
Untergruppen &hnlich.

6. Continuierliche Gruppen mit 2 Fundamentalpunkten.

Es sei jetzt die allgemeine Transformation T, der Gruppe G
nur mit 2 Fundamentalpunkten behaftet; d' ihr Doppelfundamen-
talpunkt, ¢' ihr einfacher Fundamentalpunkt in (2') und es gelte

4%
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die analoge Bezeichnung in (z). Ist eine irreducible C; in der in
No. 3 genannten Weise durch die Zahlen &', ¢/, ¢ charakterisiert,
so ist ihr Bild eine irreducible C,, wo

m=4—d—e—¢
ist. Soll also m == 2 sein, so folgt:
d4+edded =2

und wieder kann keine der Zahlen d', ¢/, & gréfer als 1 sein. Da
nach No. 3 auch @' nicht Null sein kann, so ist es gleich 1 und
es bleiben die zwei Fille:

a,)d’-.-_.—l,e'=1,e'=0; bd =1¢=0¢ = 1.

Der Fall a) ist ganz so zu behandeln, wie der in No. 5. Man
erkennt wie dort, daB d' und ¢ eine feste, von der Wahl der Pa-
rameter a unabhingige Lage haben und schlieft hieraus, daf die
vorliegende Gruppe eine Untergruppe der allgemeinen Gruppe in
No. 5 ist. In der That lehrt die Rechnung, daf in den Gleichungen
(8) einfach y, = O und also z' eine ganze, lineare Function von
z wird.

Etwas Neues liefert dagegen der Fall b). Man bemerke zu-
ndchst, daf ein irreducibler Kegelschnitt C,, der durch d' geht

~und E' berithrt, aber nicht durch ¢’ geht, wieder zum Bilde hat
einen irreduciblen Kegelschnitt C,, der durch d geht und E be-
riihrt, aber nicht durch ¢ geht und schliefie hieraus wieder wie in
No. 5, daB sowohl der Doppelfundamentalpunkt d’ als die einfache
Fundamentalgerade E' eine von den Werten a der Parameter der
Transformation 7, unabhingige Lage haben und ferner, daf d' mit
d, und E' mit F zusammenfillt, wenn beide Ebenen (2') und (z)
in der alten Weise zur Deckung gebracht werden. Es sei

die Gleichung der Geraden E, ferner der Schnittpunkt von:
m@E) =0, I(z) =0

der Doppelfundamentalpunkt d. Endlich n(z) eine dritte lineare
Form der z, welche mit den beiden anderen ein System von For-
men bildet, dessen Determinante nicht verschwindet und deren Coef-
ficienten von den Parametern o unabhingig sind. -Dann sehliefit
man aus dem eben (resagten und den Gleichungen (1b) einer.qua-
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dratischen Transformation mit 2 Fundamentalpunkten, daf die
Gleichungen unserer Gruppe die Gestalt haben:

1@) = {nl@)+pm@l
(9) m(x’) = {74l(x)+7’sm(z)} {yz'l(x)""?xm(x)%
(@) = a,l@n (@) + 6,1 (@) + B,1 () m(2) + ., m (2),

wo die griechischen Buchstaben Functionen der Parameter « sind.
Schon wenn diese willkiirliche Variable sind, stellen die Gleichun-
gen (9) eine continuierliche Gruppe dar. Also ist jede der jetzt
gesuchten Gruppen eine Untergruppe von dieser.

Die Gleichungen erhalten ihre einfachste Gestalt, wenn ver-
moge :
— m(xxxexs) — n(xxxsxa)

{10 oz’ ¥~ Teoe)

rechtwinklige Coordinaten eingefiihrt werden.
Wir fassen alles in dem Resultate zusammen:

Es giebt 2 Arten continuierlicher Gruppen von
quadratischen Transformationen-Ebene. Die end-
lichen Gleichungen der einen sind:

@z+p  , _ ay+h,

8 x’ _ ——— o=
® ne+o, Y 7,9 +0,

Sie konnen als die 6gliedrige Gruppe aller Kreis-
verwandschaftengedeutet werden und lassen 2 Scha-
ren von oo Curven — die beiden Scharen von Mini-
malgeraden —invariant. Die endlichen Gleichungen
der anderen Art sind:

2 = V%49, A “o'y+(ﬁo+ls1x+52x2) .
72+, (2 +7.)°

(1)

Sie stellen eine 7gliedrige Gruppe dar, welche eine
Schar von oo' Curven — die Schar aller Parallelen
zur y Achse — invariant 148t. Die Untergruppen
jeder von diesen Gruppen lassen sich nach Lie’s Theo-
rien sofort hinschreiben. Jede endliche continuier-
liche Gruppe von quadratischen Transformationen
der Ebene ist vermige einer projectiven Coordi-
natentransformation mit einer dieser 2 Gruppen oder
einer ihrer Untergruppen dhnlich
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~ Hierzu mdge noch bemerkt werden, daf die infinitesimalen
Transformationen der ersten Gruppe diese sind :

P, ¥p, 'p, 4, ¥4, ¥'q

Hingegen sind die der zweiten:

q, 2q, 2%q, yq; p, 2p; Tp+2zyq

Beide Gruppen sind auch Typen in Lie’s allgemeiner Tafel aller
endlichen continuierlichen Gruppen der Ebene.

Gottingen, Januar 1896.




