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Ueber Interpolation.

Von

Leopold Fejér in Budapest.

Vorgelegt in der Sitzung am 15. Januar 1916 durch Herrn Larndau.

§ 1. Die Lagrangesche Parabel und die Treppenparabel.

1. Es seien z,z,, ...z, voneinander verschiedene reelle Ab-
szissen, und ¥,,4,, ...y, reelle Ordinaten. Durch die » Punkte
mit den rechtwinkligen Koordinaten (z,, ), (#,,4,), . - . (z,,9,) geht
eine bestimmte Parabel (n—1)-ter Ordnung, die s. g. Lagrange-
sche Parabel, die zu diesen Punkten gehort. Die ganze rationale
Funktion (»— 1)-ten Grades von z, welche diese Parabel darstellt,
wird durch die Lagrangesche Formel

a L= 3 42

k=" 0 (@) (@ — )
gegeben. Hier bedeutet
2) o) = C—2z)@—2).... x—2),
und C eine willkiirliche, von Null verschiedene Konstante.

Durch die Punkte (x,,9,), (ZyY,), - .. (%, Y,) geht eine bestimmte
Parabel (2n—1)-ter -Ordnung, deren zu diesen Punkien gehorigen
Tangenten zur Abszissenaxe parallel laufen. Diese Parabel nenne
ich die Treppenparabel, die durch die Punkte mit den Koordinaten

{(,9), @y Ys), -+ (%,, 9, geht. Sie wird durch die ganze rationale
Funktion (2n —1)-ten Grades von z

o o= 3 pl- S e gt

dargestellt!), wo wieder @ (z) = const. (z—=z,)(z—2z,)...(z—2,).

1) Diejenige ganze rationale Funktion (2n— I)-ten Grades, welche an den
Stellen @, %, ... &, die Werte ¥, ¥s, ... ¥, und deren Ableitung an diesen Stellen
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[Die Formel (3) stellt also diejenige ganze rationale Funktion
(2rn—1)-ten Grades von z dar, die an den Stellen z,z,, ... 2, der
Reihe nach, die Werte y,,4,, ..., annimmt, und deren Ableitung
an diesen Stellen verschwindet, d. h. die an den Stellen z,,z,...x,
die Werte 4,,9,, ...y, doppelt annimmt].

In dieser Arbeit werde ich mich hauptséchlich mit den Treppen-
parabeln beschiftigen. Die Verteilung der Abszissen z,,,...z,
werde ich hier nicht beliebig, sondern verschiedenartig spezialisiert
wihlen.

Die Theorie der Interpolation wurde in neuerer Zeit durch
die bedeutenden Arbeiten von Runge, Borel, de la Vallée-
Poussin und Faber sehr wesentlich gefordert?).

Vorliegende Arbeit liefert einen weiteren Beitrag zu dieser
Theorie.

Zum Verstdndnis dieser Arbeit reichen die elementarsten Vor-
kenntnisse der Analysis aus.

2. Nach (1) ist

® L@) = 3 0L,
wo
) L) = © (@) k= 1,2 ...%).

o' (&) (@ —z,) ’

Die Polynome I, (z), I, (%), ... ., (r), die amsschlieBlich von den
gewidhlten Abszissen z,, z,, ... z, abhingen, nenne ich die ,Grund-

polynome® der Interpolation (1). Da fir y, = y,... = y, =1 das
Polynom L (z) identisech gleich 1 ist, also ist
(4) ll(x)+ls(x)+'+zn(a’) =1,

die Werte y{,y},... y; annimmt wird durch die Formel

k=1 o' (zx) o' (@) (£ — ) o’ () (T — )
0@ = Cle—az)... ®—az,),

dargestellt. S. Ch. Hermite: Sur la formule d’interpolation de Liagrange,
Journal fur die reine und angewandte Mathematik; Bd. 84, 1878, — In vorke-
gender Arbeit setze ich stets y] = y}... = g} = 0, und gedenke spiter andere
spezielle Falle zu behandeln.

1) Uber die Literatur im Allg. 8. Encyclopédie des sciences mathématiques
etc. Tome I, volume 4, fascicule 1: D, Selivanow, J. Bauschinger, H. An-
doyer: Calcul des différences et interpolation, 1906, und den soeben erschie-
nenen Artikel in der Encyclopidie der mathematischen Wissenschaften, Bd. II3,
Heft 2, von C. Runge und Fr. A, Willers: Numerische und grapbische Qua-
dratur ete., 1915. .

5*
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d. b. die Summe der Grundpolynome der Interpolation (1) ist identisch
gleich 1.

. .Nach (3) ist
® H@) = 3 nh)
k=1
wOo
, (1% @) . @@ Y
(3) hk(x)"‘(l ;(x)(‘z ))(m’(xk)(x—zk)>’

k=12 ...n).

Die Polynome £k, (), ky (), ... h,(z), die ausschlieBlich durch
4, &, - &, bestimmt sind, nenne ich die Grundpolynome der Inter-
polation (3). Da fir y, =y,...=y, = 1 das Polynom H (z)
identisch gleich 1 wird, also ist

®) by @)+ hy(2) + -+ + b, (2) = 1,

d. b. die Summe der Grundpolynome der Interpolation (3) ist identisch
gleich 1.

§ 2. Die Treppenparabeln fiir vier spezielle Abszissenver-
teilungen.

3. Erster spezieller Fall. Es seilen 2,2, ...2, die
Nullstellen des n-ten Legendreschen Polynoms P,(x). Diesen
Fall werde ich auch den GauBschen Fall nennen. Das Intervall,
in welchem ich die Treppenparabel beobachte, ist das Intervall
—-1=v=+1.

Jetzt ist o (#) = P, (x). Also, bekanntlich,

(6) l-2o"—220'+n(n+1)o = 0.

Bezeichnet nun z, eine Wurzel von w(z) = P,(z) = 0, so
ist, auf Grund der Differentialgleichung (6),

(I —2) 0" (@) —2n,0' (z) = 0,

also
o” (z) — 2‘”)&
o' (z;) -3’
und
I (xk) 1-2z2,+42 .
L ey @ = o

Jm GauBschen Falle ist also, mit Riicksicht auf (3'),
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@ @) = LA (e ),
&k =12...9).
Nun ist aber, fir |z| =1,
1-220,+ 5 = 12|z + |z = (1—|z) >0,
also ist
8) h@) =0, -1=r=+1, ¢ =12 ...
Ich habe also erhalten

Theorem I. Sind z,, z,, ... z, die Nullstellen des n-ten Legen-
dreschen Polynoms P,(z), so lautet die Formel der durch die Punkte
(=595 #,5 9) -+ - (@, ¥,) gehenden Treppenparabel

© He) = 3 nh),
wo

(10) by (@) =

1—-2zz, + ( P, () )’
1-2i \B@e-2))
E=12...m
Die Grundpolynome h,(x), hy(x), ... h,(x) sind im Intervalle
— 1= 2 = +1 alle nichtnegativ, d. h.

(11) h@)=0, —-1=2=+1, kt=12,...n,

und da doch *

12 hy(@) +hy(2) +- -+ h(2) = 1,

also ist?)

(13) ==l —1=2=+1, F=12...n

4. Zweiter spezieller Fall. Es seien z,, z,, ...z, die
Nullstellen des #-ten Tschebysche ffschen Polynoms 7, (x) =
cosn (arccos z), d. h.

1) Interessant ist auch die Radausche Verteilung der Abszissen z,,z,,
wiiZpa,z [S.R.Radau: Etude sur les formules d’approximation qui servent
3 calculer la valeur numérique d’une intégrale définie. Journal de Mathématiques
pures et appliquées, 3iime série, Tome 6., 1880. S. pag. 303]. Bei Radau ist
2 = 1, z, = —1, und =z,, z;,... Z,.; sind die Warzeln der Gleichung P}_, (x)
= 0, wo P, (z) das (n —1)te Legendresche Polynom bedeutet. In diesem
Falle ist also w(x) = const. (1 —a?) P}, (z). Die Grundpolyneme der Treppen-
parabeln sind auch fir die Radawusche Abszissenverteilung vm Intervalle

—1=2=+1

alle nichinegativ.
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(14) %, = cos(2k——1)—§—%, E=1,2...0

Jetzt ist o (z) = T,(x), (gleich cos#6, genommen als Polynom
#-ten Grades von z = cos6), and also
(15) (1-2Yo"—2z0" +n’0 = 0.
Setze ich hier # = ,, so erhalte ich

P ({L‘k) — z, .
Also ist
(xz-) — X7
1—- - —z .
( ) ( k) xk ?

und, mit Riicksicht auf (3'),

1—zz, < T, (x) )2.
1—a; \ T, (@)(x—2)

l—z2,=1—|z,| =0,

by () ==
Da, fiir |2] =1,

also ist auch jetzt
. @ =0, -1=z=+1, k=12...n
Ubrigens ist
( (xk))2 xz ’
so dafl also :
h(e) = %}a—x (52

Ich habe also erhalten das

Theorem W. Sind z,, z,, ...z, diec Nullstellen des n-ten Tsche-
byscheffschen Polynoms T,,(x) = cosn(arccosz), d. h.

xk=cos(2k-1)§%, B=1,2,...n

so lautet die Formel der durch die Punkte (2., y.), (@4, Yo)y++« (Zn, ¥,)
gehenden Treppenparabel .

17 Hz) = E Yily (),
wo
@18) h(@) = (L= xxg(f C‘z) (k=1,2,...n).

Es ist weiter
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»
(19) X @) =1,
r=1

und
(20) 0=ne=1, -1=c=+1, k=12 ...0

5. Dritter spezieller Fall (Newtonscher Fall). Die
Punkte z,, z,, ... 2, selen dquidistant, und es sei namentlich

2

(21) —14+k—- g kF=1,2,...n).

Wenn iiberhaupt
o = Cx—2)(z—2,)...(z—=z,),
und die Werte z,, z,, ... 2, voneinander verschieden sind, so ist

o) m”(x,,)__g{ 1 1 1 1 1 }

o + et
L~ T L= Xy G Xy, &y — %y,

Es sei non k<"1 Damn ist, mit Riicksicht auf (21)

2
und (22),

m”(x,‘) 1 1
= R

Also hat der lineare Faktor im Grundpolynome 7, (z)

o” ()
@' (xk) (x - xk)

an der Stelle x = —1 den Wert

1 1 —2k
1+<”+1>( Tt e T

1 1 1

und an der Stelle z = 1 den Wert

142(m+1— k)( +Li1+ e 1k)>0.

Der Linearfaktor in %,(z) ist alse fiir 2 = —1 negativ, fiir
# = +1 positiv. Das Grundpolynom %, (z) wechselt also einmal
sein Vorzeichen im Intervalle —1=2=+1.

Dasselbe ist giiltig wenn £ > ;1
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Im Falle der Newtonschen Abszissen (21) wechseln also alle
Grundpolynome in den Formeln der Treppenpolynome einmal ihr Vor-
zeichen im Intervalle —1 =z = +1. Eine Ausnahme bilden nur
diejenigen Grundpolynome, welche, bei ungeradem », dem Werte

= ”-2!-1 entsprechen, d. h. diejenigen Grundpolynome, welche,

bei ungeradem %, der Interpolationsstelle z, , = O entsprechen.

2
Fiir diese ist der Linearfaktor (weil @”(0) = O bei ungeradem #)
identisch gleich 1, und daher sind diese Grundpolynome nicht-

negativ.
6. Vierter spezieller Fall. Es sei

x, = cosk EF=1,2,,..n

T
n41"
Damn ist (s) gleich ¢ 2200
Grades von z = cosf. (Es ist dann iibrigens o (z) = const.
Toi(#). Da

l-2)e"-3za'+[(n+1)—1]e = 0,

, genommen als Polynom #»-ten

also ist

h(@) = 1—3%.’0,,-}-2:0;‘;( @ () )f

1—x; o' () (x — x)
EF=12...n

Man sieht leicht, daB auch in diesem Falle ein Teil der Grund-
polynome im Imtervalle —1 =2 = +1 sein Vorzeichen wechselt?).

1) Es sei hier auf das folgende allgemeine Problem hingewiesen:
Wie mitssen die Abszissen z,, 25, ..., imIntervalle —1 << 2z << 41 ver-
teilt sein, daf die Grundpolynome der Treppenparabel

o = (=) ). 0= 1nem

im Intervalle —1 =< a2 << -1 nichtnegativ ausfallen? D.h. wie miissen die
Zahlen —1 <@ <<% << ... =< @, << 1 gewahlt werden, daB, wenn o (z) ==
z—2z)(@—23) ... (2 — ),

”

1-—‘:7%%(:;-%);0, E=12,...%,
fir —1 <2< -41? — Man ersicht aug dieser Arbeit, da8 gerade in den
Fallen, wo die Grundpolyrome nichinegativ ausfallen, die Treppenparabeln merk-
wirdige Eigenschaften besitzen, die man #uBerst einfach herleiten kann. Natiir-
lich glaube ich aber micht, da8 fir das Bestchen gewisser Konvergenzeigenschaften
das Nichinegativsein der Grandpolynome nofwendig wire,
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§ 3. Eigenschaften der Treppenparabeln bei Gaussscher
und Tschebyscheffscher Abszissenverteilung.

7. Wir haben gesehen, daB im GauBschen und Tscheby-
scheffschen Falle die Grundpolynome der Treppenparabeln im
Intervalle —1 = # = + 1 nichtnegativ sind. Daraus folgt:

Theorem ill. Bezeichnen z,, x,, ...z, die Nullstellen des n-fen
Legendreschen Polynoms, und ist H(x) das Polynom der durch
die Punkte (x,, 9,)), (%;, ¥,), - .- (%,, Ya) gehenden Treppenparabel, so ist

(24) y=SH@x=Y,
fiir
—-1=z=+1
Hier bedeutet y diejenige unter den Ordinaten vy, v,,...Y,, die
nicht grifier ist als die wbrigen, wnd Y diejenige, die nicht kleiner
ist als die Wbrigen.
Dasselbe ist auch im Tschebyscheffschen Falle giiltigt).

1) Die Ordinaten H(x) der Treppenparabel liegen also fur —1 <<z=<C4-1
zwischen der kleinsten und groSten der gegebenen Ordinaten %, %,,...¥,,
welchen Wert amch die Anzahl » der Interpolationsstellen habe. Fir die Lia-
grangesche Parabel trifft dies im allgemeinen nicht zu. Ich zeige dies im Falle
Tschebyscheffscher Abszissen einfach so:

Es sei also

z=cosf, T,(x) =cosnb, a; = cos(2k—1)-2f;,
*k=12...n).

Das Lagrangesche Polynom fir die Abszissen z,, z,, ...z, und die Ordinaten

Y1, Y2 - - - Yo lamtet
» T ()
L) = . tal®)
O = Y T ey e—o
Es sei n gerade.” Dannist 2; % 0, (k = 1,2,...n). Also ist fir z = 0, d.h.
" 7 . n sinn §
fir 6 = 5 da immer T} (z) = ——sﬁ——,
x
cosm -
LO) = 3 % =

k=1 s T
nsm(2k-—-1)—2— (-—cos(zk—-l) ”)
’ 2n,

sin{2k——1)-§%

©

=D $y —pger—D 2

n o r=a 2n’

wnd fir n = 49, (v = 1,2,3,...00), einfach
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Beweis. Es ist
n
HE) = 3 5@,

Da aber h,(2) =0, fir —1 = 2= +1, also ist

n n
¥ S h@SHOSY 3 h), ~1=s=+1
= =1

N
Nun ist aber, (laut GL (5)),k2 Iy(x) = 1, also
=1

y=SHxo=Y, —-1=2=41, w.zbw
Ich bemerke noch, daf der Beitrag, den ein Glied y, hy(x) zu
H(z) = 2 Y,y (z) liefert, das Vorzeichen von g, hat, und daf

die GroBe dleses Beitrages absolut genommen kleiner als |y;] ist,
im ganzen Intervalle —1=2=+1. Dies folgt aus 0= I(z) =1,
fir —1=2=4+1,Lk=12...n

Theorem IV. Gehort die Treppenparabel H(x) zu den Ordinaten
Yis Yoy o+« Yo und die Treppenparabel H(x) zu den Ordinaten y,+0,,
Yok 0, ... Yo+ 0y, SO USE

(25) |H@)~H@z)| =0 ~l1=2=+1,

Lo =+

[E

(=1 tg 2k — 1) -,
S @ -1

‘Wahle ich also
Y = (—1F, fir k=1,2,... 2,

und
Y= —(—Df far k= F+1, 5 +2...m,
so ist
n
2 2 F 4 2 32_"'2::7
Lo =5 3 te@k— D >;f tgrds —
0
k1 £ 2 1 2 2n
= ——(-logcos[-g-—-—é;}) = —;log — >7‘—l g
sin ——
2n
Also trotzdem, daf [y;| = |g,] = --- = |y, | = 1, ist die Ordinate L(0) der

9,
Lagrangeschen Parabel > -z-log l} Diese Zahl ist aber beliebig gro8,
wenn # gehOrig grof gewahlt ist.
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wenn
1o, 16,1, ... |0, = 0.

Die Abszissen x,, ., . .., sollen nach Gaufy oder nach Tsche-
byscheff gewihlt werden (oder iiberhaupt so, daf die Grundpolynome
in (8) fiir das betrachtete Intervall alle wichinegativ ausfallen).

Beweis. Da

HE) = 3 nh@), T = 3 0+ahe),
also ist
H@)-H@) = kﬁlm @,

n

und da %,(2) =0, und LE Iz =1fir -1=2=+1, also
A=1

ist, fir —1 <241,

|H @) — H@)| = 6k—§l h, () = 0, W.7.b. W.

Aus Theorem III folgt unmittelbar

Theorem V. FEs sei f(x) eine im Intervalle —1 = 2 =+1 de-
finierte reelle Funktion der reellen Variabeln z. Es sei m ihre
Weierstrafische uniere, und M ihre obere Grenze fiir dieses Inter-
vall. Es sei weiter
(26) H, (), H,(2), ... H,(z), .
die unendliche Folge der zur Funkiion [ (x) gehirigen Treppenparabeln.
(Hier bedeutet H,(x) dicjenige ganze rationale Funktion (2n—1)-ten
Grades, die an den Stellen z,, ,, ...x,, der Reihe nach, die Funk-
tionswerte f (), (x,), ... f(x,) annimmt und deren Ableitung an den
Stellen z,, z,, ... z, verschwindet.)

Dann ist
(27) m=H@x=M,
fair

—1=z=+1, == 1,23...00

Die Abszissen sind hier immer nach G aufl, oder nach Tsche-
byscheff gewihlt.

Aus Theorem IV folgt unmittelbar

Theorem VI. Ist fiir f(x) die Folge der Treppenparabeln
H,(@@), B@), ... B,@), ...,
fir f(z)+ 6 (z)
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H,(»), H,), ... H,@), ...,
so ist
| H,(»)—H,@)| =9, —1=z=+1, n=12,...00,
wenn
0@ =6, —-1=z=+1.

Als Interpolationsabszissen sind wieder die G aufischen oder
Tschebyscheffschen gewdhit.

In diesem Satze ist festgestellt, daB die Gresamtheit der Trep-
penparabeln H, (z), H,(z) ... H,(x), ... der Kurve f(x), wie ich
mich ausdriicken mochte, in stabiler Weise von f (z) abhingt, wenn
die Interpolationsabszissen nach GauB oder nach Tschebyscheff
gewihlt werden. In der Tat, wenn ich f(x) zu f (z)+ 0 () modi-
fiziere, wo die Abweichung [8(z)[ =0 ist fiir —1 =2 =+1, so
ist anch die Abweichung H, (z) — H,(z) irgendeiner Treppenparabel

H, () der modifizierten Kurve f(z)+ () von der entsprechenden
Treppenparabel H,(z) der Kurve f(z) absolut genommen = ¢ im
ganzen Intervalle —~1 =z = +1.

Die Lagrangeschen Parabeln

Lx (x)7 Lz(x)y v Ln(x)v e

sind énstabil in Bezug auf f(2). (L,(x) bedentet diejenige ganze
rationale Funktion (n— 1)-ten Grades, die an den Stellen 2, z,, ... 2,
der Reihe nach, die Funktionswerte f(z), f(#,), ... f (z,) annimmt.
Z,y %y, ... %, bedeuten GauBsche oder Tschebyscheffsche
Abszissen.) Weif man nimlich, da8 fir —1 =< 2 = +1 die Funk-
tion f (x) absolut beschrinkt ist, so folgt daraus noch nick¢, da8
die Gesamtheit der Lagrangeschen Polynome L, (z), L, (2),...
L,(x),...vonf(z) fir —1 = 2 = +1 beschriinkt ist. (8. die Fu8-
note zu Theorem IIL.) Das ist in einem allgemeinen Theoreme
des Herrn G. Faber enthalten?).

§ 4 Die Konvergenz der unendlichen Folge der Treppen-
parabeln einer Funktion bei Gaussschen Abszissen.
8. Theorem VIi. Die reclle Funktion f(x) der reellen Variabeln
z sei im Intervalle —1 = x = -+ 1 beschrinki, und sei an einer in-
nern Stelle x dieses Imtervalles stetig. Dann ist die Folge der Trep-
penparabeln :

1) 6. Faber: Uber die interpolatorische Darstellang stetiger Funktionen,
Jahresbericht der deutschen Mathematikervereinigung, Bd. 23, 1914.
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H (), H@), ... B@), ...,

gebildet fir die Gawfschen Abszissen, an der Stelle x komvergent,
und hat den Grenzwert f(z). D.h.

@9) lm H(@) = f @)
Beweis. Es ist .
(30) H () = kélfkhk(x), fi=1rf), k=1,2,...n
Nun ist aber nach (12)
kél fyl) = 1,
also
(31) B@-16) = 3 (i~f@)h.

Da f(z) an der innern Stelle des Intervalles —1 =241
stetig ist, kann man zur beliebig kleinen positiven Zahl ¢ eine
positive Zahl & ordnen, daff

(32) Ifre—fel=o9,
wenn

[E—z]| =&,
und so, da8

-l<z—s<or<zte<+1.
(%, 0, & sind nun fixiert).
Die n-gliedrige Summe (31) teile ich nun in zwei Teile:
(38) H (@) ~fl@) = Z'+ 3"
Die Summe 3}’ enthilt diejenigen Summanden der Summe (31),

(wenn solche iiberhaupt vorhanden sind), die zu solchen Stellen z,
gehoren, welche dem Intervalle £ — ¢ = £ = z + ¢ angehéren, d. h.

(34 z—s =z, =2x+e

Die Summe 3" enthilt alle #ibrigen Glieder der Summe (31),
(wenn solche iiberhanpt vorhanden sind).
Nun ist, auf Grund von (32), (11), (12)

85) IS SIZKES0 3 he) = 0.

Weiter ist
(36) IZ=2M3 (),

wemn |fE)| =M, fir —1=E=+1.
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Nun ist aber, mit Riicksicht auf (10), stets

(P, (@) 1
A —z) (P (@) @—z)
Wenn also z, auBerhalb des Intervalles x —& =& = 2+ ¢ liegt,
so ist

.

0=r@=4

(P (2)) 1
@7) 0=k S = T Ewmy

Also ist, auf Grund von (36) und (37),

v < 8M < 1
}2 fé_Q‘e (Pn(x))z 1_.,1/.2)(1);(1.,‘»:

. 1
= & (P(» __11 xk)(P’(xk»z.

Setze ich aber in die Identitdit (12) # = 1, so erhalte ich,
mit Riicksicht auf (10),

» 1

(38)

39 _
©9) L T EEF
also ist, laut (38),

(40) 11 =2 2@y

33), (35) und (40) liefern
41) | H, (@) — )] =
Nun ist aber bekanntlich lim P,(z) =0 fir —1 <2 <<+1,

n=00
Jja es existiert sogar eine numerische Konstante ¢, daf

42) | P.( = -1 1, =12...00.
42 | x);<v \/T——_— < <<+ 7 o,
Also ist
8Mce 1 1
43 H - éa C o
3) (B =) S 0+ =5~ s
Ist also »n gehorig groB, so ist

44) | H, (@) —f @] =24,
und daher

lim H, (2) = f(2), w.z. b. w.

N=0O
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Es ist bemerkenswert, wie wenig bei diesem Konvergenzbe-
weise von den Eigenschaften der Legendreschen Polynome and
jhrer Wurzeln benutzt wurde.

Auf Grund der Abschitzung (43) kann ich zu Theorem VII
hinzufiigen

Theorem VUl Ist die fiir —1 = a = 41 beschrinkte Funktion
f (@) im Intervalle a =x = b dberall stetig, (wo —1=a<b=+1),
so konvergiert die mit G auff schen Abszissen gebildete Folge von Trep-

penparabeln
H,@), @), ... 5@, ..

im Intervalle a +6 = a2 = b— ¢ gleichmiflig 2u f(x), wie klein auch
die positive Zahl & sei. Ist also speziell f(x) im ganzen Intervalle
—1 =2 =< +1 stetig, so konvergiert die Folge der Treppenparabeln
im Intervalle —14+6 =x=1—6 gleichmifig zu f(x), wie klein
auch die positive Zahl & sei.

§ 5. Die Treppenparabel an den Endstellen z = £ 1 bei
Gaussschen Abszissen. Anwendung auf die Gausssche
mechanische Quadratur.

9. Interessant ist, im Graufschen Falle, das Verhalten der
einzelnen Treppenparabel, und dann der unendlichen Folge der
Treppenparabeln an den Stellen # = 1.

Es sei H(z) das Polynom (2% — 1)-ten Grades der durch die

Punkte (2,,%,), (3 %), - - - (@), ¥) gehenden Treppenparabel.
Nach Voraussetzung verschwindet H’(z) an den Nullstellen

Zyy %y ... %, des Legendreschen Polynoms P,(z). Also ist
45) H'(z) = K(x)P,(#),

wo K(2) ein Polynom (n—2)-ten Grades bezeichnet. Aus (45)
folgt nun durch Integrution

+1 +1
(46) H (@)dz = H(+1)— H(—1) = f K() P, (@) dz = 0,
1

— —

{nach der Grundeigenschaft des Legendreschen Polynoms:

+1
p(@) P, (x)dz = 0,
1

wenn p(z) ein belicbiges Polynom (% — 1)-ten Grades bedeutet).
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Nach (46) ist also
@) H{E1) = H(-1), |
d. b, im GauBschen Falle, hat das Treppenpolynom fiir +1 und
—1 denselben Wert.

10. Die Gleichung (45) liefert aber noch
+1 +1
48) f zH' (z)de = f z K (x) P,(z)dx = 0,
—1 —1

ebenfalls in Folge der Grundeigenschaft der Legendreschen
Polynome. Aus (48) folgt, durch partielle Integration, und mit
Riicksicht auf (47)

+1 +1
f s H'(@)dr = 2H(+ 1)~f H(z)dw = 0,

also
1+l
(49) H@n=§flﬂ@w

Die miteinander gleichen Endordinaten H(+ 1) und H(—1) der
. +1
Treppenparabel haben also den Wert é— f H (z)dz.
—1

+1
Was bedeutet f H(z) dz?
—1

Es seien z,,«,,...x, die Nullstellen des n-ten Legendre-
schen Polynoms, (die man sich etwa der GroBe nach geordnet denken
kann). Es seien y,, 4,, ...y, beliebige gegebene reelle Ordinaten.
Durch die Punkte (z,, 4,), (%, %,), - - - (2,, ¥,) geht eine »-fach un-
endliche Schaar von Parabeln (2u— 1)-ten Grades, die ich die
»GauBsche Schaar von Parabeln (2n— 1)-ten Grades nennen
mochte, (weil die Abszissen z,,%,,...x, der gegebenen Punkte
#,, 4), (%35 Y2)y -« - (%45 ¥,), durch welche alle Parabeln der Schaar
hindurchgehen, eben die GauBschen Abszissen sind.)

Der berithmte G auBsche Satz besagt, da8 simtliche Parabeln
der n-fach unendlichen G auBschen Schaar fiir das Intervall (—1,

+1
+ 1) gemeinsamen Flicheninhalt ') haben, d. h. f G (z)dz hingt
—1

1) Jacobi beweist dieses GauBsche Theorem bekanntlich in folgender
Weise. Es sei y = G(x) eine belichige Parabel der GauBschen Schaar, die
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nur von Y, %, ... 4, ab, wenn G(z) ein beliebiges Polynom
(27— 1)-ten Grades bedeuntet, und y,, ¥,, . . . ¥, die Werte von G(2)
fir z,, z,, ... %, bezeichnen. Dieser fiir die Parabeln der GauB-
schen Schaar gemeinsame Wert des Flicheninhaltes heifit der
»Wert der GauBschen mechanischen Quadratur®.

Zuar GauBschen Schaar gehort nun (aufier der Lagrange-
schen) auch die, durch die Punkte (z,,¥,), (%,, %), .. (%, ¥.) ge-
hende Treppenparabel y = H(x).

+1
Also bedeutet f H(z)dz den Wert der GauBschen me-

chanischen Q,uadratu;
Ich habe also das folgende Theorem erhalten:
Theorem IX. Im Falle Gauflscher Abszissen z,, z,, ...z, sind

die Endordinaten H(+ 1) und H(—1) der durch die Punkte (z,,y,),
@y Yo)y - -« (2, y,,) gehendm Treppenparabel einander gleich, und gleich

dem Mittelwerte —- f H(x)dx des Treppenpolynoms H(z) fiir das

ganze Intervall —1 = x = +1, d. h gleich der Hilfte des Wertes
der G aufschen mechanischen Quadratur.

11. Theorem IX iiber die Treppenparabel gestattet eine inter-
essante Anwendung auf die Ableitung des expliziten Ausdruckes
fir den Wert der GauBschen mechanischen Qnadratur Nach
Theorem IX, (s. Gl (49)), ist dieser Wert

+
(50) f H(x)dz = 2H(+1).

Da aber, laut G1 (9), (10),

durch die Punkte (zy, 1), (@2, ¥o)y - .- (Ta.Yy) geht, und es sei y = L(z) die
durch diese Punkte gehende Lagrangesche Parabel. Dann ist

G(z)— L(x) = K(2) P, (=),
wo K(x) ein Polynom (n —1)-ten Grades bezeichnet. Also ist, in Folge der
Grundeigenschaft der Legendreschen Polynome,

1
(G @) — L) de = 0,

—1

1 -1
f G@x)dx = f L(z)de, w. z. b. w.
~1 -1

Egl. Ges. 4. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse, Heft 1. 1916. 6

d h
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L 1-2zxx,+a P, (z) ?
= o S
@ k‘z-‘lyk l—a Po@)(z—x) )’

also ist
(1) HH+1) = H(-1) =

n 1
2 A= (Pl @)
und Gl (50) liefert

+1 n 2
(2) [ B0® = 3 vy

Der Wert der G aufischen mechanischen Quadratur, fir die ge-
gebenen Ordinaten y,, Y,, ...Y,, ist also gleich

(53) y191+y292+"'+?/ngm
wo

(64)

2
T AR EER
Die positiven ,Gauflschen Konstanten® g¢,,9,,...9, (deren
Summe gleich 2 ist) wurden in der Form (54) durch Christoffel?)
bestimmd.
Hier wurde das Christoffelsche Resultat mit Hilfe der
Treppenparabel gewonuen 2).

(k=1,2,...n)

§ 6. Konvergenz der Folge der Treppenparabeln fir 2z =
+1 bei Gaussschen Abszissen. Der Satz von Stieltjes tiber
die Konvergenz der Gaussschen Quadratur fir lim» = oo.

12. Theorem X. Es sei f(2) fir —1 =2 =+ 1 beschrinkt
und im Riemamnnschen Sinne integrabel. Es sei

H (z), H,(2), ... H,(z), ..
die Folge der Treppenparabeln, fir Gaufische Abszissen. Dann ist

1) E. B. Christoffel: ,[ber die GauBische Quadratur und eine Verall-
gemeinerung derselben®, Journal fur die reine und angewandte Mathematik, Bd. 55,
Seite 69, (1858) und: Gesammelte Mathematische Abhandlungen, Bd.I. S.65, 1910.

2) Ich habe zur Herleitung der Christoffelschen Form der GauBschen

Konstanten die Relation f+ 'H (x)dx = 2 H (4 1) beniitzt. Man kann aber auch
-1

durch Answertung von f -HH (2)dz kurz zum Ziele gelangen, wie mir Herr
—1
Karl Jordan freundlichst mitgeteilt batte.
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) H(+1) = (- 1),
und
. 1t
56 lim H(¥1) — — dz.
(56) Jim mED =5 [ @

D. h. die Folge der Treppenparabeln ist an den Endstellen x =
+1 konvergent, und konvergiert sum Mittelwerte von f(z) fir das
ganze Intervall (—1, +1).

Beweis. Da, nach Theorem IX,

1 1
H(£1) — —Q-/ H,(z)dz,
—1
also ist die Behauptung (56) dquivalent mit der folgenden:

(57) im (7 H(o)de = f @y,

n=00J_ ] —1

+1
Nun ist aber, nach Theorem IX, f H,(z)dx der Wert der
—1

G auBschen mechanischen Quadratur fiir die Funktion f(z) beim
n-tem Schritte, also ist die Behauptung (56) mit folgendem Theo-
reme Hquivalent:

Der Wert der G awufSschen mechanischen Quadratur beim n-tem
Schritte fiir eime im Intervalle (—1, +1) beschrinkte und im Rie-
m annschen Sinne integrierbare Funktion f(x) konvergiert fiir im» = co

+1
zum Integrale der Funktion : f f (@)dz.
—1

Diesen Satz hat Stieltjes!) gefunden, und ihn mit Hilfe
einer schonen Methode bewiesen. Berufe ich mich also auf den
Satz von Stieltjes, so habe ich die Gl. (87), d. h. Theorem X,
bewiesen.

13. Ich habe mich beim Beweise des Theorems X auf den
Beweis von Stieltjes gestiitzt, den er fiir sein Theorem iiber
die Konvergenz der GauBschen Quadratur fir limn = oo mit
seiner Methode gegeben hat.

Ich mochte nan in dieser Nummer andeuten, wie man den
Stieltjesschen Satz auch mit Hilfe der Treppenparabeln recht

1) Th. J. Stieltjes: Quelques recherches sur la théorie des quadratures
dites mécaniques. Annales de I'Kcole Normale Supérieure, sér. 3, Tome 1, 1884
and QOeuvres complétes, Tome I, pag. 317, (Groningen, 1914).

6*
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intuitiv beweisen kamm. Der Stieltjessche Satz besagt, daB
die Folge

+1 +1 -+1
f H,(2)dz, f H,(x)dz, ... f A @)dz, ...
-1 1 —1

+1
2n f f@)ds konvergiert, wemn f(z) fir —1 =<2 = +1 be-
—1

schrinkt und im Riemannschen Sinne integrabel ist. Fiir solches
f(z) ist aber die Folge der Treppenparabeln

H, (z), H,(x), ... H,(x), ...

fiir —1 =2 =41 beschrinkt, und sie konvergiert zu f(z) an
jeder Stelle z, an welcher f(z) stetig ist. Daraus kann man, nach
einem Satz von Lebesgue, sofort schliefen, daf

+

lim H (xyder = f f(x)dx.
R=0C

Man kann aber hier aunch ein Raisonnement von Hurwitz?)

anwenden.
Wenn f(z) im Intervalle —1 = z = 41 iiberall stetig ist, so

+1 +1
folgt lim H,(z) = f f () dz einfach aus dem Umstande,

N=0CV__1 —1
daf H,(2) fiir limn = oo im Intervalle —1+6=x=1-0, wo
6 > 0, gleichmifig zu f(x) konvergiert, und daB die unendliche
Folge H,(x) beschrinkt ist im Infervalle —1=z=+1.

14. Den Satz von Stieltjes kann man iibrigens anch mit
Hilfe des Weierstrafschen Satzes iiber die Approximation einer
Funktion durch Polynome leicht beweisen.

Ich betrachte hier nur den speziellen Fall, wo f(z) im Inter-
vall -1 = = +1 stetig ist.

Es bezeichne ¢, [¢(x)] den Wert der G au 8 schen mechanischen
Quadratur beim n-tem Schritte fiir eine beliebige, im Intervalle
—1=2=+1 beschrinkte Funktion ¢(z). (Es ist allgemein
Qle@+v(@)] = Qlo@]+Qv()])

Nach dem Satze von Weierstrafl kann ich, wenn ¢ eine
beliebig kleine positive Zahl bedeutet,

(38) fle) = Fl@)+¢

1) A. Hurwitz: Uber die Fourierschen Konstanten integrierbarer Funk-
tionen: Math. Annalen, Bd. 57, 1903, pag. 433.
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setzen, wo F(z) ein Polynom von z bedeutet, und |e(z)| = ¢ fiir
—1=z=+1. Es ist nun

(39) Q.I[f @) = Qu[F@)]+ Qule @),
und wenn # > [—12/—] , (wo v den Grad des Polynoms F(x) bedeutet),
so ist, (nach dem GauBschen Satze),
+1 .
WF@) = [ F@as,
v—1
so daf also
+1
(60) Q@ = [ F@ds+0l@)
—1

Nun ist aber einerseits nach (60), (mit Riicksicht auaf das
Theorem in No. 11),

0@~ [

1 { n
(61) F(x)dngs S g, = 28,
N —1 k=1

andererseits, auf Grund von (38),
+1 +1
(62) I f F(#)dz— f f(@)dz
jv—1 —1
also ist, mit Riicksicht auf (61) und (62),

1
e~ [ rwam

I

if-!—le(x)dxié%,

—1

(63) = 4.,

wenn nur n gehorig grof ist. Das besagt

+1
(64) lm Q,[/(@)] = f @ w.z.b.w.

§ 7. Konvergenz der Treppenparabeln bei Tschebyscheff-
»  schen Abszissen. Eine Bemerkung.

15. Theorem XI. Die Funktion f(z) sei im Intervalle —1 §s:~
= +1 beschrinkt. Dann konvergiert die fir die Tschebyscheff-
schen Abszissen gebildete Folge der Treppenpolynome

(63) H, (), B,(2), ... H,(2), ..
der Funktion f(x) an jeder Stelle z des Intervalles —1 =z < +1,
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wo die Funltion f(x) stetig ist, sum Grenzwerte f(x), und sie kon-
vergiert gleichmifig im Intervally a+6 =2 =b—6, wenn f(z) im
Intervalle a = x = b stetig ist. (Hierist -1 =a<b=+1, 6=>0).

Ist die Funktion f(x) im ganzen Intervalle —1 == 2 << 41 stetig,
so konvergiert die Folge (65) der Treppenpolynome im ganzen Inter-
valle —1 = 2 =< +1 gleichmadfig.

Der Beweis dieses Theorems ist auf Grund des Theorems I
duBerst einfach, und ich motchte ihn also hier nicht auseinander-
setzen. Es sei aber darauf hingewiesen, daf im Falle Tscheby-
scheffscher Abszissen die Endstellen —1 und 41 des Intervalles
keine Ausnahmestellung haben, wie im Falle der GauBschen Ab-
szissen.

16. Bemerkung. Sind z,, z,, ... 2, die Gaufschen Abszissen,
und G (z) eine Parabel (2% — 1)-ten Grades der durch die Punkte
(xl, y,), (@5 ¥s)y « - (%4, ¥) gehenden GauBschen Schaar, so hat

f G (z)dz denselben Wert fiir jede Parabel G (x) dieser Schaar.

(Grauﬁ scher Satz.) Diesem Satze ist der folgende analog: be-
deuten 2,,z,,...2, die Tschebyscheffschen Abszissen, und
M () eine Parabel (2n — 1)-ten Grades der durch die Pankte (z,, ¥,),
Zyy Yo)y + -+ (@4 ¥,) gehenden ,Tschebyscheffschen Schaar‘ von
Parabeln (27— 1)-ten Grades, so hat

+1 M
(66) [_1 '—**—V—l-—:%- dx

denselben Wert fiir jede Parabel der Schaar. (Mehlerscher?)
Satz.)

Beweis. Es sei L(z) die Lagrangesche Parabel, welche
darch die Punkte (z,, v,), (%, ¥,); - - - (%4, ¥») geht. Dann ist
(67) U (z)—L(z) = N(z)T,(x),
wo T,(z) das Tschebyscheffsche Polynom, N(z) ein Polynom
(n —1)-ten Grades bezeichnet. Aus (67) folgt:

j-’fl M(z)— L(x) i 1 N(z) T,(2) iz
—1 \/1 —1 V]. z*

= fﬂN(eosﬂ)cosnede = 0,
0

1) F. G, Mehler: Bemerkungen zur Theorie der mechanischen Quadraturen,
Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 63, Seite 156, 1864, und
E. Heine, Theorie der Kugelfunctionen, (zweite Aufl.), 1878, Bd. I, 8. 22.
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(weil N(cost) die Form «,+ ,cos6+--- + «,_, cos(x— 1)6 hat), d.h.

1 M) , +1 L2
©8) f_l = [ wabw

Anhang. Uber trigonometrische Interpolation.
17. Es sei f(8) eine im Intervalle 0 = 6 = 2z beschriinkte
und im Riemannschen Sinne integrierbare Funktion. Es sei
(69) s(6) = ° -+ a,c080+b,sinb+ ---+a,cosnd+4b,sinnb

die Summe der ersten (1< 1) Glieder ihrer Fourierschen Reihe,
also

1 27
a4 = ;f @) cosktdt,
0

(70)
bk

H

1 27
?Ef f@)sinktdt, (b=0,1,2,...n)
0

Ersetzen wir in den Formeln (70) die Integrale durch Summen in
folgender Weise:

4= 21 L3 mcoske,{ = 5oy 5 feosht,
v 1( 2z 22 2 2
By = Llonii, 2, G)sinkb( = 5o B fsinkb,
(k=0,1,2...n),
wo
(72) 6, = 1/2—3—%, f, = f,), =012, ...2n).

Dann erhalten wir statt der Partialsumme (69) das trigono-
metrische Polynom

A

Es ist leicht einzusehen, daf S(6) dasjenige trigonometrische
Polynom #n-ter Ordnung ist, welches an den (2n4-1) Stellen

(74) g, 6,8, ...0,
die Werte



88 Leopold Fejér.
fos Fos For oo < [

annimmt. Denn nach Dirichlet ist

sm(Zn-t—l)—————
@) 0 = g FO—— g,

sin
2

also erhalte ich, das Integral nach den Stellen 6,, 6,, ... 6, durch
eine Summe ersetzend, fiir das trigonometrische Polynom S8(6) noch
die folgende Form:

-8
1 2z 27
5O = 37 Znr1, 2,/ sin =0 =
- n—
{ 9,—6
2n —
v=0 (2n+1)sin—~’—2~—
Aus dieser Form von S(6) ist nun ersichtlich, daf
(78) 8@®,) =f,, v=20,12...2n).

S(6) ist also in der Tat das Lagrangesche trigonometrische
Polynom %-ter Ordnung, das an den (2#+ 1) dquidistanten Stellen

2x .
8,,6,,...0,, (e, g v = 0,1, 2%), die Werte 7,,

fis .. 1o, annimmt,
18. Ich betrachte nun

G, & n+l—k . .
@) mO) = G+ 3 Ty eoskl+ bsinko),

das arithmetische Mittel der Partialsummen s,(8), s,(9), ... s,(6) der
Fouarierreihe. Die Koeffizienten seien wieder durch Summen
ersetzt, jetzt aber nach (n + 1) dquidistanten Stellen

27

(80) 6,, = ‘Dm, (W: 0, 1,2, e n).

Ich erhalte so das trigonometrische Polynom

8l) M6 = %"—-}-u,cose+ﬁ‘sin0+-~~+a,,cosn6 + B, sin n0,

wo
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by y— 1 n
v = 2((n+1-1)

S e AL
(82) (h=0,1,2....%),
2+ D—R) 2
B. = T rl véofysmk@v
2%

6,, = yﬂT’ f{ﬂ,) == fvf (7/ = 0,1,2,..-9?).

Fiir M (6) kann ich aber auch eine andere Form erhalten, in-
dem ich aus der Formel fiir das arithmetische Mittel®) der Fou-
rierreihe

2

sin(n +1) =9
4 1 o nHh
(83)  m(d) = P ICE S\ j; f) S dt

sin —;—
2

ausgehe. Dieses Integral durch eine Summe nach den Stellen 6,,
9,,...0, ersetzt liefert:

: 6,6
) 1 o n sin(n+ 1) 5
o= 2(”4'1)”‘”‘”‘1;50“6”) . 6,—6 '
sin = 5—
oder
w  [sin(n+1) 6756 :
Aus diesem Ausdrucize fiir M (6) ersieht man sofort, daf
M(ev) = fv’ (‘3’:0,1,2,...%).

Das trigonometrische Polynom n-ter Ordnung M (6) nimmt also an
den (n -+ 1) dquidistanten Stellen

2x 2n 2x
— — — 2 — g =T
60“’07 61“"2117 62"' n41’ 6,,—?2”_*-1,

der Reihe nach, die Werte
for b far < o

an.

1) L. Fejér: Sur les fonctions bornées et intégrables, Comptes-Rendus, 10
décembre, 1900, und Untersuchungen oiber Fouriersche Reihen, Math. Annalen
Bd. 58, 1904.
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Die merkwiirdige Interpolationsformel (84) hat, aunf Grund
meiner Formel (83) fiir das arithmetische Mittel der Fourier-
reihe und aaf dem eben mitgeteilten Wege, Herr Dunham Jack-
son?) aufgestellt. Herr Jackson beweist auch, daf, gerade so
wie die arithmetischen Mittel der Fourierreihe von f(6)

m,(8), m,(8), ... m,(6), ...,
so auch die Interpolationspolynome von f(6)
M,(8), M, (6), ... M,(0), .

gleichmifiig zu f(6) konvergieren, wenn die nach 2z periodische
Funktion f(0) im Intervalle 0 = 6 = 2z stetig ist.

19. Das trigonometrische Polynom #-ter Ordnung M (6) nimmt,
wie wir gesehen haben, an den Stellen 6, 6,,... 6, die Werte f,,
fi e fo an.

Ein trigonometrisches Polynom n-ter Ordnung ist durch seine
Werte fiir den (r+1) Stellen 6, 6,, ... 6, natiirlich nicht bestimmt;
es gibt vielmehr eine n-fach unendliche Schaar von trigonometri-
schen Kurven n-ter Ordnung, die durch die Punkte (8., f,), (8,, f.),
.y.(8,,f,) der (6,f)-Ebene gehen. Die Jacksonsche Formel
greift nun eine ganz bestimmte trigonometrische Kurve n-ter Ord-
nung aus dieser #-fach unendlichen Schaar heraus. Wie kann man
diese ganz bestimmte Kurve der Schaar unabhdngig von der Formel
(84) charakterisieren 2

Die Formel (84) zeigt, daf

adM(®)

(83) —I5 = 0, fir 6 =206,6,...6,.

D. h. M(6) ist dasjenige trigonometrische Polynom n-ter Ordnung,

n2:l ’ (V = O} L2 ... n), die Werte
For Fos s oo o [n annimmt, und dessen Ableitung an diesen Stellen ver-
schwindet?).

welches an den Stellen 8, = v

1) Dunbham Jackson: A formula of trigonometric interpolation, Rendi-
conti del Circolo Matematico di Palermo, Anno 1914, 1° semestre, Tomo XXXVII,
Seite 871, Adunanza del 24 Agosto 1913. — Vgl. auch im Jahresbericht der
deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 22, 1913, Mitteilungen und Nachrichten,
Seite 206: Gottinger Mathematische Gesellschaft, Sitzung vom 28. Oktober 1913.
Hier hat Herr Georg Pélya freundlichst referiert fiber meine Untersuchungen
beziiglich der Formel (84).

2) Es gibt nur ein einziges trigonometrisches Polynom x-ter Ordnung fir
diese Daten, dasjenige, welches durch die Formel (84) geliefert wird. Gabe es
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Die Jacksonsche Kurve (84) ist also die durch die Punkte
(00> 1)s 0,51)y -+ - (0,5 1. gehende trigonometrische Treppenkurve
n-ter Ordnung“?),

Ich bemerke nur noch, daf die Abszissenverteilung

(86) 6, 6, ...6,
6,—0_ — 7%’51— v=1,2 ...

im gewissen Sinne genau der G auSBschen Verteilung entspricht.

Betrachtet man nidmlich die n-fach unendliche Schaar der tri-
gonometrischen Kurven #n-ter Ordnung, die durch die Punkte
(6,5 fo), 0, 1) ... (8,, f,) geht, so haben diese, fiir das Intervall
0, 27), alle denselben Flicheninhalt (der gleich 2x fotf “n++1 tfa
ist). Die Abszissenverteilung (86) ist durch diése Eigenschaft
charakterisiert.

namlich noch ein zweites M, (6), so mufite M, (6) — M (6) far 6,, 6, ... 6, doppelt
verschwinden, also M, (6)— M (8) = 0, M, (6) = M (8). — Ich bemerke noch, daB
ein solches M(6) fir den ersten Augenblick sogar als iberbestimmt erscheint;
sind doch an das trigonometrische Polynom x-ter Ordnung (2# -+ 2) Forderungen:
MO =1 MO)=/f1, .. . M(8,) =/Fu, M (B) =M (0,)=... = M'(6,) =
= 0 gestellt. Sind aber die ersten (2 -+ 1) Forderungen befriedigt, so ist die
letzte: M’ (6,) = O von selbst befriedigt, weil fir ein beliebiges trigonometrisches
Polynom #-ter Ordnung 7'(6) die Relation T7(8o) + T/ (6) +-- -+ T7(0,) = O
besteht.

1) Am Schlusse seiner Arbeit gibt Herr Jackson auch interessante para-
bolische Interpolationskurven an, die er durch die Substitution z = cos § erhalt.
Diese Kurven sind, fiir gerades m, Treppenparabeln, im Sinne dieser Arbeit.




